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Prélogo

To know mathematics means to be able to do mathema-
tics: to use mathematical language with some fluency,
to do problems, to critize arguments, to find proofs ...

On the Mathematics Curriculum of
the High School

Las paginas que siguen son una recopilacién de ejercicios de teoria de cuerpos.
Incorporan, corregidas y aumentadas, relaciones previas que fueron utilizadas
para complementar la asignatura de /flgebm Cldsica, que formaba parte del
anterior plan de estudios vigente en la Universidad de Mélaga. La necesidad
de adaptar los ejercicios al contenido de la asignatura de Teoria de Cuerpos
del plan de estudios actualmente vigente, unido al deseo de corregir algunas
erratas que se habian deslizado en las anteriores relaciones, me llevan hoy, a la
realizacién de esta nueva seleccién. Con el mismo espiritu que antano, espero que
resulte 1til como importante material complementario, habida cuenta el papel
fundamental que en cualquier proceso de aprendizaje de matematicas juega el
trabajo personal dedicado a la resolucién de ejercicios.

El propio origen de estas paginas se manifiesta en algunos de los enunciados
que contienen, donde en ciertos lugares se encontraran referencias a resultados
contenidos en las notas, atin provisionales y no disponibles, que desarrollan el
contenido del referido curso de Teoria de Cuerpos. No obstante, creo que podrian
ser también de utilidad a quienes se inician en el estudio de las extensiones de
cuerpos y teoria de Galois, o a aquellos profesores que ensenan estos temas. Con
ese deseo las pongo a disposicién de todos ellos.

Los ejercicios seleccionados pasan los cuatrocientos y tienen procedencia va-
riada, inclyéndose algunos que podrian ser originales. Se usan a veces algunas
notaciones habituales. Este es el caso de Z, Q, R 6 C para designar al anillo de
enteros Z, o a los cuerpos de niimeros racionales, reales o complejos Q, R y C.

Malaga, 5 de mayo de 2020.

José Antonio Cuenca Mira
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Capitulo 1

Extensiones de cuerpos

Ldlgégre est a proprement parler, I’Analyse des équa-
tions; les diverses théories partielles qu’elle comprend
se rattachent toutes, plus ou moins, a cet object princi-
pal.

J.-A. Serret,

1.1. Introduccidon

1.1

1.2

1.3

1.4

Mostrar que, para todo entero n > 1, el conjunto de las raices n-ésimas
de la unidad que hay en un cuerpo dado F' constituyen un subgrupo del
grupo multiplicativo F'* del cuerpo F'. j Cuantas raices n-ésimas de la unidad
hay en F' en el caso en que n es un nimero primo que coincide con la
caracteristica de F'?

Sea p un primo positivo. Demostrar que un cuerpo F' contiene p raices
p-ésimas de la unidad distintas si y s6lo si F' contiene alguna raiz de X?P —1
que sea distinta de 1.

Sea p un primo positivo. Cualquiera de las raices p-ésimas de la unidad
distintas de 1 que pertenecen a un cuerpo C delos niimeros complejos, ;ge-
nera el subgrupo W, de todas las raices p-ésimas de la unidad del cuerpo
C?

Sea C' el punto medio del segmento AB de la figura que se da continuacion
y D el punto del segmento AB elegido de manera que el rectangulo de lados
BD y DE tiene area conocida c. Por otra parte, el rectangulo superior de
la figura contiene en su parte izquierda un cuadrado de lado AD. La parte
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derecha de la figura lo constituye un cuadrado de lado C'B, que contiene en
su parte inferior izquierda otro cuadrado cuyo lado tiene longitud C'D.

A D B
= G
F

Hacer AD = x y elegir de modo adecuado BC' para justificar a la manera de
Al-Khwarizmi que z es solucién de la ecuacién de segundo grado z2+c¢ = bx

(b, ¢>0) y que
IR :
=
1.5 Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2, f el polinomio de F[X]
siguiente
fX)=X*+bX +c,

vy = una raiz de f contenida en un cuerpo L que contiene a F' como sub-
cuerpo. Sean «, 8 € F. Establecer condiciones sobre o y 8 para que o+ Sz
tenga su cuadrado en F' y mostrar la existencia de algun «, determinado
de forma tnica, tal que (o +x)? € F. A partir de aqui, justificar la validez
de la férmula de resolucién de la ecuacién de segundo grado.

1.6 Sea g un numero racional dado. Mostrar que los nimeros complejos que se
escriben en la forma o + 8,/q, (o, € Q) constituyen un subcuerpo de Cy
que toda ecuacién de segundo grado con coeficientes en Q tiene sus raices en
un cuerpo de este tipo para un nimero racional ¢ convenientemente elegido.

1.7 Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3y f = X2 +pX + ¢,
(p # 0), un polinomio de F[X]. Mostrar que la resolucién de la ecuacién
f(z) = 0 puede reducirse a la de una ecuacién de grado a lo sumo 2 en
y3 introduciendo una nueva variable y relacionada con z por la igualdad

p/3=yly+x).

1.8 En las condiciones del ejercicio 1.7 con F' = Q, mostrar que un ntmero
complejo y, relacionado con una raiz compleja x del polinomio f por la
igualdad p/3 = y(y + x), no pertenece necesariamente al menor subcuerpo
de C que contiene a todas las raices de f.

1.9 Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y L un cuerpo extensién de
F que contiene tres raices 1, x2, x3, distintas o no, del polinomio f(X) =
X3 —bX + ¢, (b,c € F). Demostrar que para cada dos de ellas, z; y ;,
(i # j), se tiene 27 + x? +zix; =by xiv; + xm? =c.
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1.10 Sea el polinomio de tercer grado f con coeficientes en el cuerpo F'y definido

1.11

1.12

1.13

por la igualdad f(X) = X3+ pX +¢q. Suponer que L es un cuerpo extensién
de F' en el que f tiene las tres raices x1, o y x3. Comprobar que si i # j
entonces

(z; —x)* = 2} — dajz; = —3x; — dp,

siendo k # 4, j. Mostrar que si A € F[X7, X3, X3] es el polinomio discrimi-
nante en tres indeterminadas definido por la igualdad

se tiene entonces

A(xl,:cg,:cg) = 7(27(]2 + 4p3)

Sea F' un cuerpo, L un cuerpo extensién de F' y f un polinomio ménico
del anillo de polinomios F[X] tal que f se descompone como producto de
factores lineales de L[X].

1. Determinar el nimero de factorizaciones en producto de polinomios
moénicos de grado 2 que tiene f en L[X], si dicho polinomio tiene
grado n > 1.

2. Suponer que I tiene caracteristica # 2 y que f es el polinomio de
grado 4

f(X)=X"+pX?+qX +r, (p, g, 7 € F).

Considerar una factorizaciéon de f como producto de polinomios méni-
cos de segundo grado del tipo

X 4 pX24gX +r= (X2 +aX +B)(X2+vX +6). (1.1)

A la manera de R. Descartes, identificando coeficientes, mostrar que si
a es no nulo entonces o es raiz de una ecuacién de tercer grado con
coeficientes en F'y que los restantes coeficientes de los polinomios que
aparecen en la factorizacién dada quedan completamente determinados
por « y los coeficientes p, g, r del polinomio f. Mostrar que la resolucién
de la ecuacién polinémica f(x) = 0 se reduce a resolver a lo sumo una
ecuacion de grado 3 y dos de segundo grado.

Sea F' un cuerpo, f un polinomio ménico de F[X] de grado n, que tiene

raices z1,...,T,, distintas o no, en un cuerpo L extensién de F'. Usar el
teorema fundamental de los polinomios simétricos para demostrar que, si
¢ € F[Xy,...,X,] es un polinomio simétrico, entonces (1, ...,2,) per-
tenece a F'

Sea F' un cuerpo que contiene alguna raiz cibica de la unidad ¢ # 1.
Sean hi y hg los polinomios de F[X7, X2, X3] definidos por las igualdades
siguientes:

hi = (X1 + X2 +€2X3)?, he = (X1 + &% X2 + £X3)?.
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Mostrar que hy # ho. Demostrar que toda permutacién de las indetermi-
nadas X1, Xo, X3, o bien deja invariantes a los dos polinomios hy y ha, 0
transforma uno en el otro.

1.14 Sea f un polinomio ménico de grado n con coeficientes en el cuerpo F' y
con n raices x1,...,ZT, en un cuerpo L extensién de F. Sean hq,...,, hg
polinomios de F[X3,...,X,] tales que, para cada i € {1,...,k} y toda
permutacién o del conjunto {1,...,n}, el polinomio h? obtenido de h; apli-
cando o a cada uno de los subindices de las indeterminadas pertenece al
conjunto {hi,...,hx}. Demostrar que el polinomio

k

(X)) = [[(X = hi(z1,...,20))

i=1

tiene coeficientes en F' y tiene por raices a los elementos h;(z1,...,x,),
(i=1,...,k) del cuerpo L.

1.15 Sea f € R[X] un polinomio moénico de tercer grado. Mostrar que f tiene
alguna raiz real y que, si x1,22 y =3 son las raices de f en C y A €
R[X1, X2, X3] denota al polinomio discriminante definido como en la pdgina
17, se tiene entonces que A(z1,22,23) es un nimero real que se anula en
caso de que alguna de dichas raices sea raiz multiple de f. Justifiquese que
para f se presentan unicamente dos posibilidades: (i) f tiene una tnica raiz
real, o (ii) f tiene todas sus rices reales. Demostrar A(zy,22,23) > 0siy
sélo si f tiene tres raices reales distintas.

1.2. Extensiones finitas y algebraicas

2.1 Comprobar que Q(v/2) NQ(v/5) = Q.

2.2 Sea {K;}ica una familia de subcuerpos de un cuerpo L, todos ellos ex-
tensiones de un cuerpo F. Para cada i € A, sea A; el subcuerpo de los
elementos de K; que son algebraicos sobre F. Comprobar que el cuerpo de
los elementos de () K; que son algebraicos sobre F' coincide con () A;.

2.3 Encontrar el polinomio irreducible sobre Q del nuimero complejo z =

V2 —+/3.

2.4 Sea K/F una extension de cuerpos de grado n y x un elemento de K tal
que 23 € F. Demostrar:

1. Si n no es divisible por 2 ni por 3 entonces x € F.

2. Si n no es divisible por 3, existe entonces ¢ € F tal que z3 = ¢.
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Sea y € C un ntmero algebraico cuyo polinomio irreducible irr(y, X, Q)
tiene grado 3. Mostrar que si irr(y, X, Q) = X3 + aX? + 3X + « entonces
irr(—y, X, Q) tiene también grado 3 y irr(—y, X,Q) = X3 —aX? + X — v,
siendo en particular irr(y, X, Q) # irr(—y, X, Q).

Sea K/F una extensién de cuerpos y x un elemento de K que es raiz del
polinomio X® + 2X?* + 1. Demostrar que [F(z) : F] < 4. ;Puede darse la
desigualdad estricta?

Sea x un elemento algebraico de la extensién K/F y n un entero estricta-
mente positivo. Comprobar que

Sea K/F una extensién de cuerpos, L un cuerpoy ¢ : K — L un ho-
momorfismo. Mostrar que g(K)/g(F') es una extensién de cuerpos tal que
[9(K) : g(F)] = [K : F]. Suponer L = K y g suprayectivo tal que g(F') C F.
Demostrar que si K/F es extensién finita entonces g induce un automorfis-
mo de F.

Sean K/F y L/F extensiones de cuerpos y g : K — L un isomorfismo de
cuerpos tal que g(F) C F. Si K/F y L/F son extensiones finitas, ;jinduce
g necesariamente un automorfismo de F'?

Sea K/F una extensiéon cuadratica. Supéngase K = F(z), donde 22 € F.
Determinar los elementos de K que tienen cuadrado en F.

Sea K/F una extensién de cuerpos, z un elemento de K y f un polinomio
de grado > 1 de F[X] tal que y = f(x) es algebraico. jEs x un elemento
algebraico de la extension?

Determinar el polinomio irreducible de v/2 + v/5 sobre (@(\/5)

Sea z una rafz del polinomio X3+ X?2+1 de Q[X] e y una rafz del polinomio
X?+ X —8. Los ntimeros x +y y xy, json algebraicos sobre Q? Determinar
el grado de la extensién Q(z,y)/Q.

Demostrar que el cuerpo A de los nimeros algebraicos coincide con
(ANTR)().

Sea u = v/2/5. Demostrar que @(\/5, \75) = Q(u). {Serd irreducible sobre
Q el polinomio X6 — 2007

Demostrar que el nimero complejo z = 1/2 — v/5/3 es tal que Q(x?) =

Q(v/75) v que [Q(z) : Q] = 8. Determinar irr(z, X, Q).

Determinar el grado de la extensién Q(z)/Q cuando « es un niimero com-
plejo raiz del polinomio X6 — 6X% 4+ X3 +9X2 — 1.
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Sea x un elemento algebraico sobre un cuerpo F' cuyo polinomio irreducible
tiene grado impar. Demostrar que F(z) = F(x?).

Sean m y n enteros positivos primos relativos. Comprobar que, si z e y son
nimeros complejos tales que 2™ = 2, y™ = 3, entonces Q(z,y) = Q(zy).
;,Cuadl es el polinomio irreducible de zy sobre Q7

Sea K/F una extensién de cuerpos. Supéngase que x e y son elementos de
K y a lo menos uno de ellos trascendente sobre F. Mostrar que x +y 6 xy
son trascendentes sobre F.

Sea K/F una extensién de cuerpos, t y w elementos de K trascendentes
sobre F. Demostrar que w es algebraico sobre F'(t) siy s6lo si t es algebraico
sobre F(w).

Sea K/F una extensién de cuerpos y x1,..., &, elementos algebraicos de
la extensién. Demostrar que F(z1,...,2,) = F[z1,...,2,]. Si S es un sub-
conjunto de elementos algebraicos de K, jse tiene F'(S) = F[S]?

Sea K /F una extension algebraica de generacién finita. Mostrar que existe

algin entero n > 1 y algin ideal un maximal m de un anillo de polinomios
F[X1,...,X,]) tal que K = F[Xy,...,X,]/m.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2, K/F una extensién de
cuerpos y e y dos elementos de K que no estan en F|, pero cuyos cuadrados
sf lo estan. Demostrar que F(z) = F(y) si y s6lo si 22 /y? es un cuadrado
de F.

Sean p y ¢ primos positivos. Mostrar que Q(,/p) = Q(\/q) si y sdlo si
pP=q.

Sean x e y dos numeros complejos para los que se satisfacen las igualdades
siguientes:

P 4+62°+1=0, y=a"462°+a2+ 23+ 727 +2.
Determinar [Q(z) : Q], mostrar que y # 0 y que y~! = —(2? + = — 31)/26.

Dar el grado de la extensién Q(x)/Q cuando x es un nimero complejo que
es raiz de X% 4 1, y cuando lo es de X% + X3 + 1.

Sea K/F una extensién de cuerpos, x un elemento de K y f y g polino-
mios de F[X] tales que g(x) # 0y f(x)/g(x) es un elemento algebraico
de la extensién que no pertenece a F. {Es x un elemento algebraico de la
extension?

Sea t un elemento trascendente de la extensién K/F. ;Es F(t)/F necesa-
riamente una extensién totalmente trascendente?

Sea t un nimero complejo trascendente, x e y elementos de C tales que
x? = 2t, y? = 3. Hagase K = Q(t,z,y). Determinar [K : Q(t)]. ;Es K =
Q(vt, v2,v3)?
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Demostrar que todo subcuerpo de C, que no esta contenido en R, es denso
en C.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2, K un cuerpo que es exten-
sién del cuerpo F, x e y elementos de K con sus cuadrados en F', pero con
y ¢ Fyaxé¢ F(y). Demostrar que F(z + y) = F(z,y) y que el polinomio
irreducible de = 4 y sobre F es del tipo X* + aX? + b.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y K/F una extensién de
grado 4. Demostrar la equivalencia de las dos afirmaciones siguientes:

1. La extensién K/F tiene algiin cuerpo intermedio distinto de K y de
F.

2. Existe algin 2 € K tal que K = F(z) con polinomio irreducible sobre
F del tipo X* +aX? +b.

Sim > 0 es un entero y z un elemento dado de un anillo A, se dird que
z es una raiz n-ésima de la unidad si se satisface la igualdad 2™ = 1. Sea
p un primo positivo y € # 1 un niimero complejo que es raiz p-ésima de la
unidad. Determinar [Q(e) : Q).

Sea p > 0 un numero primo impar. Demostrar que x = cos(27/p) es un
ntmero algebraico y que [Q(z) : Q] = (p—1)/2.

Sea p un nimero primo y x un numero complejo que es raiz del poli-
nomio X™ — p. Sea m un entero positivo tal que m | n. Demostrar que
[Q(z™) : Q] = n/m. Determinar el polinomio irr (z, X, Q(z™)).

Sea K un subcuerpo de C que es extensién finita de grado impar del cuerpo
Q. Mostrar que las tnicas raices de la unidad en K son 1y —1.

Sea K/F una extensién finita de cuerpos en la que el conjunto de los cuer-
pos intermedios es totalmente ordenado respecto a la inclusién. Demostrar
que K/F es mondgena.

Sea K = Q(z) donde x es un nimero complejo para el que se verifica
23 —22% + 42+ 2 = 0. Expresar (2® +z+1)(2®> +2) y (z—3)7! en la forma
az® 4+ bx +c, con a,b,c € Q.

Sea K /F una extesién de cuerpos. Supéngase que existe un entero positivo
n para el que todo cuerpo intermedio F estrictamente contenido en K es
tal que se verifica [E : F] < n. Demostrar que K es una extension finita de
F. [Indicacién. Comprobar primero que K/F es una extensién algebraica].

Mostrar que toda extensién algebraica infinita tiene cuerpos intermedios
que son extensiones finitas del cuerpo base de grado suficientemente grande.

Para cada entero n > 1 sea K, el subcuerpo de R definido por la igualdad

1. Mostrar que [K, : Q] = n.
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2. Comprobar que si m|n entonces K,, C K,. Determinar [K,, : K,,].

3. Demostrar que, en el caso en que m y n sean primos relativos, se tiene

entonces K, = Q( /2, ’{1/5)

Sea K/F una extensién de cuerpos, x e y elementos de K algebraicos
sobre F. Demostrar que irr(z, X, F) es irreducible sobre F(y) si y sélo si
irr(y, X, F) es irreducible sobre F(z).

Sean K y L subcuerpos de un cuerpo comun, ambos extensiones de un
mismo cuerpo F. Supdéngase que K/F es extension algebraica. Demostrar
que el minimo subcuerpo LV K que contiene a L y K estd formado por las
sumas finitas Y x;y;, donde los elementos z; estdn en K y los y; en L.

Sea C una clase de extensiones de cuerpos. Se dird que C es una clase
distinguida de extensiones si se satisfacen las dos condiciones siguientes: 1)
C es una clase transitiva de extensiones; 2) si F, K, E, {) son cuerpos, con F'
subcuerpo de K y F, con éstos tltimos siendo subcuerpos de €2, y si ademads
K/F esté en C, entonces el menor subcuepo KV E de Q que contiene a K y
E es tal que la extensién (K V F)/E también pertenece a C. Demostrar que
si C es una clase distinguida de extensiones, F, K, F/, €} son cuerpos, con K
y E subcuerpos de €2, F' subcuerpo de K y FE, y si se verifica ademés que
K/F y E/F estén en C entonces también lo estd (K V E)/F.

Demostrar que, tanto la clase de las extensiones finitas, como la de las ex-
tensiones algebraicas, son clases distinguidas de extensiones (Ver el ejercicio
2.45 para la definicién de clase distinguida).

Sea K/F una extensién finita de cuerpos, L un cuerpo que es exten-
sion de K y t un elemento de L que es trascendente sobre K. Demos-
trar que K (t)/F(t) es también una extensién finita y que se tiene ademés
[K(t): F(t)] = [K : F).

Sea K/F una extensién de cuerpos. Demostrar que dicha extension es
algebraica si y sélo si todo subanillo A de K tal que F' C A es necesariamente
un cuerpo.

Hacer x; = 2 y definir x,4+1 = /T, para todo entero n > 1. Demostrar
que

[Q(znt1) : Q] =2"

y que el polinomio X2" — 2 es un polinomio irreducible de Q[X].

Sea K = F(X) el cuerpo de funciones racionales en una indeterminada
sobre el cuerpo F'y E un cuerpo intermedio de la extensiéon K /F. Demostrar
que E # F siy s6lo si K/E es una extensién finita. Determinar el grado de
esta extensién cuando E = F(X3/(X +1)).

Sea K/F una extensién de cuerpos. Supéngase:

1. La unién de cualquier cadena, respecto a la inclusién, de subcuerpos
intermedios y distintos de K es distinto de K.
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2. Todo cuerpo intermedio y distinto de K es una extension finita de F.

Demostrar que K es una extensién finita de F.

Sea K/F una extensién de grado 2, f € K[X] un polinomio irreducible
de grado 3 y = un elemento en un cuerpo extensién de K que es raiz de
f. Supoéngase que el término constante de f es un elemento de K que no
estd en F' y que el resto de los coeficientes de f estan en F'. Demostrar que
[F(z): F] =6.

Comprobar que el polinomio

—-1+V5

f(X)=4X3-3X — 1

es reducible en Q(+/5)[X].

Supongamos que el nimero complejo x tiene por polinomio irreducible
sobre Q a X3 + aX? + bX + c. Demostrar que la condicién necesaria y
suficiente para que exista algin y € Q(z) tal que y2 = x es que existan
a, B,v € Q tales que

a=28—a? b= B -2, c=—2
[Indicacién: Considerar el polinomio irreducible de y sobre Q.

1. Mostrar que si « es un nimero complejo raiz del polinomio X3+ X2—1
entonces u no tiene ninguna rafz cuadrada en Q(u).

2. Dar ¥/28 — 3 como un cuadrado de Q(\“’/ﬁ)

Sea K/F una extensién de cuerpos y S un subconjunto de K que no corta
a F. Mostrar la existencia de algtin cuerpo intermedio M de la extensién
K/F que es maximal respecto a la inclusién en la familia de los subcuerpos
de K que contienen a F' y no cortan a S. Demostrar que si S es finito
entonces K /M es una extensién algebraica.

Demostrar que, si mq, ..., m, son enteros positivos primos relativos y nin-
guno de ellos cuadrado perfecto, entonces se tiene

[Q(vma,...,v/my) : Q] =2".

Sea t un elemento trascendente sobre el cuerpo F'y K = F(t). Escribase
cada elemento no nulo de K como u = f(t)/g(t) donde f y g son polinomios
en una indeterminada, con g # 0, y tales que m.c.d.(f,g) = 1. Al méximo
de los grados de f y g se llama grado de u y se denota por degu. Demostrar
que si X e Y son dos indeterminadas distintas entonces f(X) — Yg(X) es
irreducible tanto en F[X,Y] como en F(Y)[X]. Demostrar que si u ¢ F
entonces t es algebraico sobre F(u) y el polinomio irreducible de t sobre
F(u) coincide con el inico polinomio ménico que puede obtenerse de f(X)—
ug(X) multiplicindolo por una constante no nula de F'(u). Concluir asi que
[F(t) : F(u)] = degu, cuando u ¢ F'y, en particular, se verifica F'(t) = F(u)
siy sblo si u = (at + b)/(ct + d), donde ad — be # 0.
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2.59

2.60

2.61

2.62

2.63
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Sea K/ F una extensién de cuerpos, t y w elementos de K tales que t es tras-
cendente sobre F'y w es trascendente sobre F'(t). Demostrar que para cua-
lesquiera enteros positivos n y m se tiene entonces [F(t,w) : F(t", w™)] =
nm.

Sea F' un cuerpo, K y L cuerpos extensiones algebraicas de F' que estan
contenidos como subcuerpos de un mismo cuerpo M. Sea K V L el mini-
mo subcuerpo de M que contiene a K y a L. Establecer la desigualdad
[KVL:F] <[K: F]L : F], caracterizando los casos en que se da la
igualdad mediante una propiedad de las bases del F-espacio vectorial K.

Sean F, K,L,M y K V L cuerpos en las condiciones del ejercicio anterior.
Supéngase ademds que K/F y L/F son ambas finitas. Caracterizar los casos
en que se da la igualdad [K'V L : F| = [K : F|[L : F] en términos de los
polinomios irreducibles de los elementos de los subconjuntos finitos S tales
que K = F(S).

1. Demostrar que si [K VL : F] = [K : F|[L : F], entonces K N L = F.

2. Mostrar que en el caso en que [K : F| y [L : F] sean primos relativos
se verifica entonces [K V L : F| = [K : F|[L: F].

3. Supéngase que [M : F| =4, [K : F]=2=[L: F|,K = F(z), L =
F(y). Demostrar la equivalencia de las propiedades siguientes: i) K # L,
il) KV L=M, iii) {1,z,y,2y} es una base del F-espacio vectorial
KV L.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos tal que K = F(z,y) con z
e y elementos de K tales que p = degirr(z, X, F) y ¢ = degirr(y, X, F') son
primos positivos distintos. Mostrar que todo elemento z de K se escribe de
manera Unica en la forma

p—1lqg—1

z= Z Z cijr'y’, (cij € F). (1.2)

i=0 j=0

Demostrar que, si p < ¢ entonces F'(z) es el tinico cuerpo intermedio en la
extensiéon K/F que es extensién de grado p del cuerpo F.

(Este ejercicio requiere cierta familiaridad con los rudimentos de la teorfa
de médulos). Sea K un cuerpo y A un subanillo de K. Mostrar que el cuerpo
de cocientes F' de A puede identificarse a un subcuerpo de K. Supdngase
que K es finitamente generado como A-mdédulo. Descomponiendo K como
suma directa de F'y un cierto F-subespacio suplementario W, muéstrese que
F es finitamente generado como A-médulo. Pruébese la igualdad A = F.
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1.3. Construcciones con regla y compas

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

. Es posible construir con regla y compaés un tridngulo isésceles con vértices
en la circunferencia unidad y de superficie unidad?

;,Son todos los triangulos isésceles con vértices en la circunferencia unidad
y de superficie unidad construibles con regla y compas?

Sea A un subconjunto del plano euclideo con al menos 2 puntos distintos
y Q(S) el subcuerpo de R asociado a él como en la pagina 65. Comprobar
que el cuerpo Q(5) es independiente de la unidad de medida elegida.

Sea A el conjunto {(0,0),(1,0)} de puntos del plano euclideo y R un
sistema de referencia apropiado para el mismo. Mostrar que si = es alguna
de las raices del polinomio X% —6X?2 + 2 entonces el punto de coordenadas
(z,/7) respecto a R es construible con regla y compds a partir de A.

;Puede construirse con regla y compas el eneagono regular?

Demostrar que el angulo 6 puede trisecarse con regla y compds si y soélo si
el polinomio

f(X)=4X3—-3X —cosf
es reducible sobre Q(cos#).

Suponer n y m enteros positivos tales que m | n. Mostrar que si el poligono
regular de n lados es construible con regla y compas, entonces también lo
es el de m lados.

Sean n y m enteros positivos primos relativos. Mostrar que, si los poligonos
regulares de n y m lados son construibles con regla y compaés, entonces el
poligono regular de nm lados es también construible con regla y compés.

La cisoide de Diocles es la curva algebraica definida por la ecuaciéon
y*(1 —x) —2® = 0. Sea P el punto de interseccién de la cisoide con la
recta y = 2(—z + 1). Mostrar que la recta que une el punto P al origen de
coordenadas corta a la recta z = 1 en el punto (1, /2) y, en consecuencia,
determina un segmento que puede tomarse como arista de un cubo doble
del cubo unidad.

Mostrar que, para todo entero n > 2, el poligono regular de 2™ lados es
construible con regla y compaés y dar explicitamente la longitud del lado de
dichos poligonos cuando se consideran inscritos en la circunferencia unidad.
Demostrar que

2\/T 1+1\F L1111
= V2V2 2V2\2 22 2V2
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3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

. Puede construirse con regla y compas el pentagono regular? Estudiar la
exactitud de la siguiente construccién geométrica: sea OA un segmento de
longitud unidad; trazar la circunferencia unidad de centro O y radio OA,;
construir el didmetro BB’ perpendicular a OA, asi{ como el punto medio I
del segmento OB’; trazar la circunferencia de centro I y radio I A; si D es el
punto de interseccién de dicha circunferencia con el segmento OB, entonces
AD es el lado del pentagono regular inscrito en la circunferencia de radio
unidad y centro O.

JPuede trisecarse con regla y compés el dngulo 27 /57
(Es posible la quintiseccién del déngulo 7/3 con regla y compés?

Comprobar que el dngulo 6 no puede ser trisecado con regla y compés en
los casos en que cos f sea un nimero real trascendente.

Mostrar que en el caso en que cos = —5/6 el dngulo 6 no puede dividirse
en cinco partes iguales con regla y compés.

;Cudl es el menor entero estrictamente positivo n para el que el angulo de
n grados puede ser construido con regla y compas?

Caracterizar los enteros n para los que el dngulo de n grados es construible
con regla y compas.

Mostrar que para el angulo de 3 grados se satisface la igualdad

cos3? = %(\/54-1)\/5—1—\/5_)—1- 1—16(\/_— V2)(V5 - 1).

Dar explicitamente una cadena de subcuerpos como la del teorema 1.3.2
que permita garantizar la constructibilidad con regla y compas del punto
(cos 39, sen 3°).

Témese un cuadrado OABC. Supdngase que el lado OB se mueve uni-
formemente girando alrededor de O y que durante el mismo intervalo de
tiempo BC se traslada paralelamente a si mismo con movimiento unifor-
me hasta hacer coincidir los segmentos OB y BC con OA. La interseccién
de los dos segmentos méviles determina en cada instante un punto X. El
lugar geomético de los puntos X constituye una curva a la que se denomi-
na cuadratriz de Hipias. Dar las ecuaciones en coordenadas polares y en
coordenadas cartesianas de dicha curva.
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0 N N’ N B

Figura 1.1: Triseccién con cuadratriz

Supdéngase dado un angulo agudo en el que uno de sus lados se hace
coincidir con OB y el otro estd dentro 1 cuadrado OABC. Sea M el punto
de interseccion del ultimo de los lados del angulo con la cuadratriz, N la
proyeccién ortogonal del punto M sobre el segmento OB y N’ el punto
del segmento OB tal que N”"B = %NB. Comprobar que la paralela a OA
trazada desde N” corta a la cuadratriz en un punto E tal que BOFE es
el angulo tercio del dngulo dado. Comprobar que, si el cuadrado OABC
tiene lado unidad, entonces el punto @y del segmento O A al que tienden los
puntos de la cuadratriz es tal que el segmento OQ)g es de longitud %, con
lo que con auxilio de la cuadratriz puede construirse un cuadrado de igual
area que el circulo unidad.

En la proposicién 8 del Libro de los Lemas, Arquimedes da la siguiente
construcciéon para trisecar angulos: Sea ABC un angulo agudo que se desea
trisecar. Con centro en B y radio arbitrario se traza una circunferencia
C, la cual corta a la semirrecta BC en el punto Q). Sea R el otro punto de
interseccion de la recta BC con la circunferencia y P el punto de interseccién
de la semirrecta BA con C. Trazar una recta que pase por P, que corte a
C en un punto T y a la semirrecta BR en un punto S, de modo que los
segmentos ST y T'B sean de igual longitud. Justifiquese cada una de las
afirmaciones siguientes:

1. BST es el angulo tercio de ABC.

2. La construccién precedente no es una construccién con regla y compés.

3. Es posible trisecar cualquier &ngulo con compés y una regla en la que
se hayan marcado dos puntos que determinan un segmento de longitud
unidad.
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S uUQ C

Figura 1.2: Construccién del Libro de los Lemas

3.21 (J. H. Conway) Sea k un ntimero real estrictamente comprendido entre 0 y
1. Supdéngase dado un sitema de referencia ortogonal en el plano eucideo con
origen en el punto O. Con radio unidad y haciendo centro en el punto A =
(k,0) se traza una circunferenica cuya interseccién con el semieje positivo
de ordenadas es un punto B. Construir el punto P del semieje negativo de
ordenadas tal que OP = %OB. Determinar el punto C' sobre la recta PA,
y el punto D en la interseccion de las rectas BC' y OA, de manera que
CD = 1. Demostrar que AD = 2v/k. Mostrar que es posible construir el
punto D con compéas y una regla en la que se han hecho dos marcas, pero
que hay valores de k para los que dicho punto no puede construirse con
regla y compads.

Figura 1.3: Construccién de segmento de longitud 2v/k

3.22 Se define la espiral de Arquimedes como el lugar geométrico descrito por
un punto que se mueve uniformemente sobre una semirrecta partiendo de
su origen mientras ésta gira uniformemente en torno a dicho punto.
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Figura 1.4: Espiral de Arquimedes

.De qué modo puede utilizarse la espiral de Arquimedes para trisecar
angulos?

(Pappus). Sea AOAH un tridngulo con OHA angulo recto y HOA el angulo
a trisecar. Sea a la longitud del segmento OA. Se traza la paralela r a
OH que pasa por A. Sea s una recta que corta al segmento HA en el
punto B, a la recta r en el punto C' y de manera que el segmento BC
tiene longitud 2a. Demostrar que BOH = %@ . Justificar por qué la
construccién precedente no es una construccion con regla y compés.

(Descartes). Supéngase dados un segmento de longitud ¢ y una pardbola
T" de vértice A, y parametro p. Sea C' # A un punto del eje e de la parabola
que estd a distancia p/2 del foco de I'. Trazar una perpendicular a e que
pase por C. Determinar sobre esta recta un punto E cuya distancia a C
es %q y trazar con centro en E y radio FA una circunferencia. Si F' # A
es punto de interseccién de I' con la circunferencia y si L es su proyeccién
ortogonal sobre e, pruébese que FIL y LA son dos medias proporcionales
entre segmentos de longitudes 2p y q.

Sea A, S y Ky como en el teorema 1.3.2. Un ntmero real se dird A-
construible si es alguna de las coordenadas de un punto construible con
regla y compds a partir de A. Comprobar que el conjunto de los niimeros
A-constuibles C' constituye un subcuerpo de R que contiene a Ky y con la
propiedad de que ¢ € C'y ¢ > 0 implican ++/c € C. Comprobar que C es el
menor subcuerpo de R que contiene a Ky y que goza de dicha propiedad.

Sea p > 3 un numero primo. Demostrar que, si el poligono regular de p
lados es construible con regla y compdés, entonces p = 2" + 1, para algin
entero r > 1.

Sea r > 0 un entero y p = 2" 4+ 1 un primo positivo. Comprobar que p
se escribe en la forma 22" + 1 para cierto entero n > 0. Mostrar que si
el poligono regular de p lados es constuible con regla y compéas entonces
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3.28

3.29

3.30

3.31

3.32
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p = 22" +1 para algtin entero n > 0. [A los ntimeros F,, = 22" + 1 se llama
numeros de Fermat. P. Fermat conjeturd que todos ellos debian ser primos.
Euler mostré que esto no ocurre en el caso de F5. A dia de hoy los tinicos
ntmeros de Fermat que se sabe que son primos son Fy, Fy, Fy, F3 vy Fy).

Demostrar que el heptdgono regular no es construible con regla y compés.
;,Coémo puede utilizarse el teorema 1.3.2 para caracterizar este hecho?

(Triseccién con papiroflexia). Supéngase dada una hoja de papel rectan-
gular de vértices O, A, By C. Sea 0 = A0D un angulo agudo de vértice
O que estd totalmente contenido en la referida hoja de papel. Efectuar dos
pliegues sucesivos de una misma anchura arbitraria para obtener dos rectas
£y y £y paralelas al lado OA. Desplegar completamente el papel y volver a
plegar de modo que O se lleva sobre un punto O’ de la recta £; mientras
que el punto O2 de interseccién de ¢ con el lado OB de la hoja se lleva a
un punto de la semirrecta OD. Si O] es el punto correspondiente a O en

el ultimo pliegue, mostrar que entonces DOO;| = %9.

Sea 0 un dngulo arbitrario y f(X) el polinomio de R[X] definido por la
igualdad siguiente:

f(X)=4X?—3X — cos.

Mostrar que todas las raices de f(X) estdn en el intervalo [—1,1] y, en
consecuencia, pueden verse como cosenos de angulos. ;Cudles son estos
angulos?

Dados un punto P y un subconjunto A del plano euclideo con al menos
dos puntos distintos, se define la constructibilidad con regla, compds y tri-
sector de dngulos de P a partir de A de modo semejante a como se definié
la constructibilidad con regla y compas sin mas que anadir entre las posibi-
lidades de constructibilidades atémicas el que P pueda también ser punto
de interseccién de una recta r que triseca algiin angulo subtendido por dos
semirrectas, cada una de las cuales pasa por dos puntos distintos de A, con
alguna de las figuras geométricas siguientes: (i) una circunferencia que tie-
ne su centro en un punto de A y cuyo radio es la distancia existente entre
dos puntos de A, (ii) una recta que pasa por dos puntos distintos de A y
que es distinta de r, (iii) una recta distinta de r que triseca algin dngulo
subtendido por semirrectas distintas, cada una de las cuales pasa por dos
puntos distintos de A. Sea S el conjunto de coordenadas de puntos de A
respecto a un sistema de referencia apropiado para A. Denétese por Ky al
subcuerpo Q(.5). Supéngase que x es algin nimero complejo raiz del poli-
nomio f(X) = X3 —pX + q de coeficientes en K. Demostrar que si p > 0y
lg\/27/p3| < 2 entonces x es real y el punto (x,0) es construible con regla,
compds y trisector de dngulos a partir de A. [Indicacién. Buscar raices de

f del tipo 2,/ cos g]

Probar la constructibilidad con regla, compas y trisector de angulos del
poligono regular de 7 lados.
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3.33 Sea A un subconjunto de puntos del plano euclideo, S el subconjunto de
las coordenadas de los puntos de A respecto a un sistema de referencia
apropiado. Hagase Ky = Q(S). Demostrar que el punto P = (z,y) es
construible con regla, compés y trisector de angulos a partir de A si y sélo
si existe una cadena de subcuerpos de R

Ko CK) C-- C Ky, (1.3)

eventualmente reducida a Ky, y para la que se satisfacen las dos condiciones
dadas a continuacion:

1. Cada K; es una extensién cuadratica de K;_; o una extension cubica
del tipo K; = K;_1(u;) donde u; es raiz de un polinomio f;(X) =
X3—p; X +q; con coeficientes en K;_1 y tal que p; > 0, |g;/27/p3| < 2.

2. z,y € K.

3.34 jPuede resolverse el problema de la cuadratura del circulo con la ayuda
adicional de un trisector de angulos?

3.35 1. Sea f(X) = X3 — pX + ¢ un polinomio con coeficientes reales. De-
mostrar que el polinomio f tiene tres raices reales distintas si y sélo si
p>0ylg/27/p% <2.

2. Sea K/F una extensién de cuerpos de grado 3, con K subcuerpo de C
y F subcuerpo de R. Sea = € K tal que z ¢ F. Mostrar que irr(z, X, F)
tiene tres raices reales distintas si y sélo si existe algin elemento u de
K tal que K = F(u), con irr(u, X, F) = X3 — pX + q y de manera
que para los coeficientes de irr(u, X, F') se satisfacen las desigualdades
p > 0y |q\/27/p3| < 2. [Indicacién. Considerar el polinomio f(X —%),
siendo a el coeficiente de X? en el polinomio irr(z, X, F)].

3.36 ;De qué manera puede usarse el ejercicio 3.35 para reformular la carac-
terizacién de la constructibilidad con regla, compds y trisector de angulos
dada en el ejercicio 3.337

1.4. Extension de inmersiones. Consecuencias

4.1 Dar algin nimero real x, con x ¢ Q, para el que se tenga:

1. Q(z) y Q(iz) son isomorfos.

2. Q(z) y Q(iz) no son isomorfos.

4.2 Sea F un subcuerpo de R y K uno de C. Suponer K una extensién de
grado primo p del cuerpo F. Demostrar que, si existe algin z € K tal
que irr(z, X, F) tiene p raices reales distintas, entonces esto ocurre para el
polinomio irreducible irr(y, X, F') de todo elemento y € K que no pertenece
aF.
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4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
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Mostrar que no es posible la duplicacién del cubo con regla, compés y
trisector de angulos.

Usar induccién para demostrar el teorema 1.4.2 en el caso en que S es un
subconjunto finito de K.

Sea F = Q(v2), K = Q(v/2) y 0 : F — F el automorfismo o : a+£v/2
a — BV?2. jPuede o extenderse a un automorfismo de K?

Mostrar que la identidad es el tnico automorfismo del cuerpo R de los
nimero reales.

Sea K un subcuerpo de C, siendo K /Q una extensién finita. Mostrar que el
conjunto de las inmersiones o : K — C tales que 0(K) ¢ R tiene cardinal
par.

Sea a un nimero racional y x una raiz del polinomio X* + a. Demostrar
que el nimero de inmersiones de Q(z) en C es distinto de 4 si y sélo si se
verifica alguna de las dos alternativas siguientes: (i) —a es el cuadrado de
un ndmero racional, (ii) 4a es potencia cuarta de algin racional.

Sea K /F una extensién de cuerpos, t un elemento trascendente de la exten-
sién, L un cuerpo y o : FF — L una inmersién. Comprobar que el conjunto
de las inmersiones 7 : F(t) — L que extienden a o estd en biyeccién con
el conjunto de los elementos de L que son trascendentes sobre o(F).

Demostrar que todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

1.5. Clausura algebraica

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Sea x una rafz del polinomio X2 + X + 1 de Z/(2)[X]. Dar las tablas de
sumar y multiplicar del cuerpo [Z/(2)](x).

;,Cudl es el cardinal de la clausura algebraica de un cuerpo finito?

Mostrar que el cuerpo A de los niimeros algebraicos es una clausura alge-
braica de Q.

Sea x € C una raiz del polinomio f(X) = X3 — 2 de Q[X]. ;Es Q(z)
cuerpo de descomposicién de f(X) sobre Q7

Dar el cuerpo de descomposicién de X6 + 1 sobre Z/(2).
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Mostrar que cualquier extensién algebraica de un cuerpo F' puede sumer-
girse en la clausura algebraica de dicho cuerpo, y que cualquier extensién
algebraica de F' con la propiedad de contener alguna copia F-isomorfa de
cada uno de los cuerpos que son extension algebraica de F' coincide, salvo
F-isomorfismos, con la clausura algebraica de F.

Demostrar que la extensién de cuerpos K/F es algebraica si y sélo si para
todo cuerpo intermedio E se verifica que cualquier inmersién de E en si mis-
mo que induce la identidad sobre F' es necesariamente un F-automorfismo
de F.

Sea f el polinomio de Q[X] definido por la igualdad f(X) = X% —4X%2+1
y K el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Mostrar que v3 € K.
Determinar el el grado de la extensién K/Q, asi como las Q-inmersiones de
K en C.

Sea K/F una extensién de cuerpos, 2 un elemento algebraico de la exten-
sién y E un cuerpo intermedio. Mostrar que los coeficientes de irr(z, X, E)
son algebraicos sobre F.

Demostrar que, sobre cualquier cuerpo F, el cuerpo de descomposicién del
polinomio f(X) = X3 —3X +1 coincide con el propio F' o es una extensién
de grado 3 del mismo. [Indicacién: Mostrar que si x es raiz de f entonces
x? — 2 también lo es].

Si el conjunto de polinomios no constantes F es finito, ;puede darse al-
guna demostracién del teorema 1.5.6 que no dependa de ninguna de las
equivalencias del axioma de eleccion?

Sea K/F una extensiéon algebraica. Mostrar que para todo polinomio
f(X) de K[X] existe siempre algin polinomio no nulo h € K[X] tal que
fh e FIX].

Sea F' un cuerpo, f y g polinomios de F[X]. Suponer f irreducible y g no
constante. Mostrar que si h € F[X] es un factor irreducible del polinomio
f(g(X)) entonces el grado de f divide al grado de h.

Sea f un polinomio de grado n > 1 del anillo de polinomios F[X] y K el
cuerpo de descomposicién de f sobre F. Sea f = []._, pf la factorizacion
de f en polinomios irreducibles de F[X]. Demostrar que [K : F| divide a

(degp1)!--- (degp;)!

Sea K/F una extensién finita de cuerpos cuyo grado n es primo con el
grado del polinomio f(X) € F[X]. Demostrar que, si f es irreducible sobre
F', lo es también sobre K.

Sea F un cuerpo, F una clausura algebraica de F, y x e y elementos de F
tales que [F'(x) : F] =ny [F(y) : F'] = m, con n y m primos relativos. Sean

o', y" € F tales que 2’ es rafz de irr(z, X, F') e y' es raiz de irr(y, X, F).
(Existe algtin F-automorfismo o de F' tal que o(z) =2’ y o(y) = ¢'?
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Sea K/F una extensién cuadrédtica y f € F[X] un polinomio irreducible
de grado 6. Comprobar que f es irreducible en K[X] o se descompone en
dicho anillo de polinomios como producto de dos polinomios irreducibles de
grado 3.

Sean n, m > 0 enteros primos relativos, F' un cuerpoy X" —a un polinomio
irreducible en F[X]. Demostrar que X™ — a™ es también irreducible.

Sea K el cuerpo de descomposicién sobre Q de un polinomio de grado 8
que es reducible sobre QQ, pero que no admite raices en Q. Demostrar que
[K : Q] < 1.440.

Sea p un primo positivo y K el cuerpo de descomposiciéon del polinomio
XP — 2 sobre Q. Calcular [K : Q).

Sea F' un cuerpo de caracteristica 2, K un cuerpo que es extension cua-
drética de F. Demostrar que existe algiin a € F' de modo que K es cuerpo
de descomposicién sobre F' de algin polinomio irreducible que es del tipo
X? —a o del tipo X2 - X —a.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y a,b elementos dis-
tintos de F. Sea K el cuerpo de descomposicién sobre F' del polinomio
X*— (a+b)X?+ab. Demostrar que [K : F] =4 siy sélo si a,b y ab no son
cuadrados en F.

JExisten automorfismos del cuerpo C de los niimeros complejos distintos
de la identidad y la conjugacién?

Comprobar que los tinicos automorfismos continuos de C son la identidad
y la conjugacién

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Demostrar que K es alge-
braicamente cerrado si y sélo si todo polinomio no constante de F[X] tiene
todas sus raices en K.

Sea F' un cuerpo de cardinal numerable. Mostrar directamente, sin usar el
teorema 1.5.4, que F' tiene una clausura algebraica.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, con p primo positivo. Considérese el
polinomio f(X)=X? — X —a de F[X].

1. Comprobar que si f tiene alguna raiz en el cuerpo F' entonces las tiene
todas.

2. Mostrar que, en el caso en que f no tiene ninguna raiz en F; el polino-
mio f es entonces irreducible en F[X] [Indicacién. Suponer la existen-
cia de una factorizacién f(X) = g(X)h(X) con r = degg < p, siendo
r > 1, y llegar a una contradiccién tras estudiar el coeficiente de X" !
en g.]

3. Mostrar que el cuerpo de descomposicion K de f sobre F' tiene grado
1 6 p. Dar explicitamente ejemplos de ambas posibilidades.



1.5.

5.28

5.29

5.30

5.31

5.32

5.33

5.34

5.35

5.36

CLAUSURA ALGEBRAICA 21

4. Si x es un nimero complejo raiz del polinomio X? — X —a y a es un
entero tal que a Z 0fnéd p), demuéstrese que [Q(z) : Q] = p.

Sea F' un cuerpo de caracterisitica p. Demostrar que el conjunto A =
{c?—c: ¢ € F} es un subgrupo aditivo de F' y que el polinomio X? — X —a,
(a € F), es un polinomio irreducible de F[X] siy sélo si a ¢ A.

Sea f(X) = X? — X — a un polinomio con coeficientes en un cuerpo F de
caracteristica el primo positivo p. Supéngase K una extensién del cuerpo F
y € K unaraiz de f(X) tal que = ¢ F. Siy € K es una raiz del polinomio
XP — X — azP~ !, determinese el grado de la extensién F(z,y)/F.

Sea p un primo positivo y F' un cuerpo de caracteristica p. Mostrar que el
polinomio X? —a de F[X] es, o bien, irreducible sobre F, o bien, la potencia
de un polinomio lineal de F[X].

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, {2 una clausura algebraica de F' y x
un elemento de €2, que no estd en F, tal que 2 € F. Hacer y; = x. Para
cada entero s > 1 definase y, como el tnico elemento de ) para el que se
tiene la igualdad y? = ys_1. Mostrar que [F(ys) : F] = p®.

Sea F' un cuerpo, m y n enteros positivos primos relativos. Demostrar que
el polinomio X™" — a de F[X] es irreducible si y sélo si los polinomios
X™—ay X" —aloson.

Sea F' un cuerpo y f(X) € F[X] un polinomio de grado n estrictamente
mayor que 1. Comprobar que f es irreducible si y sélo si f no tiene raices
en ninglin cuerpo K extensién de F tal que [K : F| < n/2.

Mostrar que un anillo es dominio de integridad si y sélo si puede sumergirse
en un cuerpo algebraicamente cerrado.

(E. Artin ). Sea F un cuerpo y S el conjunto de todos los polinomios
no constantes de F[X]. Sea A = F[X{|fes el anillo de polinomios con
coeficientes en I’ y cuyo conjunto de indeterminadas tiene una y sélo una
indeterminada distinta Xy por cada polinomio f € S. Demostrar que el
ideal de A generado por el conjunto {f(Xy) : f € S} es distinto de A.
Sea m un ideal maximal de A que contiene al ideal anterior. Demostrar que
Fy, = A/m es una extensién de un cuerpo Fy isomorfo a F' en la que todo
polinomio no constante de Fy[X] tiene alguna raiz y mostrar a partir de
aqui la existencia de alguna clausura algebraica del cuerpo F.

Sea F' un cuerpo, Fy el subconjunto de F[X]x N formado por los elementos
(X — a,0), a € F. Mostrar que Fy es un cuerpo respecto a la suma y el
producto definidos de la manera siguiente

(X —a,0)+ (X —5,00) = (X—(a+b),0),
(X —a,0)(X —b,0) = (X —ab,0),

y que la aplicacién 0 : F — Fy que a cada a € F asocia (X — a,0) es
un isomorfismo de cuerpos. Sea D el conjunto de las extensiones E de Fj



22

CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

cuyo conjunto subyacente estd contenido en F[X] x N y que gozan de la
siguiente propiedad: si (f,n) € F entonces (f,n) es una raiz del polinomio
. Ordenar parcialmente D respecto a la relacién de extensién. Demostrar
¢ Ord ialmente D la relacién d i6n. D t
que existe en D algin elemento maximal M y que M es clausura algebraica
de Fp. Obtener de aqui la existencia de clausura una algebraica ' del cuerpo
F y de un isomorfismo p : F — M tal que p(a) = 6(a) para todo a € F.

1.6. Extensiones normales

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F(S) y siendo
[F(z) : F] < 2 para todo € S. Demostrar que K/F es una extensién
normal.

Sea K/F una extensién de cuerpos y {E;};c; una familia de cuerpos in-
termedios de dicha extensién tal que cada una de las extensiones E;/F es
normal. Demostrar que la interseccién ;. ; F; es una extensién normal de

F.

Sean F'; K y L cuerpos, cada uno de ellos extensién algebraica del pre-
cedente. Demostrar que la clausura normal nc(L/F) de L/F contiene un
subcuerpo que contiene a L y que es K-isomorfo a la clausura normal de
L/K.

Sea ) una clausura algebraica del cuerpo F'. Supdéngase K un subcuerpo
de Q que es extensién de F' y sea {N;}iez la familia de los subcuerpos de
que contienen a K y son extensién normal de F'. Mostrar que L = [,z N;
es clausura normal de K.

Sea K/F una extensién normal y E un cuerpo intermedio de dicha ex-
tensién. Demostrar que E/F es normal si y sélo si o(E) C E para todo
F-automorfismo o de K.

Sean L/K y K/F extensiones normales. Supéngase que todo F-auto-
morfismo de K se extiende a un automorfismo de L. Demostrar que la
extensién L/F es normal.

Sean K/F y E/F extensionnes normales con K y E contenidos en un
cuerpo €2 que es clausura algebraica del cuerpo F'. Si K y E son F-isomorfos,
se tiene necesariamente K = E7

Sea K/F una extensién de grado 5 y f € F[X] un polinomio irreducible
de F[X] de grado 5. Suponer que el cuerpo de descomposicién de f sobre F'
tiene grado 120. Demostrar que f es irreducible sobre K o tiene alguna raiz
en K. Mostrar que en el caso en que K/F es extension normal la segunda
posibilidad no puede presentarse



1.6.

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

EXTENSIONES NORMALES 23

Sea L/F una extensién de cuerpos, x e y elementos algebraicos de L.
Supéngase que K (resp. E) es cuerpo de descomposicién de irr(x, X, F)
(resp. irr(y, X, F')) contenido en L. Mostrar que si F(z) C F(y) entonces
K C E. ;Se satisface el reciproco?

Sea F' un subcuerpo de R y K una extensién normal de F' de grado primo
p. Demostrar que si p > 2 entonces K es F-isomorfo a algtin subcuerpo de
R.

Demostrar que @(\/5, i) es una extensién normal de Q y que cada una de
las raices del polinomio irreducible X4 — 2X?2 4 9 genera a Q(v/2,i) sobre

Q.

Mostrar que el cuerpo generado sobre QQ por alguna de las raices del poli-
nomio f(X)= X3 — X + 1 no es extensién normal de Q.

Sea K/F una extensién de cuerpos, x e y elementos algebraicos de la
extensién. Suponer que F(y)/F es extensiéon normal y que F(z)NF(y) = F.
Demostrar que irr(y, X, F(z)) = irr(y, X, F).

Sea L/F una extensién de cuerpos, K y E cuerpos intermedios de la
extension tales que [K : F] =3 =[E: F|, K # E. Si KV E es el menor
subcuerpo de L que contiene a K y F, mostrar que entonces [K VE : F| =6
6 9y que se presenta el primer caso si y sé6lo si existe algun F-automorfismo
oc:KVE— KVEFEtal que 0(K) =E.

Sean K/F y L/F extensiones normales y finitas. Comprobar que existe
alguna F-inmersion ¢ : K — L si y sélo si hay dos polinomios no cons-
tantes f y g de F[X] con f | g tal que K es cuerpo de descomposicién de f
y L cuerpo de descomposicién de g.

Existe algin automorfismo del cuerpo A de los nimeros algebraicos que

transforma v/2 en —v/2 y V5 en —/5?

Sea K/F una extension algebraica. Demostrar que K/F es una extensién
normal si y sélo si para todo z € K existe algun subcuerpo E de K que
contiene a x y que constituye una extensién finita y normal de F.

Sean K/F y L/K extensiones de cuerpos. Suponer que L/F es cuerpo de
descomposicién de algiin polinomio no constante f € F[X] con la propiedad
de que cada uno de los factores irreducibles de f en F[X] tiene alguna raiz
en K. ;jEs necesariamente L/K una clausura normal de K/F?

Demostrar que la clase de las extensiones normales satisface la segunda de
las condiciones exigidas en la definicién de clase distinguida de extensiones
(ver el ejercicio 2.45).

Sea €2 una clausura algebraica del cuerpo F', L un cuerpo intermedio de la
extensién Q/F y

K = {x € Q: L contiene todas las raices de irr(z, X, F)}.

Demostrar que K es un subcuerpo de L y que K/ F es una extensiéon normal.
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Sea f(X) un polinomio irreducible de Q[X] que tiene raices reales y no
reales y K el subcuerpo de C que es cuerpo de descomposicién de f sobre

Q.

1. Demostrar que el grupo de Galois de la extensién K/Q no es abeliano
y comprobar que la hipétesis de irreducibilidad no puede suprimirse.

2. Comprobar que si f tiene una tnica raiz real entonces la parte real de
cada una de sus raices complejas no reales no puede ser un numero
racional.

Sea K/F una extensién normal y f(X) un polinomio irreducible de F[X].
Supéngase que g y h son polinomios ménicos irreducibles de K[X] que son
factores de f. Demostrar que existe algin F-automorfismo o de K tal que
g% = h. Dar un ejemplo de una extensién que no sea normal y en la que no
se tenga un resultado de este tipo.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Demostrar que la extensién
es normal si y sélo si los factores irreducibles en K[X] de cada polinomio
irreducible de F[X] tienen el mismo grado.

1.7. Extensiones separables

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

Sea a un elemento de una extensién de Z/(3). Demostrar que el polinomio
X? — 2a de coeficientes en (Z/(3))(a) no es separable.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. Mostrar que un poli-
nomio f € F[X] del tipo f(X) = 4X3 — 3X — a tiene alguna rafz miltiple
en una clausura algebraica de F' siy sélo si a = £1. Determinar en ambos
casos todas las raices de f. ;Estdn dichas raices en F'?

La hipétesis de ser en el ejercicio 4.2 distintas todas las raices del polinomio
irr(z, X, F), ;puede suprimirse?

Sea F' un cuerpo de caracteristica el primo positivo p y f un polinomio de
F[X] que tiene alguna raiz multiple. Demostrar que si p no divide al grado
de f entonces f no puede ser irreducible.

Sea F' un cuerpo de caracteristica 2. Demostrar que los cuerpos que son ex-
tension cuadratica y separable de F' coinciden con los cuerpos del tipo F'(x)
para z raiz de un polinomio irreducible de F[X] que se escribe en la forma
X?+ X +a.
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Sea m un entero mayor o igual que 2, F' un cuerpo de caracteristica cero,
f # 0 un polinomio de F[X] y = una raiz de f en F. Demostrar que x es
raiz multiple de multiplicidad m si y sélo si = es raiz de multiplicidad m — 1
del polinomio f”.

Sea F' un cuerpo de caracteristica cero. Demostrar que un polinomio méni-
co f de F[X] es divisible por su derivada formal si y sélo si f es potencia
de un polinomio de F[X] del tipo X — z.

Sea K/F una extensién de cuerpos y f y g polinomios irreducibles en
F[X]. Supéngase que K es cuerpo de descomposicién sobre F' tanto de f
como de g. Mostrar que f es separable sobre F' si y sélo si lo es g.

Sea K un subcuerpo de C, siendo K/Q una extensién normal y finita de
grado impar. Mostrar que K es un subcuerpo de R.

Sea K/F una extensién normal y separable, f € F[X] un polinomio de
grado primo p, con todas sus raices en K y alguna de ellas no perteneciendo
a F. Sea (G el grupo de Galois de la extensién K/F y E un cuerpo intermedio
de la extensién K/F, que es extensién finita de F', que contiene al conjunto
S de las raices de f y tal que [E : F] divide a p— 1. Suponer que el conjunto
S de las raices de f en el cuerpo K goza de las dos propiedades siguientes:

1. Para todo y € S, cuya 6rbita Gy = {o(y) : o € G} es de cardinal
estrictamente mayor que 1, se tiene F(y) = E.

2. Si S contiene al menos dos elementos distintos que pertenecen a F
entonces I/ = F'.

Demostrar que f tiene una tnica raiz en F' y las restantes raices de f en
E tienen polinomio irreducible sobre F' de un mismo grado d > 1, siendo
ademds FE cuerpo de descomposicién de f sobre F'y [E : F] =d.

(Férmula de Taylor para polinomios). Sea F' un cuerpo de caracteristica
cero, f un polinomio de F[X] de grado n. Para cada entero positivo k,
dendtese por f(¥) al polinomio obtenido a partir de f apliciAndole k veces el
operador de derivada formal. Convéngase que f(°)= f. Demostrar que para
todo a € F se tiene

k)
fX ta) =Y ! k'(a)Xk.
k=0 ’

Sea F' un cuerpo de caracteristica cero y f un polinomio de F[X]. Demos-
trar que las sucesivas derivadas formales de f se anulan en un punto dado a
siy sélo si f es un polinomio constante. La hipdtesis sobre la caracteristica
del cuerpo, jpuede suprimirse?

Sea A un anillo no necesariamente conmutativo. Una aplicacion D : A — A
se dice que es una deriwacion de A si D es un endomomorfismo del grupo
abeliano subyacente a A y se tiene ademds que D(zy) = D(z)y + zD(y)
para cualesquiera x, y € A. Si C' es un subanillo de A y D se anula en
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cada uno de los elementos de C se dice entonces que D es una C-derivacién
de A. Mostrar que si 1/2 € C, entonces una derivacién D de A es una
C-derivacidn si y sélo si es C-lineal (i. e. D(cx) = c¢D(x) para cualesquiera
x,y € Ay c € C). Dadas dos derivaciones (resp. C-derivaciones) D1 y Ds
de A, comprobar que la aplicacién [Dy, D3] definida mediante la igualdad

[Dl,DQ] = D1 OD2 —Dg OD1

es también una derivacién (resp. C-derivacion) de A. Mostrar que para cada
x € A la aplicacion D, : A — A definida de manera que D, : y — xy — yz
es una derivacién de A. [De las derivaciones D, se dice que son derivaciones
interiores de AJ.

Sea A un anillo conmutativo y con unidad. Mostrar que el anillo de poli-
nomios A[X] tiene una unica A-derivacién que transforma X en 0. ;Cudl
es esa A-derivacién? Comprobar que para toda A-derivacién D de A[X] y
todo polinomio f de A[X] se satisface la igualdad

D(f) = £'D(X).

Sea F un cuerpo y D una F-derivacién de F[X]. Mostrar que D se extiende
de manera Unica a una F-derivacién de F(X).

Sea x un elemento algebraico de la extensién de cuerpos K/F. Demos-
trar que = es separable sobre F' si y solo si la derivacién nula es la tnica
F-derivacién de F(x).

Demostrar que no existen extensiones separables de grado de separabilidad
numerable.

Si K/F es una extensién separable, jse satisface siempre la igualdad
[K:F|s=[K:F]?

La clausura normal de una extensién separable, ;es necesariamente sepa-
rable?

Demostrar que un cuerpo F' de caracteristica p es perfecto si y sélo si su
endomorfismo de Frobenius ¢ :  — 2P es suprayectivo.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Comprobar que si F' es
perfecto entonces K también lo es. Demostrar que, en el caso en que K/F
es una extension finita, el cuerpo F es perfecto si y sélo si lo es el cuerpo
K.

Dar un ejemplo de un cuerpo no perfecto y de una extensién algebraica
suya que sea cuerpo perfecto

Sea p un primo positivo y F' un cuerpo de caracteristica p. Supéngase que
¢ : F — F es el endomorfismo de Frobenius. Hagase Fy = (,,~, Im ¢™.
Compruébese que Fj es un cuerpo perfecto y que cualquier subcuerpo per-
fecto de F' esté contenido en Fj.
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Sea p un primo positivo, F' un cuerpo de caracteristica p y K un cuerpo
que es extensién de F. Demostrar que para todo elemento z de K que sea
algebraico sobre F existe algiin entero n > 0 tal que 2P es separable sobre
F.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, K/F una extensién separable y z un
elemento de K tal que ™ € F para algin entero n > 0. Demostrar que
existe algiin entero m, que divide a n y no es divisible por p, para el que se
tiene 2™ € F.

Sea F' un cuerpo cuya caracteristica es un primo positivo p. Sea a un
elemento no nulo de F' y K una extensién de F' que es cuerpo de descom-
posicién del polinomio X™ — a. Supéngase K/F' extension separable. Sea m
el mayor entero positivo que divide a n y que no es divisible por p. Mostrar
que K contiene todas las raices m-ésimas de la unidad.

Sea F' un cuerpo y K un cuerpo de descomposicién sobre F' de un polino-
mio irreducible y separable f € F[X]. Supdongase que el grupo de Galois
G(K/F) es abeliano. Demostrar que K = F(x) para cualquier raiz x € K
que sea raiz de f.

Sea F' un cuerpo de caracteristica prima p, K/ F una extensién de cuerpos y
z € K un elemento algebraico de la extensién. Demostrar que z es separable
sobre F' siy solo si F(z) = F(xP).

Demostrar que la clase de las extensiones separables es una clase distin-
guida de extensiones.

Sea K/ F una extensién algebraica. Comprobar que los elementos de K que
son separables sobre F' constituyen un subcuerpo K de K tal que K /F
es una extension separable. A K se llama clausura separable de F' en K.
Mostrar que para todo cuerpo intermedio E de la extensién K/F tal que
E/F sea separable se tiene E C K.

Demostrar que para todo cuerpo F existe algtin cuerpo {2, que es extension
separable de F' y estd determinado de manera tnica salvo F-isomorfismos
por la propiedad de que para todo cuerpo K tal que K/F sea separable
exista siempre alguna F-inmersién de K en Q.

Sea 2 una clausura algebraica de un cuerpo F'y {2 la clausura separable
de F en (). Demostrar que se da alguna de las dos alternativas siguientes:
(1) 2 = Q4; (2) 2/ es una extensién infinita.

Sea F un cuerpo y f un polinomio ménico irreducible de F[X], de grado
estrictamente mayor que 1, que tiene todas sus raices coincidentes en una
clausura algebraica de F. Demostrar que la caracteristica de F' es un primo
p>0yque f(X)=XP" —a para algin a € F y cierto entero n > 0.

Sea K/F una extensién de cuerpos y p un primo estrictamente positivo.
Supéngase que F' tiene caracteristica p y que = es un elemento algebraico
de la extensién. Demostrar la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
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7.36

7.37

7.38

7.39

7.40

7.41

7.42
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CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

1. [F(x): Fls = 1.
2. Existe algtin entero n > 0 tal que z*" € F.

3. El polinomio irreducible de z sobre F es del tipo X?" — a para algiin
enteron >0y a € F.

De un elemento algebraico x para el que se satisfacen las condiciones an-
teriores se dice que es un elemento puramente inseparable de la extensién.
Una extension algebraica se dice que es puramente inseparable si lo son cada
uno de sus elementos.

Sea F' un cuerpo de caracteristica prima, K/F una extension algebraica y
K la clausura separable de F' en K. Muéstrese que K/K es una extensién
puramente inseparable.

Sea K/F una extensién de cuerpos, x e y elementos algebraicos de K.
Suponer que z es separable e y puramente inseparable. Demostrar que
F(z,y) = F(z +y).

Sea F' un cuerpo de caracteristica no nula, K/F una extensién algebraica
y S es un subconjunto de K tal que K = F'(S). Demostrar que la extensién
K/F es puramente inseparable si y sélo si cada uno de los elementos de S
es puramente inseparable sobre F.

Comprobar que la clase de las extensiones puramente inseparables es una
clase distinguida de extensiones.

Sea K/F una extensién algebraica monégena y S un subconjunto no vacio
de elementos puramente inseparables de la extension tal que K = F(S5).
Mostrar que existe algin = € S tal que K = F(x).

Sea K/F una extensién de cuerpos y D : K — K una F-derivacién.
Mostrar que el conjunto E de puntos en los que se anula D constituye un
subcuerpo intermedio E de la extensién K/F y que en el caso en que K/F
sea algebraica se tiene entonces que K/E es puramente inseparable.

Sea K/FE una extensiéon normal y E/F una extensién puramente insepa-
rable. Mostrar que K/F es normal.

Comprobar que para la clausura separable K de una extensién finita K/F
se satisface la igualdad [K : F| = [K : F|,.

Sea F un cuerpo de caracteristica prima y K/F una extensién algebraica.
Comprobar la existencia de un cuerpo intermedio K; de la extensién K/F
tal que K;/F es puramente inseparable y contiene a cualquier otro cuerpo
intermedio E que sea extensiéon puramente inseparable de F. Mostrar que
la interseccién de K; con la clausura separable de F' en K coincide con el
cuerpo F. Comprobar que K/K; es una extensién separable si y sélo si el
cuerpo K coincide con el menor subcuerpo K, V K; que contiene a K y
K;.

Nota. Del cuerpo K; se dice que es la clausura inseparable de la extensién
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1.8. Cuerpos finitos

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

(Puede un cuerpo finito de 27 elementos contener algin subcuerpo de
cardinal 97

Hallar el polinomio irreducible de una raiz 7-ésima primitiva de la unidad
sobre Z/(2).

Mostrar que todo cuerpo F' cuyo grupo multiplicativo es ciclico es necesa-
riamente finito.

Sea F' un cuerpo finito y p su caracteristica. Usar el teorema de Cauchy
para demostrar que el cardinal de F' es una potencia de p.

Sea D un anillo, no necesariamente conmutativo, que no tiene divisores de
cero no nulos, ni por la derecha, ni por la izquierda. Suponer que D contiene
como subanillo a un cuerpo F'y que D tiene dimension finita como F-espacio
vectorial por la izquierda. ;Es D necesariamente de division?

Mostrar que todo subgrupo abeliano finito del grupo multiplicativo D* de
un anillo de divisién D es ciclico.

Sea F'un cuerpoy f # 0 un polinomio de F[X]. Supéngase que el conjunto
de las raices de f en una clausura algebraica de F' constituyen un subcuerpo
que es extensién de F. Demostrar que F' es finito de cardinal g y que f es
divisible por un polinomio del tipo X9" — X.

Sea G un grupo ciclico finito de orden n. Comprobar que para todo entero
positivo d que divide a n existe un unico subgrupo de G de orden d. De-
mostrar que hay exactamente p(d) elementos de G cuyo orden es d, donde
¢ : Ny — N3 es la funcion ¢ de Euler definida por ¢(1) = 1 y siendo,
para cada entero n > 2, ¢(n) el ntimero de enteros positivos menores que
n y primos relativos con él. Mostrar finalmente que

> eld) =n.
d|n

Sea G un grupo abeliano multiplicativo de orden n con la propiedad de
que para todo entero positivo d que divide a n existen a lo mas d elementos
para los que se satisface la igualdad 2¢ = 1. Generalizar el ejercicio 8.8,
demostrando ademas que G es entonces ciclico.

(,Cémo puede usarse el ejercicio precedente para demostrar que si F' es un
cuerpo entonces todo subgrupo multiplicativo finito G de F™* es ciclico?

Sea n un entero estrictamente positivo dado. Demostrar que una clausu-
ra algebraica (2 de un cuerpo finito de ¢ elementos Fj contiene un tnico
subcuerpo Fyn de ¢" elementos y que Q = J,~; Fyn.



30

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

8.20

8.21

CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

Sea p un primo positivo. Demostrar que el cuerpo de descomposicién de
XP — 1 sobre cualquier cuerpo F' tiene un grado que divide a p — 1.

Sea F' un cuerpo finito de ¢ elementos. Demostrar que toda aplicacién
X : F' — F esta representada por un tnico polinomio de grado estrictamen-
te menor que ¢ y que dicho polinomio es f(X) =3 . x(a) (1—(X—a)i™1).

Sean p y n enteros positivos, con p primo y n dividiendo a p— 1. Demostrar
que la congruencia ™ = 1(mdd p) tiene exactamente n soluciones en Z/(p).

Cémo puede generalizarse el ejercicio anterior en el caso de los cuerpos
finitos?

Sea p un primo positivo que es congruente con 3 médulo 4. Demostrar que
la congruencia z? = —1(mdd p) no tiene soluciones en Z/(p).

Demostrar que en un cuerpo finito F' todo elemento es suma de dos cuadra-
dos. [Indicacién. Considerar separadamente los casos en que F' tiene tiene
0 no caracteristica 2].

Supéngase que el cuerpo F goza de la propiedad siguiente: si f € F[X]
tiene dos raices distintas en F' entonces su derivada formal f” tiene también
alguna raiz en F. Mostrar que F tiene caracteristica cero y que el cuerpo R
de los niimero reales tiene dicha propiedad.

Sea F' un cuerpo con la misma propiedad que el cuerpo F' del ejercicio
anterior. Sean a, b € F. Considerando el polinomio

f(X) = X3 —3(a® 4+ v*)X + 24> — 6ab?,

demostrar que cada suma de cuadrados de elementos de F' es un cuadrado
en F.

Para todo entero r > 0, se denota por S, a la suma de las potencias
r-ésimas de los elementos de un cuerpo finito dado de g elementos. Demos-

trar que
-1 sig—1]r
S, = qg—1]
0 en otros casos

[Indicacién. En el caso que ¢ — 1 |/r, témese un generador z del grupo
multiplicativo del cuerpo finito dado].

Sea F' un cuerpo finito de ¢ elementos, p la caracteristica de F'y n > 1
un entero. Supéngase fi,..., fr € F[X1,...,X,] tales que Y deg f; < n.
Sea V el subconjunto de F™ que consta de todas las raices comunes que
tienen los polinomios f1,..., f, en F™. Comprobar que el polinomio h =
T, (1 — f;-l_l) es tal que para todo = = (z1,...,%,) € F™ se tiene

j=1
1 sizeV

h(z) = o
0 sizg¢gV
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Para todo f € F[X1,...,X,], denétese por S(f) a la suma ) oo f(2).
Demostrar que S(h) es un elemento del cuerpo primo de F' que coincide
con la clase de |V|1 médulo p. Expresando h como combinacién lineal de
monomios de grado estrictamente menor que n(g — 1) y usando el ejercicio
precedente, demostrar que S(h) = 0 y que, en consecuencia, se obtiene el
teorema de Chevalley- Warning que asegura que el nimero de puntos de V'
es divisible por p.

Sea F' un cuerpo finito. Demostrar que toda forma cuadratica sobre F' de
a lo menos tres variables se anula en algiin punto no nulo y, en particular,
toda cénica del plano proyectivo P2(F') es no vacia.

Sea F' un cuerpo, ) una clausura algebraica suya y f(X) un polinomio
moénico de F[X] que no tiene raices multiples. Demostrar que si las raices
de f(X) constituyen un subcuerpo de ) entonces F tiene caracteristica p y
existe algin entero r > 1 tal que f(X) = X?" — X.

Mostrar que el producto de los elementos no nulos de un cuerpo finito
coincide con —1.

(Wilson). Comprobar que si p es un nidmero primo entonces (p — 1)! =
—1(méd p).

Es verdad el reciproco del teorema de Wilson enunciado en el ejercicio
anterior.

Demostrar que si p es un primo positivo impar entonces
—1 2 +1
<(pT)') = (=1)"2 (médp).

Sea n un entero positivo y F' un cuerpo cuya caracteristica es cero o un pri-
mo p distinto de 2 que no divide a 2n+1. Sea K el cuerpo de descomposicién
del polinomio X271 — 1 sobre el cuerpo F. Demostrar que K coincide con
el cuerpo de descomposicion de X472 — 1 sobre F. [Indicacién. Pruébese
que si € es una raiz (2n+ 1)-ésima primitiva de la unidad, entonces n = —e™
es una raiz (4n + 2)-ésima primitiva de la unidad].

Comprobar que sobre cualquier cuerpo F el polinomio X° —1 tiene cuerpo
de descomposicién de grado 1, 2 6 4. Sea K/F una extensién de grado 5
para la que existe algin elemento y € K tal que y° € F y para el que se
tiene K = F(y).

1. Mostrar que el cuerpo de descomposicién de irr(y, X, F') es extensién
de grado 5, 10 6 20 del cuerpo F.

2. Demostrar que, si f € F[X] es un polinomio irreducible de grado 5
que tiene cuerpo de descomposicion de grado 120 sobre F', entonces f
es también irreducible sobre K.



32

8.30

8.31

8.32

8.33

8.34

8.35

8.36

8.37

8.38

8.39

8.40

8.41

CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

Sea p un primo positivo y s > 0 un entero. Demostrar que el grupo aditivo
de un cuerpo finito F' de p°® elementos es isomorfo a una suma directa de s
copias de Z/(p).

Demostrar que sobre un cuerpo finito polinomios irreducibles del mismo
grado tienen el mismo cuerpo de descomposicién.

Sean Fy y Fy cuerpos finitos de cardinales ¢ y ¢’. Comprobar que Fy tiene
un subcuerpo isomorfo a Fy si y sélo si existe un primo positivo p tal que
q=p? ¢ =p" con d|n.

Sea F,, un cuerpo finito de go elementos y {2 una clausura algebraica de
Fy,- Sea F, (resp. Fyy) un subcuerpo finito de Q de ¢ = go™ (resp. ¢’ = qO";)
elementos. Demostrar que Fy, es un subcuerpo de Fy siy sélo si ng | ng.

Sea () una clausura algebraica de un cuerpo finito Fj. Sea S un subconjunto
de numero enteros estrictamente positivos con la propiedad de que cada vez
que n y m sean elementos de S entonces el minimo comiin multiplo de estos
enteros también pertenece a S. Mostrar que entonces

U For (1.4)

es un cuerpo intermedio de la extensién Q/F,. Demostrar que cualquier
cuerpo intermedio de la extensién €2/ F, se puede escribir como una unién
de este tipo para un cierto suconjunto .S convenientemente elegido gozando
de la referida propiedad.

Sea 2 una clausura algebraica de un cuerpo finito F. Demostrar que todo
cuerpo intermedio E de la extension Q/F que estd estrictamente contenido
en 2 es tal que [ : E] = cc.

Sea F' un cuerpo de 81 elementos. Determinar el nimero de raices distintas
que los polinomios X8 — 1, X3 — 1y X8 — 1 tienen en F.

Demostrar que ®,,(0) = 1 para todo entero n > 1.
Calcular ®15(X).

Sean n y p enteros estrictamente positivos, con p primo que no divide a
n. Demostrar que si hay algin entero k tal que p | ®,,(k) entonces p =
1(mdd n). Justificar la existencia de infinitos nimeros primos congruentes
con 1 médulo n.

Sea F' un cuerpo finito de g elementos. Demostrar que los factores irre-
ducibles de X9 — X — 1 en F[X] tienen todos el mismo grado y que dicho
grado coincide con la caracteristica de F.

Suponer p y n enteros estrictamente positivos, siendo p primo. Demostrar
que el polinomio X?" — X +1 de (Z/(p))[X] es irreducible si y sélo si n = 1
on=2=np.
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Sea F' un cuerpo finito de ¢ elementos, n > 1 un entero y f(X) un po-
linomio irreducible de F[X]. Demostrar que el polinomio f(X) divide a
X9" — X siy sélo si deg f divide a n.

Sea F' un cuerpo finito de g elementos, K una extensién finita de F'y = # 0
un elemento de K cuyo polinomio irreducible sobre F' es p(X ). Mostrar que
los elementos x,z9,... ,queng son todos distintos y que el conjunto que

constituyen coincide con el de las raices de p(X) en K.

Sea K/F una extension finita de un cuerpo finito de ¢ elementos. Sea x
un elemento de K que genera al grupo multiplicativo K*. Demostrar que
las restantes raices del polinomio irreducible de x sobre F' generan también
a K* y que el grado m de éste divide a ¢(¢™ — 1), donde ¢ es el indicador
de Euler.

Demostrar que el polinomio X* + 1 es irreducible sobre Z pero no lo es
sobre ningin cuerpo Z/(p). [Indicacién. Comenzar comprobando que para
todo primo p > 2 el nimero p? — 1 es divisible por 8. Utilizar el ejercicio
5.33 en el caso en que p > 2.]

Sea K/F una extension finita de cuerpos y K = F(x). Supéngase que F'
contiene alguna raiz primitiva n-ésima de la unidad y que z™ € F. Demos-
trar que entonces 251 ¢ F.

Sean p y ¢ dos primos positivos distintos. Demostrar que el polinomio
f(X) = XP — 1 se descompone en factores lineales de Fy[X] si y sélo si
¢ =1(médp).

Supéngase dado un entero n > 1. Pruébese que en un cuerpo finito de ¢
elementos F' se tiene

X - X =[] (1.5)

dln fa

donde el producto mas interno se toma sobre todos los polinomios irredu-
cibles de grado d cuyo coeficiente lider es 1. Por comparacién de grados,
demuéstrese que

¢" =) di(d), (1.6)

d|n

donde (d) es el cardinal del conjunto de los polinomios irreducibles de
grado d de F[X].

Determinar el nimero de polinomios ménicos irreducibles de grado 3 que
hay en Fgl[X]

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, n un entero impar mayor
o igual que 1 y € € K una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Probar que
K contiene alguna raiz 2n-ésima primitiva de la unidad.



34

8.51

CAPITULO 1. EXTENSIONES DE CUERPOS

Sea p un primo positivo que no divide al entero positivo n. Demostrar que
el polinomio ciclotémico ®,, es irreducible sobre F), si y sélo si la clase de
p moédulo n tiene orden (n) en el grupo multiplicativo de los elementos
inversibles de Z/(n). [Indicacién: Demostrar que, si ®,, es irreducible y ¢ es
una raiz n-ésima primitiva de la unidad en una clausura algebraica de Fj,,
entonces el menor entero positivo m para el que se tiene e?” ~! = 1 coincide
con ¢(n), en el caso en que @, sea irreducible sobre F},.]

1.9. Teorema del elemento primitivo

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

Sea F' un cuerpo infinito y K/F una extension finita y propia del cuerpo
F. Demostrar que el grupo K*/F* es infinito.

Sea K/F una extensién separable de grado finito n. Demostrar que si
01, ...,0p son las distintas inmersiones de K en una clausura algebraica de
dicho cuerpo que inducen la identidad sobre F'y si € K es tal que o;(x) #
oj(x) para ¢ # j, entonces x es un elemento primitivo de la extensién.

Sea K/F una extensién finita y separable de un cuerpo no perfecto F de
caracteristica p. Mostrar que existe algin elemento primitivo de la extensién
que no es raiz p-ésima de ningtin elemento de K. [Indicacién. Sea ¢ el
endomorfismo de Frobenious de K. Estudiar separadamente los casos en
que F C ¢(K) y cuando esto no ocurra.

Sea F un cuerpo de caracteristica p y K/F una extensién de cuerpos
mondgena y puramente inseparable tal que [K : F| = p". Mostrar que K/F
tiene exactamente n + 1 cuerpos intermedios.

Sea K/F una extensién separable tal que K # F. Suponer que para todo
x € K, con z ¢ F, el grado de la extensién F(z)/F es un ndimero primo.
(Es K/F una extensién finita de grado primo?

Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F(x1,...,2,) y con
cada x; con cuadrado en F. Suponer F' de caracteristica distinta de 2 y
[K : F] = 2™. Demostrar que & = x1 + - - - + &, es un elemento primitivo de
la extension.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p y F(X,Y") el correspondiente cuerpos
de funciones racionales en dos indeterminadas. Mostrar que
F(X,Y)/F(XP,YP) es una extensién finita de grado p? que contiene un
nimero infinito de cuerpos intermedios.

Sea K/ F una extensién algebraica de cuerpos tal que K = F(z1,...,Zn,y),
con cada x; separable sobre F. Comprobar que la extensién K /F es mondge-
na.
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Sea F' un cuerpo y n un entero estrictamente positivo. Demostrar que
existe alguna extensién K/F de grado n si y sélo si hay algtin polinomio
irreducible de F[X] con grado n.

Sea K /F una extensién algebraica de cuerpos tal que K = F (21, ...,Zn,Yy),
con cada x; separable sobre F(y). Comprobar que la extensién K/F es
mondgena.

Sea )/ F una extensién separable. Supéngase que cualquier polinomio irre-
ducible h € F[X] tiene alguna raiz en 2. Demostrar que ) es una clausura
algebraica de F.

Sea K/F una extensién finita y separable de un cuerpo infinito. Supon-
gamos que z,y € K son tales que K = F(z,y). Sean f(X) y g(X) los
polinomios irreducibles de x e y. Supongamos que

=
>
I
—.

N
Il
-

(X — ), 1 =T,

=N
>

I
sz

(Xfyj% =Y,

<.
[
—

son descomposiciones de f y g en una clausura algebraica de K. Témese
c € F, distinto de cada uno de los elementos (y; —y)/(x — x;), (1 # 1). Sea
z=y+cxy h(X)=g(z—cX). Demostrar que el méximo comin divisor
de fy hen F(2)[X] es X — z. Obtener de aqui el teorema del elemento
primitivo.

Sea K/F una extensién separable y {K,}52, una sucesién estrictamente
creciente de subcuerpos de K que son extensiones finitas de F' y tales que
Ko=FyU,_,K,=K. Demostrar que [K : F], = ALK
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Capitulo 2

Teoria de Galois

Modern algebra begins with Evariste Galois. With Ga-
lois the character of algebra changed radically. Before
Galois, the efforts of algebraists were mainly directed
towards the solution of algebraic equations. [---] . If one
wants to know wherther an equation can be solved by
radicals, one has to analyse the structure of its Galois
group. After Galois, the efforts of the leading algebraists
were mainly directed torwards the investigation of the
structure of rings, fields, algebras, and the like.

B. L. van der Waerden

2.1. Teorema fundamental de la teoria de Galois

1.1 Sea K = Q(z). Determinar los casos en que K/Q es una extensién de
Galois, siendo x:

1. raiz del polinomio X2 + bX + ¢, (b,c € Q).
2. rafz del polinomio X3 —d, (d € Z,d > 0).

1.2 Sea K/F una extensién de Galois finita. Mostrar que si n es el grado de la
extension entonces el nimero de cuerpos intermedios no puede ser mayor
que 2".

1.3 La familia de cuerpos intermedios de una extensiéon de Galois de grado
primo p, jtiene cardinal exactamente p?

37
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1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS

Sean £ y L' conjuntos parcialmente ordenados.
po: L— L, i L — L

aplicaciones que constituyen una conexién de Galois. Sean a y b elementos
cerrados de £ que tienen un infimo a A b y tales que p(a) y ¢(b) tienen
un supremo ¢(a) V ¢(b). Supéngase que los elementos de £ que son cotas
superiores simultdaneas de ¢(a) y ¢(b) son todos ellos cerrados de la conexién
de Galois. Demostrar que

plaAD) = p(a) V @(b).

Sea K/F una extensién de Galois de grupo de Galois G. Demostrar que si
Hy y Hj son subgrupos finitos de G entonces K 71772 = KHi v KH2 y que,
si la extension K/F es ademds finita, se tiene entonces G(K/(Ey N Es)) =
G(K/E1)G(K/E3) para cualesquiera dos subcuerpos intermedios Fy y Es
de la extensién K/F.

Sea K /F una extensién de Galois, G su grupo de Galois y Eq y E5 cuerpos
intermedios tales que G(K/E1)NG(K/E3) es un subgrupo finito. Demostrar
que G(K/(E1 V E»)) = G(K/Ey) N G(K/E5). Imponer condiciones sobre
los subgrupos H; y Hy del grupo de Galois G que permitan garantizar que
KHiH — g KHe

Sea K /F una extensién finita de cuerpos y G un grupo de F-automorfismos
de K. Mostrar que G es finito y su orden |G| divide a [K : F]. Comprobar
que se da la igualdad |G| = [K : F] si y s6lo si K/F es de Galois y
G(K/F)=G.

Sean p y s enteros positivos con p primo y K/F una extensién de Galois
de grado p°. Suponer que los cuerpos intermedios de la extensién K/F
constituyen una cadena

F=FCkKC---CF;=K,

en la que cada uno de los subcuerpos F; es extensién de F de grado p.
Demostrar que el grupo de Galois de la extensién K/F es ciclico.

Sea K/F una extensién de Galois y G su grupo de Galois. Mostrar que,
si H es un grupo para el que existe algin epimorfismo 6 : G — H, existe
entonces algin cuerpo intermedio E de la extensién K/F que es extensién
normal de F tal que G(E/F) = H

Sea K/F una extensién de Galois finita de grado n = rs, siendo r y s ente-
ros positivos primos relativos. Suponer que K/F tiene cuerpos intermedios
E; y Es que son extensiones de F' tales que [Ey : F| =1, [Ey: F] = s.

1. Mostrar que K = F1 V Ey y E1NEy =F.

2. Demostrar que si Eq/F y Es/F son extensiones normales entonces el
grupo de Galois G de la extensién K/F es isomorfo a un producto
directo de dos subgrupos de G de 6rdenes respectivos r y s. Mostrar
que si G(K/E1) y G(K/E) son conmutativos (resp. ciclicos), entonces
el grupo de Galois de la extensién K/F es conmutativo (resp, ciclico)
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Sea F(X) el cuerpo de funciones racionales en una indeterminada con
coeficientes en el cuerpo de caracteristica cero F'. Mostrar que F(X)/F(X?)
y F(X)/F(X? — X) son extensiones cuadréiticas y que se tiene ademds
F(X2)NF(X2 - X)=F.

Sea f € R(X,Y) una funcién racional para la que se tiene f(—X,Y) =
—f(X,Y). Demostrar que el cambio de variable = cost reduce la integral
J f(senz, cosz)dz a una integral de funcién racional; esto es, existe alguna
funcién racional g € R(X) tal que

/f(senx,cosx)dz:/g(t)dt.

Sea K/F una extensién normal y G su grupo de Galois. Si K; es el cuerpo
intermedio de K/ F caracterizado como en el ejercicio 1.7.43, demostrar que
entonces K; = KC.

Sea 2/ F una extension algebraica de cuerpos. Supéngase que todo polino-
mio irreducible h € F[X] tiene alguna raiz en Q. Demostrar que 2 es una
clausura algebraica de F.

Demostrar que todos los cuerpos intermedios de la extensién Q(v/2,1) son
extensiones normales de Q. Dar para cada uno de ellos un polinomio del
que sea cuerpo de descomposicién sobre Q.

Dar el cuerpo de descomposicion sobre Q de cada uno de los polinomios
siguientes:

(X3 —1)(X2=3) (X1 1), (X?2-3)(X%+1), (X3-2)(X?+3).

Dar en cada uno de los casos el grado de las extensiones correspondientes y
establecer explicitamente las biyecciones subgrupo-subcuerpo del teorema
fundamental de la teoria de Galois.

Sea K = Q(v/3,v/5,z) donde 22 = (1 — v/3)(2 +/5).

1. Mostrar que x es un elemento primitivo de la extensiéon K/Q.
2. Determinar el grupo de los Q-automorfismos de K.

3. Demostrar que K/Q no es una extensién de Galois.

Suponer que K/F es una extensién de Galois cuyo grupo de Galois G
puede darse por generadores y relaciones por

G=(np: E=n*=p*=1d,np=~Epm, &n=nk, Ep = pk).

Mostrar que el grupo G tiene 8 elementos y es isomorfo al grupo diédrico
D,. Dar los enteros n para los que existe algin cuerpo intermedio de grado
n sobre F' y determinar el niimero de ellos que son extension de grado 4 del
cuerpo F.
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Sea K/F una extensién de Galois finita, Ey y Ea cuerpos intermedios de
la extension tales que el menor subcuerpo E; V Es que contiene a Fy y Eo
coincide con K. Suponer que E7/F es una extensién normal. Demostrar
que la igualdad F = E1 NEy sedasiysblosi [K : F] = [K : E©][K : Es).

Dar el grupo de Galois del cuerpo de descomposién del polinomio X4 — 5
sobre cada uno de los cuerpos siguientes:

Sea z un numero algebraico y F un subcuerpo de C. Mostrar que
[F(z) : F] <[Q(2) : Q] y que, en el caso en que Q(z)/Q sea normal, tam-
bién lo es la extensién F(z)/F, teniéndose entonces que [F(z) : F] divide a

[Q(2) - Q.

Sea K un subcuerpo de C y E = K NR. Demostrar que si K/Q es una
extensién normal entonces [K : E] < 2. Mostrar que dicha afirmacién no
se satisface necesariamente en el caso de que K/Q sea extension finita no
normal.

Sea K un subcuerpo de C, que es extensiéon normal de Q, y E = KNR. Sea
7 el automorfismo de K obtenido por restriccién de la conjugacion compleja
—. Demostrar que E/Q es extensién de Galois si y sélo si 7 conmuta con
todo 0 € G(K/Q).

Sea F un cuerpo de caracteristica cero y K/F una extensién de grado 3 que
no es normal. Sea L una clausura normal de dicha extensién. Demostrar que
[L:F]=6yque L/F es una extensiéon de Galois. Comprobar la existencia
de un tnico cuerpo intermedio E de la extensién L/F tal que [E : F| = 2.

Sea F un cuerpo finito de ¢ elementos y K/F una extensién finita. Com-
probar que la aplicacién v : K — K dada por ¥ : x — x? es un
F-automorfismo de K y que todo elemento del grupo de Galois G(K/F)
es una potencia de 1. Mostrar, en particular, que los automorfismos de un
cuerpo finito son potencia de su automorfismo de Frobenius.

Sea f el polinomio con coeficientes en Z/(2) dado por la igualdad siguiente
F(X)=XC+ X +1.
1. Demostrar que f(X) es un polinomio irreducible de [Z/(2)][X].

2. Sea x una raiz de f en una clausura algebraica de Z/(2) y K =
(Z/(2))(x). { Es K un cuerpo de descomposicién de f(X)?

3. Determinar el grado del cuerpo de descomposicién de f sobre Z/(2) y
dar el reticulo de cuerpos intermedios de dicha extension.

1.27 Sea ) una clausura algebraica de un cuerpo finito F. Demostrar que la

identidad es el tinico automorfismo de §2 que tiene orden finito.



2.1.

1.28

1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS 41

Sea K/F una extensién de Galois finita, p un primo positivo y s > 1 un
entero tal que p*|[K : F| pero p**! J[K : F]. Demostrar que existe una
cadena de subcuerpos

F=FKCFkhC---CFsy1 =K

tal que p A[Fy : F] y de manera que para cada ¢ € {1,..., s} la extensién
Fi+1/F; es normal de grado p.

Sea A un subconjunto del plano euclideo con a lo menos dos puntos dis-
tintos, S el conjunto de las coordenadas de los puntos de A respecto a un
sistema de referencia apropiado para Ay F = Q(S). Sea P = (x,y) un
punto dado del plano cuyas coordenadas estdn dadas en dicho sistema de
referencia. Suponer que = e y pertenecen a un subcuerpo K de R que es
extension normal de grado potencia de 2 del cuerpo F. Demostrar que P
es construible con regla y compés a partir de A. Mostrar que los factores
de composicién de cada una de las sucesiones de composicion del grupo de
Galois G de la extensién K/F son todos ellos isomorfos a Z/(2) (ver el
apéndice C para las definiciones). ;{Puede alternativamente utilizarse esto
para demostrar la constructibilidad de P?

Sean A, S, F'y P = (x,y) como en el ejercicio anterior. Suponer que x e
y pertenecen a un subcuerpo K de R que es extensién de Galois finita del
cuerpo F tal que [K : F| = 253, (s, t > 0). Si el grupo de Galois G de la
extensién K /F tiene algun subgrupo de Sylow normal en G, demostrar que
P es entonces construible con regla, compés y trisector de angulos a partir
del conjunto de puntos A

Sea K/F una extensién de Galois finita de grado n y grupo de Galois G
para la que se satisface la siguiente propiedad: para todo primo positivo p
que divide a |G/, existe algtin p-subgrupo de Sylow que es subgrupo normal
de G, y el cuerpo intermedio E del correspondiente subgrupo de Sylow es
tal que para cada potencia positiva de p que divida a [E : F] existe un tnico
subcuerpo de E/F que tiene por grado dicha potencia de p. Demostrar que
G es entonces un grupo ciclico.

Sea K = C(t) donde t es trascendente sobre C y w un nimero complejo
tal que w® =1, w # 1. Sean ¢ y 7 los automorfismos de K que dejan fijo
cada elemento de C y para los que se satisfacen las igualdades o(t) = wt y
7(t) = t~!. Demostrar que

o3 =Id=7% t1o0=0'or
Comprobar que el grupo G de los automorfismos generado por ¢ y 7 tiene
orden 6. Demostrar que el cuerpo fijo de G es C(u), donde u = t3 + ¢3.

Sea K/F una extensién de Galois de grado 4 cuyo grupo de Galois es
isomorfo a Z/(2) x Z/(2). Supéngase F' de caracteristica distinta de 2. De-
mostrar que K = F(xz,y), siendo z e y elementos con cuadrados en el cuerpo
F.
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Sea K/F una extensién de cuerpos, Ey y Es subcuerpos estrictamente
comprendidos entre K y F'y tales que K coincide con el menor subcuerpo
E1 V E5 que contiene tanto a Fy como a Fs. Demostrar que si E7/F es una
extensién de Galois entonces también lo es K/FE,, pudiéndose identificar
G(K/E>) con un subgrupo de G(Ey/F). Mostrar que si ademéds K/F es de
Galois finita y Ey N Ey = F entonces G(K/E,) = G(E,/F).

Sea K/F una extensién de cuerpos, F; y Es subcuerpos de K tales que
K = FE; V FEs. Supéngase que K/E; y K/E5 son de Galois. Demostrar
que K/F es también de Galois y que si la extensiéon K/F es finita y F' =
E; N E5 entonces el grupo de Galois G de la extensién K/F es isomorfo a
G(E1/F) x G(Ey/F).

Sea F' un cuerpo finito y K el cuerpo de descomposicién sobre F' de un
polinomio irreducible de grado 3. Demostrar que el grupo de Galois de la
extensién K/F es isomorfo al grupo alternado As.

Sea F' un cuerpo que contiene todas las raices n-ésimas de la unidad y
X™—a, X™—b dos polinomios irreducibles de F[X]. Demostrar que estos
dos polinomios tienen cuerpos de descomposicién F-isomorfos si existe algin
entero positivo r primo relativo con n tal que b = a"¢" para algin c € F.

Sea F un cuerpo y F(X) el cuerpo de funciones racionales en la indeter-
minada X. Considérese el conjunto de los automorfismos de F(X) dados
por

F(X) = F(X), FX) > fQ=X). f(X) = f ()
JX) = f1-%), I = (), 105 (E).

Demostrar que estos automorfismos constituyen un subgrupo G del grupo de
todos los automorfismos de F'(X) que dejan fijo a cada uno de los elementos
de F y que el cuerpo fijo de G coincide con F(T'), siendo T el elemento de
F(X) definido por la igualdad siguiente:

(X2 -X+1)3

Sea F' un cuerpo y K = F(X) el cuerpo de funciones racionales sobre F.
Demostrar que las aplicaciones dadas por

1 1
X)— f(X X)— — X)— 1-—=
10 1, 10 1 (12 ) e g (1o %)
constituyen un subgrupo del grupo de automorfismos del ejercicio anterior.
Sea E su cuerpo fijo. Determinar [K : E] y dar un elemento que genere K
sobre E y otro que genere E sobre F.

Sea F' un cuerpo de caracteristica prima p y K = F(t) un cuerpo extensién
del cuerpo dado con ¢ trascendente sobre F. Sean ¢ y 7 los F-automorfismos
de K que actian sobre ¢t del modo siguiente

o:t— —t T:t—1—1¢.
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Demostrar que el subgrupo de los F-automorfismos generado por ¢ y 7 es
finito. Determinar el cuerpo fijo del mismo.

Sea K/F una extensién normal. Mostrar la existencia de un cuerpo in-
termedio I de la extensién K/F tal que I/F es una extensién puramente
inseparable y K/I es extension separable. Comprobar que, si K es la clau-
sura separable de la extensién K/F, entonces K; NI = F.

Sea K/F una extensién normal finita, Fy y E2 cuerpos intermedios de la
extension tales que K/F; y K/F> son extensiones separables. Demostrar
que la extesnsién K/(E; N Es) es también separable

Sea F(t)/F una extensién de cuerpos en la que ¢ es trascendente sobre
F. Sea G el grupo de Galois de dicha extensién. Demostrar que existe un
antihomomorfismo de grupos

¢:GLy(F) — G

cuyo dominio GLy(F) es el grupo de todas las matrices no singulares 2 x 2
con coeficientes en F' y que esta definido del siguiente modo

elea)={ta}
Le )

al F-automorfismo de F'(t) que transforma el elemento ¢ en
que

Aqui se denota por

at+b
ct+d"

kercp{<g 2): O#aGF} (2.1)

y que G es isomorfo al grupo lineal proyectivo general PGLo(F).

Demostrar

Sea F un cuerpo finito con ¢ elementos y K = F(X). Sea G el grupo de

los F-automorfismos de K. Demostrar:

1. El orden de G es ¢ — gq.

2. Mostrar que si
( Xe — X)tl
U= "w—F7
(X9 - X))o+l
entonces U € K. Observando que

U ((xata=D ... 4 xa-1 4 1))q+1 0
- (X9 — X)a*—q ’ (22)

demostrar que F(U) es el cuerpo fijo de G.

3. Sea H; el subgrupo de los F-automorfismos de K tales que X — aX+b
con a # 0 y Hy el subgrupo de H; formado por los F-automorfismos
que tansforman X en X + b. Comprobar que los cuerpos fijos de Hy y
Hyson F(T)y F(Z),donde T = (X9 - X))y Z=X9- X,
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Sea F un cuerpo y F una clausura algebraica de F. Supéngase que T es
un automorfismo de F que deja fijo a cada elemento de F. Sea E el cuerpo
fijo del subgrupo generado por 7. Demostrar que cualquier extensién finita
de FE es ciclica.

Un cuerpo F' se dice cuasi-finito si es perfecto y para cada entero n > 0
existe una unica extension de F' de grado m contenida en una clausura
algebraica I de F. Demostrar que si F' es un cuerpo cuasi-finito cualquier
extension finita K/F es de Galois y ciclica.

2.2. Teorema fundamental del algebra

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

( Cudles son las extensiones algebraicas del cuerpo R de los ntimeros reales?
Mostrar que los polinomios irreducibles de R[X] son a lo sumo de grado 2.

Sea F' un cuerpo perfecto de caracteristica distinta de 2 y Q un cuerpo
algebraicamente cerrado que es extension de F. Sea Sy el conjunto de los
elementos de 0 que son raiz de algin polinomio irreducible de F[X] de
grado impar y Lo el subcuerpo de © dado por la igualdad Lo = F(Sp).
Para cada entero i > 0 definase el subcuerpo L; = L;_1(5;) siendo S; el
subconjunto de los elementos de 2 que son raices cuadradas de elementos
de L;_1. Demostrar que

oo
L=JL
i=0

es un subcuerpo de 2 que es clausura algebraica de F.

(Lema de d’Alembert). Sea f € C[X] un polinomio no constante. Usar el
ejercicio 1.7.11 para demostrar que si zy es un nimero complejo tal que
f(z0) # 0 existe entonces en todo entorno de zp algin punto z; tal que

[f (0l < [£(20)]-

Sea f(X)=",a;X" un polinomio no constante de grado m con coefi-

cientes en C y M > 0 un namero real. Utilizando el ejercicio precedente y
observando que para todo z € C tal que

m—1
M+ Zi:o |ai }

||

2| > méx {1, (2.3)

se tiene |f(z)| > M, mostrar que f tiene alguna raiz en C y que consecuen-
temente C es algebraicamente cerrado.
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2.3. Extensioes ciclotomicas

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

Sea K/Q una extensién finita de grado impar. Mostrar que si € es una rafz
n-ésima primitiva de la unidad contenida en K entonces n =1 6 2 y que,
en consecuencia, 1 y —1 son las tinicas raices de la unidad contenidas en K
(ver el ejercicio 1.2.37).

Sea p > 1 un ndmero primo y a un racional tal que el polinomio X? — a
es irreducible sobre Q. Demostrar que el grupo de Galois de XP — a sobre
Q es isomorfo al grupo de las afinidades de la recta vectorial Z/(p).

Sea p > 0 un primo impar y € € C una raiz p-ésima primitiva de la unidad.
Sea p —1 = gi' -+ ¢} la factorizacién de p — 1 en producto de potencias
de primos. Demostrar que los cuerpos intermedios de la extensién Q(e)/Q
constituyen un conjunto de (rq1 +1)---(rs + 1) elementos.

Sean n y m enteros positivos,  un nimero real tal que 2® = my K = Q(¢),
siendo € una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Demostrar la equivalencia
de las dos afirmaciones siguientes:

1. z € Z.
2. x e K.

Sea ¢ una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Determinar los valores de
n para los que Q(e) es una extensién cuadratica de Q.

Sea K una extensién finita del cuerpo Q. Demostrar que K contiene ini-
camente un numero finito de raices de la unidad.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y n un entero impar > 1.
Supéngase que € es una raiz n-ésima primitiva de la unidad y n es una raiz
2n-ésima primitiva de la unidad, ambas en en una clausura algebraica €2 de
F. Demostrar que F(g) = F(n).

Sea p un primo positivo distinto de 2, € una raiz p-ésima primitiva de la
unidad y K = Q(g). Demostrar que en la extensién K/Q existe un tnico
cuerpo intermedio que es extensién cuadratica de Q y que dicho cuerpo es
real o no, segin que p sea de la forma 4n + 1 é 4n + 3.

Sea e (resp. ) un niimero complejo que es raiz n-éima (resp. m-ésima) pri-
mitiva de la unidad. Supdéngase que n y m son primos relativos. Demostrar
que Q(e) NQ(n) = Q y que el menor subcuerpo Q(e) V Q(n) que contiene a
Q(e) vy Q(n) coincide con Q(en)

Sea m un entero mayor o igual que 2 y K/Q una extensién de grado n.
Demostrar que si K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad en-
tonces n se factoriza en factores primos en la forma n = 23" conr; > 1
y ro > 0.
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Utilizar el ejercicio 1.8.39 para demostrar que para todo grupo ciclico finito
C existe siempre algin primo positivo p, una raiz p-ésima primitiva de la
unidad € € C y un cuerpo intermedio E de la extensién Q(e)/Q tal que
G(E/Q) =C.

Generalizar la afirmacion del ejercicio anterior demostrando que para to-
do grupo abeliano finito G existe algin subcuerpo E de una extensién
ciclotémica Q(g) de Q tal que G(E/Q) = G.

Sea ¢ € C una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Suponer que m es un
entero positivo primo relativo con n. Demostrar que el polinomio ®,,(X)
es irreducible sobre Q(g).

Sean p y k enteros estrictamente positivos con p primo y F' un cuerpo de
caracteristica distinta de p. Mostrar que las raices primitivas de la unidad
de orden p* de una clausura algebraica F' de F coinciden con las raices

k—1

. . k = , L. .
del polinomio X? — 1 en F' que no son raices p”~'-ésimas de la unidad.

Demostrar que el polinomio

k—1 k—1

X(P*l)p + X(P*Q)Pk?l 4+ .4 XP +1

es irreducible sobre Q.

Sea ¢ € C una raiz primitiva n-ésima de la unidad, m > 1 un entero
positivo y y € Q(e) tal que y™ € Q. Demostrar que (Q(¢) NR)/Q es una
extensién normal y que si y € Q(¢) NR entonces y? € Q.

Sea € una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Mostrar que el poligono
regular de n lados es construible con regla y compads si y sélo si [Q(¢) : Q)
es potencia de 2.

(Gauss/Wantzel). Mostrar que el poligono regular de n lados es construible
con regla y compds si y s6lo si n tiene una factorizaciéon en producto de
primos del tipo n = 2"p; ---ps, siendo r > 0 y siendo los p; primos de
Fermat distintos dos a a dos.

2.4. Extensiones ciclicas

4.1

4.2

Sean F'; K y X" — a como en el lema 2.4.1. Suponer ademés n primo y a
no siendo potencia n-ésima de ningin elemento de F'. jEs X™ —a polinomio
irreducible de F[X]?

Usar los ejercicios 1.5.30 y 1.7.10 para generalizar el ejercicio anterior,
demostrando que si p es primo y XP — a es un polinomio con coeficientes en
el cuerpo F', que no tiene raices en F', entonces X? — a es irreducible sobre
F.
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Sea w # 1 un ndmero complejo que es raiz cibica de la unidad, F' = Q(w)
y K un subcuerpo de C tal que K/F es extensién de Galois cuyo grupo de
Galois es isomorfo a Z/6Z. Demostrar que existen entonces z, y € K con
2?2 € F, y? € F(x) tales que K = F(x,y).

Sea K /F una extension de cuerpos, p un primo positivo y z y 3 elementos
de K tales que P = (. Suponer que F' contiene una raiz p-ésima de la
unidad € # 1. Demostrar que si o es un F-automorfsimo de K de orden
finito no divisible por p y que deja fijo a 8, entonces deja también fijo a x.

Sea K cuerpo de descomposicion sobre el cuerpo F' de un polinomio f de
grado n > 5. Sea p un primo positivo y z y § elementos de K tales que
zP = B. Supdngase que F' contiene alguna raiz p-ésima de la unidad ¢ # 1
y que f tiene al menos 5 raices distintas x1, ..., 5. Mostrar que si el grupo
de Galois G de la extensién K/F contiene a los F-automorfismos o y 7 que
actian sobre las raices z1,...,z, de f del modo siguiente

o x> xg >y, ofxy) =a 81 0> 3,

Tixg> xg x5~ x3, o(x) =z st i#£3,4,,5,

y que si ambos fijan 3, entonces dejan fijo también a z.

Sean n p enteros positivos con n > 5 y p > 3 primo, y F un cuerpo que
contiene alguna raiz p-ésima de la unidad distinta de 1. Mostrar que si K es
cuerpo de descomposicion sobre F' de un polinomio irreducible y separable
f € F[X] y si el grupo de Galois G(K/F) es isomorfo a S,, entonces K no
contiene elementos con potencias p-ésimas en F', salvo aquéllos que estan
en F.

Sea F' un cuerpo que contiene alguna raiz primitiva n-ésima de la unidad
y X™ —a, X™ — b dos polinomios irreducibles de F[X]. Comprobar que si
los cuerpos de descomposicion coinciden y F' tiene caracteristica cero o un
primo que no divide a n, existe entonces algiin entero positivo r < n, primo
relativo con n, tal que b = a”¢"™ para algin ¢ € F.

Sea n un entero estrictamente positivo, p y ¢ primos positivos y {/p (resp.

{/q) la raiz n-ésima positiva de p (resp. ¢). Demostrar que Q( 3/p) = Q(:/q)
siy sélo sip=gq.

Sea m un entero estrictamente mayor que 1, P el conjunto de todos los
primos positivos y S = {x € R : 2™ € P}. Demostrar que Q(S)/Q tiene
grado infinito.

Sea p un primo positivo y F' un cuerpo de caracteristica distinta de p,
con cuerpo primo P y conteniendo una raiz p-ésima primitiva de la unidad
€. Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F(x), donde € K
es tal que x ¢ F pero 2P € F. Mostrar que si y € K no pertenece a F'
entonces irr(y, X, F') tiene p raices distintas yo,...,yp—1 en el cuerpo K y
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siy=1yo = f;é bjz?, (b; € F), entonces, tras una reordenacién si fuera
necesario, las restantes raices y1, ..., yp—1 de irr(y, X, F') son

p—1

Y1 = ijijj (2.4)
j=0

p—1

Yo = ijEijj (2.5)
j=0

= (2.6)
p—1

Yp—1 = ijs(pfl)jxj. (2.7)
§=0

Comprobar que para cada k € {0,...,p — 1} se tiene

p—1
Z e "My; = pbra®
i=0
¥ que, en consecuencia, existe algin kg tal que z¥0 € P(g, by, Yo, -+, Yp—1)-

Mostrar que existe algtin elemento no nulo z en alguna de las rectas vecto-
riales Fz, Fz?, ..., FaP~! tal que K = F(z), 2P € F y pudiéndose escribir

p—1
y=co+2z+ g ¢,
i=2

siendo los ¢; elementos de F' determinados de manera tnica. Mostrar que
tanto « como los ¢; estén en el subcuerpo P(e, yo, ..., Yp—1)-

Suponer n, F', x y K como en el lema 2.4.1. Demostrar que [K : F coincide
con el menor entero positivo d para el que se tiene z¢ € F.

Dado un primo positivo p, demostrar que el cuerpo de descomposicién K
de X™ — p sobre Q es tal que [K : Q] = np(n) 6 np(n)/2. (Indicacién. Sea
z € R tal que 2™ = p. Usar los ejercicios 3.15 y 4.11 para demostrar que si
d = [K : Q(¢)] entonces d|n y 2% € Q).

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, a un elemento de F'y f el polinomio
de F[X] definido por la igualdad

f(X)=XP - X —a.

Mostrar que si K es el cuerpo de descomposicion de f sobre F' entonces
K/F es una extension ciclica.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, A el subgrupo del grupo aditivo F’
definido como en el ejercicio 1.5.28, € una clausura algebraicade F'y fy g
los siguientes polinomios de F[X]:

fX)=XP—X—a, g(X)=XP—-X—b, (a,beF).
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Sean K y F subcuerpos de €, el primero de los cuales es cuerpo de descom-
posicién de f sobre F', mientras el segundo lo es del polinomio g. Suponer f
irreducible. Demostrar que K = E si y sblo si a —rb € A para algun r € Z.

Sea K/F una extensién de Galois tal que K = F(z), con 2™ € F para
algun entero n > 0. Sea G su grupo de Galois. Mostrar que el grupo derivado
G’ es ciclico y que, en el caso que n sea primo, también el grupo G es ciclico.

Sea K/F una extensién de Galois abeliana, cuyo grupo de Galois G tiene
n elementos. Supéngase que F' contiene alguna raiz n-ésima primitiva de
la unidad. Demostrar que K es cuerpo de descomposicién sobre F' de un
polinomio del tipo

(X™ —a1)(X™ —ag) - (X™ —ay).

Sea F' un cuerpo de caracteristica el primo positivo p. Sea K/F una exten-
sién ciclica de grado p y o un automorfsmo generador del grupo de Galois.
Demostrar que la aplicacién lineal S : K — K dada por S : u — u — o(u)
es nilpotente y, en consecuencia, kerS # ker 2. Mostrar que, si = estd
en el nicleo de S? y no en el de S, entonces y = z(o(z) — z)~! satisface
o(y) = y + 1. Obtener de aqui que K es cuerpo de descomposicién sobre
F de un polinomio irreducible del tipo X? — X — a (Teorema de Artin y
Scrhreier).

2.5. Teoremas de Abel y Galois

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Mostrar que A4 no es un grupo simple.

Mostrar que Sy no tiene elementos de orden 6. Demostrar que todo sub-
grupo de Sy de indice 4 es isomorfo al grupo simétrico Ss.

Mostrar que A4 no contiene ningtin subgrupo de orden 6.

Sean n y m enteros positivos. Mostrar que si m es impar y mayor o igual
que 3 entonces los m-ciclos de S,, generan A,,. Usar esto para demostrar que
si p es el mayor primo positivo que es menor o igual que n y S,, actia sobre
un conjunto no vacié dado T entonces la 6rbita de un elemento arbitrario
t de T tiene a los menos p elementos o cardinal < 2. (Indicacién: Para la
segunda parte del ejercicio tomar un p-ciclo arbitrario o € S,, y considerar
la accién inducida del subgrupo generado por ¢ sobre el conjunto T'.)

Sea G un subgrupo del grupo simétrico S,. Supdéngase que G contiene
alguna permutacién impar. Demostrar que existe algin subgrupo normal
de G cuyo indice es 2.



50

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS

Demostrar que si n > 5 entonces los unicos subgrupos normales de S;, son
Ap, {1d} y Sp.

Mostrar que para todo entero n > 2 el grupo simétrico S,, tiene un tnico
subgrupo de indice 2.

Usar el ejercicio 5.6 para comprobar la afirmacién del ejercicio 4.6.

Sea F' un cuerpo, f un polinomio irreducible y separable de F[X] de grado
n, y K el cuerpo de descomposicién de f sobre F. Demostrar que si [K :
F] = n! entonces, para cualquier z € K que sea raiz de f, la extensién
F(z)/F no contiene ningtin cuerpo intermedio estrictamente comprendido
entre F'y F(x) que sea extensién normal de F'.

Sea m un entero mayor o igual que 4, N un subgrupo normal de A,, o S,
que contiene alguna permutacion que es producto de dos transposiciones
disjuntas. Supéngase que |N| < 4. Mostrar que N no puede ser de orden
2, y que si [N| = 4 entonces n = 4 y N es isomorfo al grupo de Klein.
;Puede darse alguna demostracién de este hecho que sea independiente de
la simplicidad de los grupos alternados A,, (n > 5)?

Determinar el nimero de elementos de A5 que tienen érdenes 2, 3 y 5.

(J. Gallian). Usar el ejercicio anterior para demostrar que A5 es un grupo
simple. [Indicacién. Tener en cuenta que si G es un grupo, N un subgrupo
normal de G tal que |G/N| < oo, entonces para todo elemento x de G cuyo
orden sea finito y primo relativo con |G/N| se tiene necesariamente x € NJ.

Sea Q = {1, 2, 3,...}. Denétese por G,, al subgrupo del grupo de permu-
taciones de 2 que deja fijo a todo elemento j > n. Sea N, el subgrupo de
los elementos de G,, que actian como permutaciones pares de {1,...,n}.
Hégase G = J,,»; Gn vy N = U,,>; Nn. Demostrar que G es un subgrupo
del grupo de permutaciones de Q y que N = [J N,, es un subgrupo normal
de G cuyo indice es 2. Comprobar que todo subgrupo normal de G distinto
de G y de {Id} coincide con N.

Demostrar que si n > 2 entonces todo subgrupo H de indice n del grupo
simétrico S,, es isomorfo a S,,_1. [Indicacién. Estudiar separadamente los
casosn < 5yn > 5. En el primero de ellos tener en cuenta el ejercicio 5.2. Si
H es un subgrupo de indice n de S,, y n > 5 considérese el homomorfismo ¢
de S, al grupo S(S,,/H) de las permutaciones del conjunto S, /H, que estd
definido por ¢(0) = ¢, donde ¢, : S,/H — S, /H es tal que ¢, (TH) =
oTH paracada o € S, y TH € S,,/H. Téngase ahora en cuenta el resultado
del ejercicio 5.6].
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2.6. Solubilidad de ecuaciones por radicales

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

Sea f un polinomio irreducible con coeficientes en un cuerpo F. Si f tiene
alguna raiz en un cuerpo L que es extension radical de F, jes la ecuacion
polinémica f(x) = 0 soluble por radicales?

Sean K/F y L/K extensiones de cuerpos. Mostrar que si K/F y L/K
son extensiones radicales entonces L/F es también una extensién radical.
Si L/F es radical, jes entonces L/K radical?

Mostrar que la clase de las extensiones radicales no es una clase distinguida
de extensionnes pero que, sin embargo, satisface la condicién 2 del ejercicio
1.2.45.

Sea F' un cuerpo conteniendo todas las raices de la unidad, K/F y L/K
extensiones de cuerpos. Mostrar que para todo subcuerpo R de L que es
extensién radical de F' existe siempre alguna extension radical R’ de K que
contiene a R y estd contenida en L.

Sea F' un cuerpo de caracteristica cero. Demostrar que para todo entero
positivo n el polinomio de F[X] dado por la igualdad

fX)= X" +aX3 +bX* +cX" +d
tiene grupo de Galois soluble.

Mostrar que toda extensién finita de un cuerpo finito es una extensién
radical.

Mostrar que si F' es un cuerpo finito y f € F[X] un polinomio no constante,
entonces la ecuacién f(z) = 0 es soluble por radicales, aunque tales radicales
pueden ser de orden mayor que el grado del polinomio.

Sea K cuerpo de descomposicion sobre el cuerpo F' de un polinomio f de
grado n > 5 y con a lo menos 5 raices distintas x1,...,25. Suponer que F
contiene raices p-ésimas de la unidad distintas de 1 para cada primo p que
divide a n y que el grupo de Galois G de la extensién K/F contiene a los
F-automorfismos o y 7 del ejercicio 4.5. Demostrar que K/F no puede ser
una extension radical.

Demostrar que la clase & de las extensiones separables K/F' cuya clausura
normal tiene grupo de Galois sobre F' soluble es una clase transitiva de
extensiones.

Sea K/F una extensién finita. Suponer que F' tiene caracteristica nula o
un primo p > [K : F|. Demostrar que K/F estd en la clase & del ejercicio
6.9 si y sélo si existe alguna extensiéon radical L de F' que contiene a K
como cuerpo intermedio.
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Sea K/F una extensién de Galois de un cuerpo F' de caracteristica cero
que contiene a todas las raices de la unidadd. Usar el ejercicio 4.10 para
demostrar que si el elemento y de K pertenece a alguna extensién radical
de F' entonces y pertenece también a una extensiéon radical de F' que estd
contenida en K.

Sea F' un cuerpo f y g polinomios de F[X] con f irreducible de grado
primo p. Suponer 1 < degg < p y que existe algun entero r > 1 tal que
f divide a g(X"). Demostrar que si K es cuerpo de descomposicién de f
sobre F entonces K/F es una extensién radical.

Sea K/F una extensién normal de grado 3 y
F=FCcFkHC---CF,=1L

una torre radical tal que K C L. Supdéngase que el grado [F), : F,—1] es
un nimero primo p,, y que K no esta contenido en F,, ;1. Demostrar que
entonces p,, = 3y Fp,/F,,—1 es una extensién normal.

Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado 3 que tiene todas sus
raices reales. Sea K el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Demostrar
que la ecuacién f(z) = 0 no es resoluble por radicales reales; esto es, no
existe ninguna extensién radical R de Q tal que K C R C R.

Sea K/F una extension de Galois finita. Suponer F' de caracteristica dis-
tinta de 2. Mostrar que existe entonces algiun cuerpo intermedio F de la
extensiéon K/F que es extensién de grado impar de F' y tal que K/F es
extension radical que tiene alguna torre radical en la que cada uno de los
subcuerpos es extension cuadratica del precedente.

Mostrar que si en el ejercicio anterior K C C y F' = Q entonces puede
elegirse E siendo un subcuerpo de R que es extensién de grado impar de Q

Sea ) de una clausura algebraica de un cuerpo Fj de caracteristica cero
y S un subconjunto de 2 que contiene todas las raices de cada uno de los
polinomios irreducibles de grado impar del anillo de polinomios Fy[X]. Sea
F = Fy(S). Demostrar que todo polinomio no nulo de F[X] es tal que
la ecuacién f(z) = 0 es soluble por radicales. jPuede siempre resolverse
la correspondiente ecuaciéon polinémica utilizando radicales a lo sumo de
grado dos?

Los ejercicios siguientes tienen por objetivo caracterizar los subgrupos
solubles y transitivos de los grupos simétricos Sy (p primo positivo). Dicha
caracterizacion es importante para resolver el ejercicio 6.23 que trata un
bonito resultado de Galois.

Sea H # {Id} un subgrupo normal de un grupo transitivo G de permuta-
ciones del conjunto {1,...,n}. Comprobar que todas las H-érbitas tienen
el mismo ntmero de elementos, y por consiguiente, si n = p es un nimero
primo entonces H es transitivo.
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Sea p un primo positivo y GA(Z/(p)) el subgrupo del grupo de premuta-
ciones del conjunto Z/(p) cuyos elementos son las permutaciones de Z/(p)
de la forma z — ax + b, a # 0. A GA(Z/(p)) se denomina grupo afin de
Z/(p) v a sus elementos afinidades de Z/(p). De las afinidades de Z/(p) del
tipo x — x + b se dice que son traslaciones del grupo afin.

1. Mostrar que el conjunto de las traslaciones distintas de la identidad
coincide con el de las inicas permutaciones pertenecientes a GA(Z/(p))
que no tienen punto fijo y, consiguientemente, son los tinicos elementos
de GA(Z/(p)) que son p-ciclos.

2. Comprobar que si un subgrupo del grupo de permutaciones de Z/(p)
contiene alguna traslacion distinta de la identidad entonces necesaria-
mente debe contenerlas todas.

3. Demostrar que todo subgrupo H de GA(Z/(p)) es un grupo soluble.

Sea G un subgrupo del grupo de permutaciones de Z/(p). Sea H un sub-
grupo de GA(Z/(p) que contiene al subgrupo de traslaciones y que estd
contenido en G como subgrupo normal. Demostrar que G es un subgrupo
del grupo afin de Z/(p). [Indicacién. Sea 7 : x +— x4+ 1y n € G. Por el
ejercicio anterior, noron~!: x — x4+ k. Asi, n(x +1) = n(z) + k, de donde
se obtiene 7 : x> kx +b. |

Sea p un primo positivo, G un subgrupo del grupo simétrico S,. Se dird
que G es permutacion isomorfo a un subgrupo G de GA(Z/(p)) si existen
una biyeccién b : {1,...,p} — Z/(p) y un isomorfismo 6§ : G — G tales
que boo(i) = 0(c)(b(i)) para cualesquiera c € Gy i € {1,...p}.

1. Sea H un subgrupo normal de G y 6 : H — H un permutacién
isomorfismo sobre un subgrupo H de GA(Z/(p)). Mostrar que, si H
contiene algiin p-ciclo, entonces H contiene todas las traslaciones y
existe algin permutacién isomorfismo ¢ de G sobre un subgrupo de
GA(Z/(p)) tal que p(h) = 6(h) para todo h € H.

2. Demostrar que si p divide a |G| y |G| < p(p — 1) entonces G es per-
mutacién isomorfo a algin subgrupo de GA(Z/(p)) que contiene al
subgrupo de las traslaciones como subgrupo normal.

Usar induccién y los ejercicios 6.21 y 6.18 para demostrar que cada sub-
grupo soluble y transitivo de S, (p primo) es permutacién isomorfo a un
subgrupo de GA(Z/(p)) conteniendo al subgrupo de las traslaciones.

(Galois). Sea f(X) € F[X] un polinomio irreducible de grado un primo
p, con coeficientes en un cuerpo F de caracteristica cero, y K el cuerpo de
descomposicién de f(X) sobre F. Demostrar que f(z) = 0 es soluble por
radicales si y sélo si K = F(x;,x;) para cualesquiera dos raices distintas x;

y z; de f(X).



o4

CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS

2.7. Ejemplo de polinomio de Q[X] de ecuacién

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

insoluble

Sea € una raiz octava primitiva de la unidad. Mostrar que Q(g)/Q es un
ejemplo de una extension de Galois de grado 4 que no contiene ningin
4-ciclo.

Mostrar que para todo entero n > 5 existe siempre algin polinomio f(X) €
Q[X] tal que la ecuacién f(z) = 0 no es soluble por radicales.

Sea p un primo mayor que 11. Demostrar que f(X) = X° —pX +p es un
polinomio de Q[X] tal que la ecuacién f(x) = 0 no es soluble por radicales.

Sea f un polinomio de grado 5 con coeficientes en el cuerpo F' y cuyo
grupo de Galois es isomorfo al grupo simétrico Ss.

1. Mostrar que si L es el cuerpo de descomposicion de f sobre F' se tiene
entonces que L/F es extensién de Galois, que [L : F] = 120 y que f
es irreducible sobre F.

2. Utilizar el ejercicio 1.8.29 para dar una demostraciéon directa, sin uti-
lizar la insolubilidad de S5 ni el teorema 2.6.6, de que la ecuacién
polinémica f(z) = 0 no es soluble por radicales.

(Kronecker). Sea f(X) € Q[X] un polinomio irreducible de grado primo
e impar p. Mostrar que si f(x) = 0 es soluble por radicales entonces el
nimero de raices reales de f(X) es 1 6 p. [Indicacién. Utilizar el ejercicio
6.23].

Puede utilizarse el ejercicio 7.5 en lugar del lema 2.7.2 para demostrar la
proposicién 2.7.37

Sea p un numero primo mayor o igual que 5 y f el polinomio de Q[X]
definnido por la igualdad

f(X)=XP —4X +2.
Demostrar que la ecuacién polinémica f(x) = 0 no es soluble por radicacles.

Sean f y p como en el ejecicio 7.5. Suponer ademés que p = 3(méd 4). Mos-
trar que las raices reales de f son 1 6 p dependiendo de que su discriminante
sea negativo o positivo.

Demostrar que para N un entero suficientemente grande, y p un primo
positivo dado, la ecuacién polinémica correspondiente al polinomio

F(X) = X(X = Np*)(X + Np?)(X? + N?p*) +p

no puede resolverse por radicales.
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(R. Brauer). Sea k un impar estrictamente mayor que 3, m un entero impar
positivo y ny < --- < ni_g una sucesion estrictamente creciente de k — 2
ndmeros pares. Sean

9(X) = (X" +m)(X —nm)(X —na) -+ (X —m—2),  f(X) =g(X) - 2.

Mostrar que la funcién polinémica = — g(x) tiene (k—3)/2 méximos relati-
vos en [ny, ng_2] cuyos valores son todos mayores que 2, y (k—3)/2 minimos
relativos menores que —2. Demostrar que f(X) tiene (k — 3) raices reales
en [n1,ng—z|. Considerando los coeficientes de los términos de f de grados
k—1y k— 2, comprobar que f tiene exactamente k — 2 raices reales, en el
caso en que se elija m suficientemente grande. Demostrar que, si ademds k
es un primo p, entonces el grupo de Galois de f es Sp.

Sea GG un grupo finito arbitrario. Mostrar que puede elegirse algin primo
positivo p tal que S, contiene algin subgrupo isomorfo a G. Demostrar
la existencia de alguna extensién finita K/Q y un cuerpo intermedio E de
dicha extensién tal que K/ E es extensién de Galois finita de grupo de Galois
isomorfo a G.
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Apéndice A

Dcpos y axioma de eleccion

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Sea S un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado L. Mostrar
que si S estd bien ordenado entonces S es una cadena y que si S # 0
es cadena entonces S es dirigido. ;Qué puede decirse de las afirmaciones
reciprocas?

Sea L un conjunto parcialmente ordenado Supéngase que {A; bicr v {B;} e
son familias de subconjuntos de L tales que A; N B; # () para cualesquiera
it € Iy j € J. Suponer que existen los supremos de los conjuntos B; y los
infimos de los conjuntos A;, al igual que el infimo de {\/B; : j € J} y el
supremo de {A\ A; : i € I'}. Mostrar que

\/{/\Ai: iGI}S/\{\/Bj; jeJ}.

Sea A un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado L. Suponer
que A tiene infimo en L. Comprobar que

Niz=l (/\A).

z€A

Justificar los detalles de las afirmaciones hechas respecto a los ejemplos de
dcpos dados en este apéndice.

Un conjunto parcialmente ordenado L se dice que satisface la condicion de
cadena ascendente si cada vez que x1,Zo,... son elementos de L tales que
1 <22 <<y <

3

existe entonces algun entero positivo ng tal que zp, = Tng+1 = Tng+2 = - -
Mostrar que si L es un conjunto parcialmente ordenado que satisface la
condicién de cadena ascendente entonces los subconjuntos dirigidos de L
son los subconjuntos no vacios de L que tienen un mayor elemento y que L
es entonces un dcpo.

o7
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1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

APENDICE A. DCPOS Y AXIOMA DE ELECCION

De los conjuntos parcialmente ordenados que se dan a continuacién deter-
minar aquéllos que son dcpos.

1. El conjunto P(N) respecto a la relacién de inclusién.
2. La familia de los subconjuntos finitos de N respecto a la inclusién.

3. La familia de los subconjuntos cofinitos de N ordenados respecto a la
inclusion.

4. El conjunto {1/n:n =1,2,3,...} respecto al orden usual <.

5. El conjunto {1/n:n=1,2,3,...} respecto al orden > .

{Cuales son dcpos punteados?

Un subconjunto I de un conjunto parcialmente ordenado se dice que es
un ideal si es dirigido y para todo x € I el subconjunto | = estd contenido
en I. Demostrar que un conjunto parcialmente ordenado D es un dcpo si y
sélo si todo ideal de D tiene un supremo.

Sea D un dcpo. Demostrar que las dos afirmaciones siguientes son equiva-
lentes: (i) cada subconjunto de D acotado superiormente tiene un supremos;
(ii) todo subconjunto no vacio de D tiene un infimo.

Mostrar que existen subconjuntos S de dcpos que son dcpos respecto al
orden inducido por D y que, sin embargo, no son sub-dcpos.

Sea S un conjunto arbitrario y W la familia formada por todos los pa-
res (W, <y ), donde W es subconjunto de S y <y un buen orden en W.
Definase en W un orden parcial < del siguiente modo: Wy < W5 si y sélo
si Wi C Ws, con el buen orden de W5 extendiendo al de Wi, y de manera
que los elementos de EW2 W1 son todos ellos posteriores respecto a <y, a
cada uno de los de W;. Mostrar que W tiene elementos maximales respecto
al orden parcial <. Obtener de aqui que S puede bien ordenarse. Demos-
trar que el principio de buena ordenacién enunciado en la pagina 288 es
equivalente al axioma de eleccién.

Una familia no vacia £ de conjuntos se dice que es de cardcter finito si
la condicién necesaria y suficiente para que un conjunto X pertenezca a
L es que cada uno de sus subconjuntos finitos esté en L. Demostrar la
equivalencia de las afirmaciones siguientes y su equivalencia con el axioma
de eleccién.

1. Todo conjunto ordenado L contiene alguna cadena maximal.

2. Si L es un conjunto ordenado no vacio en el que cualquier subconjunto
bien ordenado tiene una cota superior, entonces L tiene algin elemento
maximal.

3. Lema de Teichmuller- Tuckey-Bourbaki. Toda familia £ de caracter fi-
nito de subconjuntos de un conjunto S tiene algin elemento maximal
respecto a la inclusion.
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[Indicacion. Para demostrar que 1=-2 puede procederse de la manera
siguiente: Sea < el orden parcial en L y T la familia de los subconjuntos
bien ordenados de L respecto a la restriccién de <. Definir en 7 un orden
parcial <7 haciendo A <7 B siy sélo si A C By A es segmento inicial de
B (i. e. existe b € B tal que A = {x € B: x < b}). Sea M maximal en T
¥y N = Ugea RB- Comprobar: (a)N € T; (b) N es maximal en 77 (c) las
cotas superiores de N pertenecen a N y son elementos maximales de L.]
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APENDICE A. DCPOS Y AXIOMA DE ELECCION



Apéndice B

Trascendencia de e y 7

2.1

2.2

2.3

24

Sea f(X) un polinomio de Z[X] de grado n. Comprobar que si p, ¢ € Z,
qg#0y f(p/q) # 0, entonces se verifica

1
|f(p/a)| > P

Sean p, q € Z, q¢ # 0 tal que f(p/q) # 0. Supéngase que 2 es un niimero real
raiz del polinomio f € Z[X] y que x — 1 < p/q < x4+ 1y que f(p/q) # 0.
Comprobar que existe un niimero real estrictamente positivo M tal que
lf'(y)] < M siz—1<y < x+1. Usar el teorema del valor medio para
demostrar que

p
= —z>
‘q ‘ Mq|"
y consecuentemente
P 1
a - qn+1
siqg> M.
Un numero de Liouville es un nimero real del tipo

= a
n
= Z 10n!’
n=1
donde los a,, son todos enteros tales que 0 < a,, < 9 y un ntmero infinito de
ellos siendo no nulos. Considerar los enteros g,, = 10™" y usar el ejercicio

anterior para demostrar que los niimeros de Liouville son trascendentes.

Demostrar que el conjunto de nimeros de Liouville tiene la potencia del
continuo.
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