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12. Extensiones ciclotómicas

12.1 Sea p > 1 un número primo y a un racional tal que el polinomio Xp − a es irreducible
sobre Q. Demostrar que el grupo de Galois de Xp − a sobre Q es isomorfo al grupo de
las afinidades de la recta vectorial Z/(p).

12.2 Sea ε una ráız primitiva n-ésima de la unidad. Determinar los valores de n para los que
Q(ε) es una extensión cuadrática de Q.

12.3 Sea K una extensión finita del cuerpo Q. Demostrar que K contiene únicamente un
número finito de ráıces de la unidad.

12.4 Sea F un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2 y n un entero impar ≥ 1. Supóngase
que ε es una ráız n-ésima primitiva de la unidad y η es una ráız 2n-ésima primitiva de
la unidad. Demostrar que F (ε) = F (η).

12.5 Sea p un primo positivo distinto de 2, ǫ una ráız p-ésima primitiva de la unidad y
K = Q(ε). Demostrar que en la extensión K/Q existen un único cuerpo intermedio que
es extensión cuadrática de Q y que dicho cuerpo es real o no según que p sea de la
forma 4n+ 1 ó 4n+ 3.

12.6 Sea ε (resp. η) un número complejo que es ráız n-éima (resp. m-ésima) primitiva de la
unidad. Supóngase que n y m son primos relativos. Demostrar que Q(ε) ∩ Q(η) = Q.

12.7 Sea ε ∈ C una ráız primitiva n-ésima de la unidad. Suponer que m es un entero positivo
primo relativo con n. Demostrar que el polinomio Φm(X) es irreducible sobre Q(ε).

12.8 Sean p y k enteros estrictamente positivos con p primo y F un cuerpo de caracteŕıstica
distinta de p. Mostrar que las ráıces primitivas de la unidad de orden pk de una clausura

algebraica F̄ de F coinciden con las ráıces del polinomio Xpk −1 en F̄ que no son ráıces
pk−1-ésimas de la unidad. Demostrar que el polinomio

X(p−1)pk−1

+X(p−2)pk−1

+ · · ·+Xpk−1

+ 1

es irreducible sobre Q.

12.9 Sea ε ∈ C una ráız primitiva n-ésima de la unidad, m ≥ 1 un entero positivo y y ∈

Q(ε) ∩ R tal que ym ∈ Q. Demostrar que y2 ∈ Q.
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