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2. Extensiones finitas y algebraicas
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Entre los ntimeros (2 4 v/—20)/6, (=1 +4v/3)/2, (14 /5)/2, jcudles son enteros alge-
braicos?

Encontrar el polinomio irreducible sobre Q del nimero complejo = = /2 — v/5v/3.

Sea K/F una extensién de cuerpos de gado n y = un elemento de K tal que z° € F.
Demostrar:

a) Sin no es divisible por 2 ni por 3 entonces x € F.
b) Sin no es divisible por 3, existe entonces ¢ € F tal que 3 = 3.

Sea z un elemento algebraico de la extensién K/F y n un entero estrictamente positivo.
Comprobar que

[F(z"): F] > %[F($) : F).

Sea K/F una extensién cuadrética. Supéngse K = F(z), donde 22 € F. Determinar los
elementos de K que tienen cuadrado en F.

Determinar el polinomio irreducible de v'2 4+ /5 sobre (Q)(\/i)

Sea x una rafz del polinomio X3+ X241 de Q[X] e y una raiz del polinomio X2+ X —8.
Los nimeros « 4+ y y zy, json algebraicos sobre Q7 Determinar el grado de la extensién

Q(z,y)/Q.

Sea u = v/2/5. Demostrar que Q(v/2, ¥/5) = Q(u). ;Serd irreducible sobre Q el poli-
nomio X% — 200?

Determinar el grado de la extensién Q(z)/Q cuando z es un ndmero complejo rafz del
polinomio X% —6X4 4+ X3 4 9X2 — 1.

Sea x un elemento algebraico sobre un cuerpo F' cuyo polinomio irreducible tiene grado
impar. Demostrar que F(z) = F(x2).

Sean m y n primos relativos. Comprobar que, si e y son nimeros complejos tales que
™ = 2, y™ = 3, entonces Q(z,y) = Q(zy). {Cudl es el polinomio irreducible de zy
sobre Q7

Sea K/F una extensién de cuerpos. Supéngase que x e y son elementos de K y a lo
menos uno de ellos trascendente sobre F. Mostrar que = + y é zy son trascendentes
sobre F.

Sea K/F una extensién de cuerpos, t y w elementos de K trascendentes sobre F.
Demostrar que w es algebraico sobre F(t) siy sélo si t es algebraico sobre F'(w).

Sea K /F una extensién de cuerpos y z1,...,Zn elementos algebraicos de la extensién.
Demostrar que F(z1,...,zn) = Flz1,...,2n].

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2, K/F una extensién de cuerpos y z e
y dos elementos de K que no estan en F, pero cuyos cuadrados si lo estan. Demostrar
que F(z) = F(y) si y sélo si 22/y? es un cuadrado de F.

Sean z e y dos nimeros complejos para los que se satisfacen las igualdades siguientes:
22 +622+1=0 y:x7+6x6+m4+m3+7a‘2+2.
Determinar [Q(x) : Q], mostrar que y # 0y que y~! = — (22 + = — 31)/26.

Dar el grado de la extensién Q(z)/Q cuando x es un nimero complejo que es raiz de
X% +1, y cuando lo es de X8 + X3 + 1.

Sea K/F una extensién finita de cuerpos, L un cuerpo que es extensién de K y ¢ un
elemento de L que es trascendente sobre K. Demostrar que K (t)/F(t) es también una
extension finita y que se tiene ademds [K (¢) : F(t)] = [K : F].

Demostrar que todo subcuerpo de C, que no esti contenido en R, es denso en C.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2, K un cerpo que es extensién del cuerpo
F, z e y elementos de K con sus cuadrados en F', perocony ¢ F'y « ¢ F(y). Demostrar

que F(z +vy) = F(x,y) y que el polinomio irreducible de « + y sobre F' es del tipo
X4+ aX?+0b.
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Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y K/F una extensién de grado 4.
Demostrar la equivalencia de las dos afirmaciones siguientes:

a) La extensién K/F tiene algin cuerpo intermedio distinto de E y de F.

b) Existe algin @ € K tal que K = F(z) con polinomio irreducible sobre F' del tipo
X% +aX?+0b.

Sin > 0 es un entero y z un elemento dado de un anillo A, se dird que z es una raiz
n-ésima de la unidad si se satisface la igualdad 2™ = 1. Sea p un primo positivo y € # 1
un nimero complejo que es raiz p-ésima de la unidad. Determinar [Q(e) : Q.

Sea p > 0 un nuimero primo impar. Demostrar que z = cos(27/p) es un nimero
algebraico y que [Q(z) : Q] = (p — 1)/2.

Sea p un nimero primo y & un nimero complejo que es raiz del polinomio X" — p. Sea
m un entero positivo tal que m | n. Demostrar que [Q(z™) : Q] = n/m. Determinar el

polinomio irr (:1:, X, Q(zm)> .

Sea K/Q una extensién finita de grado impar. Mostrar que las tinicas raices de la unidad
en K sonly —1.

Sea K /F una extensién finita de cuerpos en la que el conjunto de los cuerpos intermedios
es totalmente ordenado respecto a la inclusién. Demostrar que K/F es mondgena.

Sea K = Q(z) donde z es un nimero complejo para el que se verifica 23 =222 44z 42 =
0. Expresar (3 +x 4+ 1)(z? + ) y (x — 3)~! en la forma ax? + bx + ¢, con a,b,c € Q.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Demostrar que si F' es finito, K es a lo
sumo numerable y si F' es infinito los cardinales de F' y K coinciden.

Sea K/F una extesién de cuerpos. Supdéngase que existe un entero positivo n para
el que todo cuerpo intermedio E estrictamente contenido en K es tal que se verifica
[E : F] < n. Demostrar que K es una extensién finita de F. [Indicacién. Comprobar
primero que K/F es una extensién algebraical.

Para cada entero n > 1 sea K, el subcuerpo de R definido por la igualdad K, = Q( %)
a) Mostrar que [Kp : Q] = n.
b) Comprobar que si m|n entonces Ky, C K. Determinar Ky : Kpm].
¢) Demostrar que, en el caso en que m y n sean primos relativos, se tiene entonces

Sea K /F una extensién de cuerpos, x e y elementos de K algebraicos sobre F. Demostrar
que irr(z, X, F') es irreducible sobre F(y) si y sélo si irr(y, X, F') es irreducible sobre
F(x).

Sean K y L subcuerpos de un cuerpo comuin. Supongamos otro cuerpo F tal que K/F
y L/F son extensiones algebraicas. Demostrar que el minimo subcuerpo L V K que
contiene a L y K estd formado por las sumas finitas > z;y;, donde los elementos z;
estdn en K y los y; en L.

Sea U la clase de todos los cuerpos. Demostrar que, tanto la clase de las extensiones
finitas, como la de las extensiones algebraicas, son clases U-distinguidas de extensiones
(Ver el ejercicio 7 de la seccién anterior).

Sea K/F una extensién de cuerpos. Demostrar que dicha extensién es algebraica si y
sélo si todo subanillo A tal que F' C A C K es necesariamente un cuerpo.

Sea K/F una extensién de cuerpos, t y w elementos de K tales que t es trascenden-
te sobre F'y w es trascendente sobre F'(¢). Demostrar que para cualesquiera enteros
positivos n y m se tiene entonces [F'(t,w) : F(t",w™)] = nm.

Hacer 1 = 2 y definir 5,41 = \/Tn para todo entero n > 1. Demostrar que
[Q@nt1) : Q] =2
y que el polinomio X2" _2esun polinomio irreducible de Q[X].

Sea K = F(X) el cuerpo de funciones racionales en una indeterminada sobre el cuerpo F'
y E un cuerpo intermedio de la extensién K/F. Demostrar que E # F siy s6losi K/E es
una extensién finita. Determinar el grado de esta extensién cuando E = F(X3/(X +1)).
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Sea K/F una extensién de cuerpos. Supdngase:

a) La unién de cualquier cadena de subcuerpos intermedios y distintos de K es
distinto de K.

b) Todo cuerpo intermedio y distinto de K es una extensién finita de F.

Demostrar que K es una extension finita de F.

Comprobrar que el polinomio

=

f(X)=4X3 - 3X 1

es reducible en Q(+/5)[X].

Sea {K;}ic.4 una familia de subcuerpos de un cuerpo L, todos ellos extensiones de un
cuerpo F. Para cada i € A, sea A; el subcuerpo de los elementos de K; que son alge-
braicos sobre F. Comprobar que el cuerpo de los elementos de [ K; que son algebraicos
sobre F' coincide con () A;.

Supongamos que el nimero complejo x tiene por polinomio irreducible sobre Q a X3 +
aX? +bX + c. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que exista algiin
y € Q(x) tal que y? = = es que existan «, 3,5 € Q tales que

a=28—-0a%  b=p%—2a8, c=—6>
[Indicacién: Considerar el polinomio irreducible de y sobre QJ.

a) Mostrar que si u es un nimero complejo raiz del polinomio X3 4+ X2 — 1 entonces
u no tiene ninguna raiz cuadrada en Q(u).

b) Dar ¥/28 — 3 como un cuadrado de Q(/28).

Sea K/F una extensién de cuerpos y S un subconjunto de K que no corta a F. Mostrar
la existencia de algin cuerpo intermedio M de la extensién K/F que es maximal
respecto a la inclusién en la familia de los subcuerpos de K que contienen a F' y no
cortan a S. Demostrar que si S es finito entonces K /M es una extensién algebraica.

Demostrar que si p1,...,pn son primos positivos distintos entonces se tiene

[Q(\/Ev"'v\/ﬁ)5(@}:2n-

Sea t un elemento trascendente sobre el cuerpo F'y K = F(t). Escribase cada elemento
no nulo de K como u = f(t)/g(t) donde f y g son polinomios en una indeterminada, con
g # 0,y tales que m.c.d.(f, g) = 1. Al mdximo de los grados de f y g se llama grado de u
y se denota por deg u. Demostrar que si X e Y son dos indeterminadas distintas entonces
F(X)=Y g(X) es irreducible tanto en F[X, Y] como en F(Y)[X]. Demostrar que siu ¢ F
entonces ¢ es algebraico sobre F'(u) y el polinomio irreducible de ¢ sobre F(u) coincide
con el dnico polinomio ménico que puede obtenerse de f(X) — ug(X) multiplicindolo
por una constante no nula de F(u). Concluir asi que [F(t) : F(u)] = degu, cuando
u ¢ F'y, en particular, se verifica F(t) = F(u) si y s6lo si u = (at + b)/(ct + d), donde
ab —be # 0.

Sea F' un cuerpo, K y L cuerpos extensiones algebraicas de F' que estan contenidos como
subcuerpos de un mismo cuerpo M. Sea K V L el minimo subcuerpo de M que contiene
a K y a L. Establecer la desigualdad [K VL : F| < [K : F][L : F], caracterizando
los casos en que se da la igualdad mediante una propiedad de las bases del F-espacio
vectorial K.

Sean F,K,L,M y K V L cuerpos en las condiciones del ejercicio anterior. Supéngase
ademds que K/F y L/F son ambas finitas. Caracterizar también los casos en que se
da la igualdad [K V L : F| = [K : F|[L : F] en términos de los polinomios irreducibles
de los elmentos de los subconjuntos finitos S tales que K = F(S).

a) Demostrar que si [KV L: F] = [K : F|[L: F], entonces KN L = F.

b) Mostrar que en el caso en que [K : F]y [L : F| sean primos relativos se verifica
entonces [K VL : F|=[K : F][L: F].

¢) Supéngase que [M : F] = 4,|K : F] =2 =[L: F], K = F(z), L = F(y).
Demostrar la equivalencia de las propiedades siguientes: i) K # L, ii) KVL = M,
iii) {1, z,y,zy} es una base del F-espacio vectorial K V L.



2.48 Sea K un cuerpo y A un subanillo de K. Mostrar que el cuerpo de cocientes ' de A
puede identificarse a un subcuerpo de K. Supéngase que K es finitamente generado
como A-mdédulo. Descomponiendo K como suma directa de F'y un cierto F-subespacio
sumplementario W, muéstrese que F es finitamente generado como A-médulo. Pruébese
la igualdad A = F.

2.49 Sea K un cuerpo, A un subanillo de K y F' un subcuerpo de K que coincide con el
cuerpo de cocientes de A. Supéngase que K = A[z1,...,xn] con cada z; algebraico
sobre F. Mostrar que existe algin s € A, s # 0, para el que K es un A[l/s]-médulo
finitamente generado. Usando el ejercicio anterior, probar que F' = A[1/s]. Demostrar
que s pertenece a todo ideal primo no nulo de A.

2.50 Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = Flz1,...,Zn].

a) Demostrar que los z; son algebraicos sobre F. [Indicacién. Razonar por reduc-
cién al absurdo y formar un subconjunto S maximal entre los subconjuntos de
{z1,...,zn} que son algebraicamente independientes. Comprobar que en F'[S] la
interseccién de todos los ideales maximales es (0) y aplicar el ejercicio precedente].

b) En el caso en que F sea un cuerpo algebraicamente cerrado, jqué puede decirse
del cuerpo K del apartado anterior?.

¢) Mostrar que en el dlgebra de polinomios F[X7,..., Xn] todo ideal maximal tiene
codimensién finita sobre F.

Los apartados (a) y (b) de este ejercicio constituyen la versién algebraica de la
forma débil del teorema de los ceros de Hilbert.
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