Departamento de Algebra,
Geometria y Toplogia.
Universidad de Malaga

Ejercicios de &lgebra’
Cuarto curso (2003/04)

Relacion 11.
Anillos y médulos de longitud finita

Profesor de la asignatura:

José Antonio Cuenca Mira

1Los anillos seran siempre supuestos conmutativos y unitarios, salvo mencién expresa
en sentido contrario. Asimismo, se supondré que los homomorfismos entre ellos conservan
las unidades. Ademds, a través de esta serie de relaciones de ejercicios, los anillos se
supondran no nulos, si bien este hecho se recalcard explicitamente en algunos lugares.
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Sea x una caracteristica de Euler—Poincaré definida en una clase de
A-médulos y
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una sucesion exacta tal que y estd definida en cada uno de los M;.

Demostrar que
n+1

> (=1)'x(M;) = 0.

i=0
Sea x una caracteristica de Euler—Poincaré definida en una clase I" de
A-médulos. Supdngase que
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es una cadena de A-submédulos tales que cada M;/M;.1 pertenece a
I'. Entonces M € T'y se verifica

n—1

X(M) =" x(M;/M; ).

=0

Sea M # 0 un A-médulo en el que cada uno de los elementos de
Endy4 A es nilpotente o inversible. Demostrar que M es indescompo-
nible. Mostrar que en el caso en que M es de longitud finita dicha
propiedad caracteriza a los A-mdédulos indescomponibles.

Sea M un A-médulo y N un submdédulo suyo tal que M/N es de
longitud finita. Sea a € A tal que la aplicacién de multiplicacién
Yo : M — M es inyectiva y el A-médulo M/(a)M de longitud finita.
Demostrar que entonces N/(a)N es también de longitud finita y se
satisface ademas la igualdad

[(N/(a)N) = U(M/(a)M).

Sea M un A-médulo no nulo. Se dice que es simple si sus Unicos
submédulos son 0 y el total. Se dice que es completamente reducible
cuando admite por sumando directo a cada uno de sus submdédulos.

(a) Demostrar que un A-médulo no nulo es completamente reducible
si y s6lo si es suma directa de submédulos simples. [Indicacién.
Para ver que el médulo completamente reducible M se escribe
como suma directa de submddulos simples, empezar demostran-
do que cualquier submédulo no nulo N de M contiene algin
submodulo simple. Para ello considerar un elemento no nulo x
de N y un submdédulo T' de Ax maximal entre los submédulos que
no contienen a . Sea T” un submddulo de M tal que M = T®T".
Mostrar que Az N'T" es médulo simple].



(b) Comprobar que un A-médulo completamente reducible tiene lon-
gitud finita si y sélo si es finitamente generado.
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