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1Los anillos seran siempre supuestos conmutativos y unitarios, salvo mencién expresa
en sentido contrario. Asimismo, se supondré que los homomorfismos entre ellos conservan
las unidades. Ademds, a través de esta serie de relaciones de ejercicios, los anillos se
supondran no nulos, si bien este hecho se recalcard explicitamente en algunos lugares.
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Teorema de los ceros

Sea F' un cuerpo algebraicamente cerrado. Demostrar que el conjunto
de los ideales maximales de F[X7, ..., X,] coincide con el de aquéllos
que son del tipo (X1 — 21,..., X, — Zy).

Sea F' un cuerpo algebraicamente cerrado y .S un subconjunto de
F[Xy,...,X,]. Comprobar que existe alguna raiz comuin a todos los
polinomios del conjunto S si y sélo si el ideal generado por dicho
conjunto es propio.

Sea A un anillo noetheriano, B una A-dlgebra de generacién finita
y G un grupo finito de automorfismos de dicha A-algebra. Sea B¢
el conjunto de todos los elementos de B que quedan fijos por cada
uno de los automorfismos de G. Mostrar que la A-dlgebra B es de
generacién finita.

Sea K un anillo finitamente generado (esto es, finitamente generado
como Z-algebra) que es un cuerpo. Demostrar:

(a) La caracteristica de K es prima.

(b) K es un cuerpo finito.

Demostrar que toda dlgebra A finitamente generada sobre un cuerpo
F, que tiene un tnico ideal primo, es finito-dimensional.

Sea F un cuerpo, A y B F-algebras, con B de generacién finita y
f A — B un homomorfismo de F-algebras. Demostrar que para
todo ideal maximal n de B el ideal f~!(n) es también maximal.

(Teorema de los ceros, forma débil en caso no numerable) Sea F' un
cuerpo algebraicamente cerrado de cardinal infinito no numerable y
K un cuerpo que es extensién de F' y esta finitamente generado como
F-élgebra. Demostrar que K = F argumentando por reduccién al
absurdo de la siguiente manera: suponer ¢ € K con t ¢ F y considerar

el conjunto
1
SZ{ :aEF}
t—a

mostrando que los elementos de S son F-linealmente independientes;
llegar entonces a contradiccion comprobando que la dimensién de K
como F'-espacio vectorial es a lo sumo numerable.

Sea F' un cuerpo, B una F-ilgebra de generacion finita y A una
subdlgebra de B. Sea m un ideal maximal de B. Comprobar que
m N A es un ideal maximal de A.

Sea A un dominio de integridad y g un ideal primo de A[X] tal que
qN A = 0. Demostrar que g = 0. [Indicacién. Mostrar primero la
validez del enunciado en el caso en que A es un cuerpo].
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Sea A un anillo y q un ideal primo de A[X]. ;Qué puede decirse del
ideal q N A?

Usar el ejercicio anterior para demostrar que, si p es un ideal primo
minimal del anillo A, su extensiéon q es un ideal primo minimal de
AlX].

Sea m un ideal maximal de un anillo de polinomios en n indetermi-
nadas F[X1,...,X,] y con coeficientes en un cuerpo F. Demostrar
que m puede generarse por n elementos.

Sea K un cuerpo y A un subanillo de K. Mostrar que el cuerpo de
cocientes F' de A puede identificarse a un subcuerpo de K. Supdngase
que K es finitamente generado como A-mdédulo. Descomponiendo K
como suma directa de F' y un cierto F-subespacio suplementario W,
muéstrese que F es finitamente generado como A-mdédulo. Pruébese
que A=F.

Sea K un cuerpo, A un subanillo de K y F un subcuerpo de K
que coincide con el cuerpo de cocientes de A. Supdngase que K =
Alxy,...,zp] con cada z; € K algebraico sobre F. Mostrar que existe
un s € A, s # 0 para el que K es un A[1/s]-médulo finitamente gene-
rado. Usando el ejercicio anterior probar que F' = A[1/s]. Demostrar
que s pertenece a todo ideal primo no nulo de A.

(a) Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F[z1,...,zy).
Demostrar que los z; son algebraicos sobre F' razonando por re-
duccién al absurdo, formando un subconjunto S maximal entre
los subconjuntos de {z1,...,2,} que son algebraicamente inde-
pendientes, comprobando que en F'[S] la interseccién de todos
los ideales maximales es (0) y aplicando el ejercicio anterior.

(b) Mostrar que en el dlgebra de polinomios F[Xj,...,X,] todo
ideal maximal es de codimensién finita sobre F'.

(a) Sea A un anillo noetheriano en el que para toda A-algebra finita-
mente generada B y cualquier ideal maximal m de B se tiene que
B/m estd finitamente generado como A-médulo. Demostrar que
todo ideal primo p de una A-algebra finitamente generada B es
interseccién de los ideales primos q de B que lo contienen y para
los que B/q es de generacién finita como A-mddulo. [Indicacién.
Mostrar que basta comprobar la veracidad de la afirmacién en
el caso en que A es dominio de integridad y p coincide con el
ideal cero. En el supuesto que éste sea el caso, tomar la imagen
inversa por el homomorfismo canénico de un ideal maximal m de
B, para mostrar que para todo elemento no nulo x de B existe
algtin ideal primo q de B que no lo contiene].

(b) Usar el apartado anterior para demostrar que todo anillo de po-
linomios F[Xy,...,X,] con coeficientes en un cuerpo F' es un
anillo de Jacobson.

Sea A un subanillo del anillo B. Supéngase que B es un cuerpo, que
es de generacién finita como A-dlgebra.



(a) Demostrar que existe entonces algin elemento s € A, s # 0 tal
que A es un cuerpo y B es extension finita de Aj.

(b) Supdngase L un cuerpo algebraicamente cerradoy f: A — L
un homomorfismo tal que f(s) # 0, para s un elemento en las
condiciones del apartado anterior. Mostrar la existencia de algin
homomorfismo g : B — L que extiende a f.

(¢) Mostrar que, si ademds A es un anillo de Jacobson, entonces A
es un cuerpo y B es una extension finita de A.

9.18 Sea A un anillo. Demostrar la equivalencia de las afirmaciones si-
guientes:

(a) A es de Jacobson.

(b) Cualquier A-dlgebra B de generacién finita, que sea un cuerpo,
estd también finitamente generada como A-mdédulo.

[Indicacién. Para demostrar (b)=-(a), considerar B = A/p para p
un ideal primo no maximal de A y un elemento 2 + p de B = A/p
que es distinto de la clase cero. Descartar el caso en que B, p es un
cuerpo y mostrar la existencia de algin ideal maximal m de A tal que

9.19 Sea A un anillo de Jacobson y B una A-élgebra finitamente generada.
Demostrar que B es anillo de Jacobson.
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