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9. Teorema del elemento primitivo

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

Sea F' un cuerpo infinito y K/F una extensién finita y propia del cuerpo F. Demostrar
que el grupo K*/F* es infinito.

Sea K/F una extensién separable de grado finito n. Demostrar que si o1,...,0p, son
las distintas inmersiones de K en una clausura algebraica de dicho cuerpo que inducen
la identidad sobre F'y si x € K es tal que o;(x) # o;(x) para i # j, entonces x es un
elemento primitivo de la extensién.

Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F(z1,...,2n) y con cada z; con
cuadrado en F. Suponer F' de caracteristica distinta de 2 y [K : F] = 2™. Demostrar
que x =1 + -+ + p, es un elemento primitivo de la extension.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos tal que K = F(z1,...,Zn,y), con cada
z; separable sobre F. Comprobar que la extensién K/F es mondgena.

Sea 2/ F una extensién separable. Supdéngase que cualquier polinomio irreducible h €
F[X] tiene alguna raiz en 2. Demostrar que 2 es una clausura algebraica de F.

Sea K/F una extensién finita y separable de un cuerpo infinito. Supongamos que z,y €
K son tales que K = F(z,y). Sean f(X) y g(X) los polinomios irreducibles de z e y.
Supongamos que
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son descomposiciones de f y g en una clausura algebraica de K. Témese ¢ € F', ¢ # 0
y distinto de cada uno de los elementos (y; —y)/(x —x;), (i #1). Seaz =y +cxry
h(X) = g(z — ¢X). Demostrar que el méximo comun divisor de f y h en F(z)[X] es
X — z. Obtener de aqui el teorema del elemento primitivo.

Sea K/F una extensién separable y {Kn}>2 ; una sucesién estrictamente creciente de
subcuerpos de K que son extensiones finitas de F'y tales que Ko = F'y US),O:O K, =K.
Demostrar que [K : F] = 2%0. Obtener de aqui el resultado del ejercicio 0. 3.
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