Problemas de Topologia General. Relacion 6

1. Probar que un espacio topologico X es Hausdorff si y sélo si la diagonal A(X) =
{(z,z), v € X} es un cerrado de X x X.

2. Ejemplo de espacio Hausdorff no reqular. En R consideramos la siguiente familia de

subconjuntos:
T=7U{QUSH, O}

donde 7 es la topologia usual en R.
(a) Demostrar que 7 es una topologia y que (R,7) es Hausdorff.
(b) Demostrar que (R,7) no es regular (Indicacion: Véase que R — Q es un cerrado

en 7 y que no puede separarse por abiertos de ningin punto).
3. (a) Demostrar que todo subespacio de un espacio regular es regular.

(b) Demostrar que el producto de un nmero finito de espacios no vacios es regular si y

solo si lo es cada uno de ellos.
4. Demostrar que todo espacio compacto Hausdorff es normal.
5. Demostrar que todo subespacio cerrado de un espacio normal es normal.

6. Sea F' cerrado de un espacio normal X .
(a) Demostrar que toda aplicacién continua f: F' — R™, n > 2, se extiende a X .
(b) Demostrar que toda aplicacién continua g: FF — S™, n > 1, se extiende a un

abierto U que contiene a F'.

7. Demostrar que todo espacio conexo y normal con mas de un punto es no numerable

(Indicacion: Utilizar el Lema de Urysohn).

8. Ejemplo de espacio reqular no normal. Consideremos el subconjunto de R?,
A= {(z,y) eR*y >0}

con la topologia 7 que tiene por base a los abiertos de la topologia usual inducida por

R? junto con los conjuntos

B((z,y);9) U{(z,0)}, (z,9) € A.

(a) Demostrar que (A, 7) es regular.
(b) ¢ Qué topologia induce 7 en el eje x?
(¢c) Demostrar que (A,7) no es normal comprobando que los cerrados Q x {0} y

R — Q x {0} no pueden separarse por abiertos.



