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PREFACIO

Cuando un matemaético comenta a qué se dedica, tras la habitual ex-
presion de sorpresa suele venir un comentario del tipo ”vaya, pues si que
debes ser bueno con los nimeros...”. Y no es extrano, porque lo cierto
es que hasta hace poco las matemadticas se ocupaban casi en exclusiva
de problemas relacionados con las cantidades, tratando las propiedades
cualitativas, no dependientes de las magnitudes pero que permiten sin
embargo diferenciar objetos entre si, como una simple curiosidad.

La Topologia es la parte de las matemadticas que se ocupa de este
tipo de propiedades que hemos dado en llamar cualitativas. El siguiente
péarrafo es la introduccién del articulo en el que el gran matematico
Leonard Euler da la solucién del famoso problema de los Puentes de
Konigsberg en 1726, y que consiste en dar una condicién necesaria y
suficiente para que una grafica pueda ser trazada con una linea continua
recorriendo cada arista una sola vez. Este articulo se considera como el
primer trabajo de Topologia.

“Ademds de esa parte de la geometria que trata de las magnitudes
y que desde siempre ha sido cultivada con mucho celo, existe otra com-
pletamente desconocida hasta nuestros dias, de la que Leibniz hablo por
primera vez y que llama “Analysis Situs”. Segin él, esta parte de la
geometria se ocupa de determinar solamente la posicion y buscar propie-
dades que resulten de esta posicion; en este trabajo no es necesario con-
siderar las magnitudes por st mismas, ni calcular; pero aun no estd muy
bien establecido cudles son los problemas de este tipo que pertenecen al
“Analysis Situs” y cudl es el método que hay que utilizar para resolverlos;
es por lo que, cuando recientemente se me presento un problema que pa-
recia ligado a la geometria ordinaria, pero cuya solucion no dependia de
las magnitudes ni del cdlculo de las cantidades, no dudé en relacionarlo
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con el “Analysis Situs”, tanto por las consideraciones de posicion que
unicamente entran en la solucion, como porque el cdlculo no interviene
para nada. Por tanto he creido til expresar aqui, como un ejemplo de
“Analysis Situs” el método que he encontrado para resolver los problemas
de este género”

L. BEuler, 1735

Sin embargo, fue el desarrollo del calculo infinitesimal lo que puso de
manifiesto la necesidad de obtener definiciones precisas para nociones ta-
les como cercania o continuidad, lo cual desembocé a principios del siglo
XX en la obtencién del concepto de espacio topoldgico. En este nuevo
contexto cobran su auténtico significado esas propiedades que hasta el
momento habian sido tratadas de una forma vaga.

Actualmente, todas las ramas de las matematicas estdn impregnadas
de conceptos topoldgicos y, aunque éstos se presentan con diferentes for-
mas segun el contexto, es muy recomendable que cualquier matematico
sepa reconocerlos e interpretarlos con los fundamentos y el lenguaje de

la Topologia General.

En este tratado se hace una introducciéon de los conceptos y pro-
piedades basicas de la Topologia, intercalando comentarios y ejemplos,
principalmente geométricos, que los motiven y justifiquen de forma in-
tuitiva. Con este esquema se pretende que un lector no iniciado en la
Topologia General obtenga una visién constructivista de toda la teoria,
sin obviar la relacién que las ideas introducidas tienen en otras ramas
de las matematicas. Se supondré que el lector estd familiarizado con los
conceptos y propiedades basicas de la recta real, tales como intervalos,
valor absoluto, cotas, supremo, infimo, mdzximo, minimo, etc.

La materia aqui presentada puede servir como base para el desarrollo
de un primer curso de Topologia General, materia obligatoria en los ac-
tuales planes de estudios de matematicas de las universidades espafolas.
Esta desarrollada de una forma exhaustiva y detallada, aunque procu-
rando ilustrar los conceptos introducidos con comentarios, ejemplos y
contraejemplos que hagan regresar al lector a situaciones méas concretas.

Se ha dividido en tres bloques.
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El primero consta de cuatro capitulos, y trata de los espacios to-
poldgicos en si y cémo resuelven los principales retos que dieron lugar a
su definicién. En el primer capitulo se da la definicién de espacio topolégi-
co asi como sus primeras propiedades y construcciones asociadas. Como
un ejemplo fundamental y motivador se estudia la topologia asociada
a un espacio métrico. En el segundo se ve cémo definir una topologia
en un subconjunto cualquiera de un espacio topoldgico. En el tercero se
axiomatiza el concepto de proximidad, definiendo la continuidad de apli-
caciones y la convergencia de sucesiones. En el capitulo cuarto se asocia
una topologia al producto cartesiano de conjuntos y al conjunto cociente

por una relaciéon de equivalencia.

El segundo gran bloque trata de las propiedades topoldgicas. El
capitulo cinco trata de los axiomas de contabilidad y separacion, cu-
ya principal importancia radica en que los espacios que no los verifican
tienen malas propiedades, principalmente en cuanto a la convergencia de
sucesiones. En el capitulo seis se generaliza la idea intuitiva de que un
espacio sea “de una sola pieza” de dos formas diferentes, mediante los
conceptos de conexidad y conexidad por caminos. En el capitulo siete se
introduce la nocién de compacidad.

Por ltimo, se presentan dos apéndices que recuerdan conceptos y
resultados de la teoria de conjuntos y de espacios métricos que seran de
utilidad.

Aunque la notacién que se utiliza a lo largo de todo el texto se apro-
xima mucho a la habitual de cualquier obra de matematicas, se aconseja
al lector, sobre todo en lo referente a teoria de conjuntos y espacios
métricos, que en caso de duda consulte previamente estos apéndices.






Capitulo 1

Espacios Topolégicos

Este primer capitulo se centrara en el concepto de espacio topoldgico,
fundamento principal de la Topologia General. Se presentaran ejemplos
ilustrativos, dedicando una atencién especial a la topologia asociada a

un espacio métrico.

1.1. Definicion y ejemplos

El concepto de espacio topoldgico nacié debido a la necesidad de
formalizar nociones tales como cercania o continuidad. Los mateméticos
dedicados a esta labor observaron que para hablar de proximidad en
la recta real era suficiente trabajar con una familia de subconjuntos,
que denominaron abiertos. Extrajeron las principales propiedades de esa
familia, que son las siguientes:

- La union arbitraria de abiertos es un abierto

- La interseccién finita de abiertos es un abierto

y llegaron a la conclusién de que, dado un conjunto cualquiera, los sub-
conjuntos que merecen ser denominados abiertos son los que verifican
esas propiedades. Como estos subconjuntos permiten definir conceptos
relacionados con la forma, llamaron topologia (= ciencia de la forma) a
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la rama de las matematicas que estudia los conjuntos a través de sus

subconjuntos abiertos.

Adems4s, extendieron el nombre de topologia para denominar la es-
tructura que se debe asociar a un conjunto para trabajar en este sentido.

Definicién 1.1.1 Dado un conjunto X, un subconjunto 7" de la partes
de X se dird una topologia sobre X cuando verifique las tres siguientes
propiedades:

T1. El conjunto vacio y X pertenecen a T
T2. Cualquier unién de elementos de T pertenece a T'.

T3. Cualquier interseccién de dos elementos de T pertenece a T

Los elementos de una topologia se llamaran abiertos. Ademas, si T
es una topologia sobre el conjunto X, se dird que el par (X,T) es un
espacio topoldgico, o simplemente que X es un espacio topoldgico si la
topologia se sobrentiende.

Cabe destacar que la propiedad T3 equivale a que la interseccion
finita de abiertos sea un abierto.

Ejemplo 1.1.1 Una forma de asociar una topologia a cualquier conjun-
to X es definir Ty = {0, X }. Esta es la denominada topologia indiscreta
(o trivial).

Ejemplo 1.1.2 Otra manera es definir la topologia discreta por Tp =
P(X), esto es, el conjunto de las partes de X. Es interesante el hecho de
que la topologia discreta es la tnica en la cual todos los subconjuntos

unitarios son abiertos.

Las topologias anteriores suelen ser ttiles a la hora de encontrar con-
traejemplos, pues son opuestas en el sentido de que la topologia discreta
tiene muchos abiertos (todos los subconjuntos de X) y la indiscreta muy

pocos (s6lo los que exige la definicién de topologia).
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Ejemplo 1.1.3 Dado un conjunto X y un subconjunto Y C X, se define
la topologia de superconjuntos de Y por

TV ={ACX /Y CAyU{b}

Ejemplo 1.1.4 Fijado también un subconjunto Y de X, se define la

topologia de subconjuntos de Y por
Ty ={ACX/ACY}U{X}

Obsérvese que si Y = X entonces TY =Ty Ty =Tp, ysiY =0
entonces TY = Tp y Ty = T;. En consecuencia, cuando hablemos en
adelante de estas topologias supondremos que § # Y # X.

Ejemplo 1.1.5 La topologia cofinita sobre un conjunto X se define por
Teof ={AC X /| X — Aes finito} U {0}
Es fécil comprobar que Teor = {X — B / B C X y Bes finito} U {0}.

Si X es un conjunto finito, entonces la topologia cofinita sobre X
coincide con la discreta, con lo cual pierde todo su interés.

Ejemplo 1.1.6 Veamos por ultimo cémo asociar una topologia a un
espacio métrico (ver Apéndice B), para lo cual tendrdn un papel mds
protagonista las bolas abiertas que las cerradas.

Dado un espacio métrico (X, d), la topologia asociada a la métrica d se

define como el siguiente subconjunto de las partes de X:
T;={AC X / para todo x € A existe ¢, € R" con B(x,e,) C A}

donde R* denota el conjunto de los niimeros reales positivos.

Efectivamente (X,T;) es un espacio topoldgico. El vacio y el total son
claramente abiertos. Ademés, si {A;};c; es una familia de abiertos en-
tonces todo punto x de U A; pertenece a algin A;,, con ig € I. Por
il
definicién de Ty, existe ¢, € RT tal que B(z,e,) C A;, C U A;, y por
iel
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tanto U A; es abierto. Por ultimo, si A1, Ay € Ty entonces para todo
i€l

x € A1 N Ay se tiene que € A y & € Ay, luego existen 1,65 € RT

tales que B(z,e1) C Ay y B(x,e2) C Ay. Tomando e, = min{e1,ea} se

tiene que B(z,e,) C A1 N Ay, y por tanto Ay N As es abierto.

En particular, la topologia asociada a la distancia usual de R™ se

denomina topologia usual.

Como cabia esperar, las bolas abiertas son abiertos de la topologia
asociada a una métrica. Para probarlo, dado y € B(x,¢) basta tomar
ey = ¢ —d(z,y) v Bly,ey) C B(z,€), pues si z € B(y,e,) entonces
d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) + e, = d(z,y) + (¢ —d(z,y)) =&

Obsérvese que no todas las topologias estan asociadas a alguna métri-
ca. Es decir, dado un espacio topoldgico (X,T) no siempre existe una
métrica sobre X de forma que T; = T. Cuando si se cumpla esta pro-
piedad diremos que (X, T') es un espacio topoldgico metrizable, o simple-
mente que T es una topologia métrica.

Ejemplo 1.1.7 Todo espacio discreto (X, Tp) es metrizable. Basta con-
siderar la métrica trivial d; sobre X, que asigna distancia 1 a cualquier
pareja de puntos distintos, para que Ty, = Tp.

Ejemplo 1.1.8 Si X es un conjunto no vacio ni unitario, el espacio

indiscreto (X,T7) no es metrizable. Si existiese una métrica d tal que

Ty = Ty, como las bolas abiertas son abiertos no vacios y el inico abierto

no vacio en 77 es el total, ocurriria que B(x,e) = X para todo z € X y

todo € > 0. Pero entonces, dado un punto y de X distinto de x, ocurriria
d(z,y)

que y ¢ B(x, =5%) = X, lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, es posible que dos métricas generen la misma topologia.
En este caso se dird que ambas métricas son equivalentes. Una muestra
de esta situacion se verd més adelante (Ejemplo 1.4.14).

En ocasiones puede ocurrir que, dadas dos topologias sobre un mismo
conjunto, todos los abiertos de una topologia lo sean también de la otra.
En este caso, la topologia con mas abiertos distinguird mejor los puntos
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del espacio. Esto se puede observar intuitivamente en el ejemplo extremo
de la topologia indiscreta, para la cual todos los puntos del espacio “se

comportan igual”. La formalizacién de esta intuicién es la siguiente:

Definicién 1.1.2 Dadas dos topologias T y T” sobre un conjunto X, se
dird que T es menos fina que T’ (o T' mds fina que T) cuando T C T".

Asi, dado un conjunto X, la topologia discreta serd siempre la maés
fina de todas las topologias posibles sobre X, y la indiscreta la menos
fina. El Ejemplo 1.4.13 que veremos més adelante también ilustra esta
situacién.

1.2. Bases de abiertos

A la hora de trabajar en un espacio topoldgico con la idea de pro-
ximidad, parece 16gico que uno pueda reconocer los abiertos mas “pe-
quenos”’ que contienen a un punto. Para ello es fundamental el concepto

que se introduce a continuacién.

Definicién 1.2.1 Dado un espacio topolégico (X,T), se dice que un
subconjunto B de T es base de abiertos cuando todo elemento de T se
puede poner como unién de elementos de B.

Si B es una base de abiertos en un espacio topoldgico (X, T'), también
se dird que B es una base de la topologia T.

Como cualquier abierto se puede expresar como unién de abiertos
bésicos, va a ser posible en muchas ocasiones trabajar inicamemte con
estos ultimos, lo cual simplificard los cdlculos.

Por otro lado, observando la anterior definicién, nos damos cuenta
de que en cualquier espacio topoldgico la propia topologia constituye
una base. Sin embargo esto no aporta gran cosa, pues lo interesante es
obtener siempre que sea posible una base minimal, es decir, contenida
en cualquier otra base.
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Nota 1.2.1 Antes de entrar en ejemplos particulares que nos ayuden
a comprender la anterior definicion, hagamos alguna consideracion ge-
neral. Como todo abierto debe ponerse como union de abiertos bdsicos,
si pretendemos que un subconjunto B de una topologia T sea base de
abiertos, es claro que todos los subconjuntos unitarios que sean abiertos
deben pertenecer a B. Ademds, si algun punto pertenece unicamente al
abierto X entonces el conjunto total debe ser un elemento de B. Por ulti-
mo, hacemos notar que el conjunto vacio siempre puede expresarse coma
unidn vacia de elementos de B y por tanto mo tiene por qué pertenecer
a ninguna base () = U B;).
i€

Ejemplo 1.2.1 Como todos los conjuntos unitarios que sean abiertos
deben estar en cualquier base, se tiene que B = {{z} /x € X} es una
base minimal de la topologia discreta sobre un conjunto X.

Ejemplo 1.2.2 Es evidente que B = {X} es la tnica base de la topo-
logia indiscreta distinta de la propia topologia.

Ejemplo 1.2.3 Fijado un subconjunto Y de un conjunto no vacio ni
unitario X, una base minimal de la topologia de superconjuntos de Y es

B={Y}u{Yu{z}/zeX-Y}

Vamos a comprobarlo en este ejemplo, aunque en los posteriores se
dejard como ejercicio para el lector.

- Claramente B C T.

- Si A es abierto no vacio entonces Y C A,y A=Y U U Yu{z}
T€A-Y
es unién de abiertos basicos.

- Si B es otra base de TY entonces B C B, pues ningtin elemento
B € B puede ponerse como unién de abiertos estrictamente conte-
nidos en B.

Ejemplo 1.2.4 Si sobre X consideremos ahora la topologia de subcon-
juntos de Y, entonces B = {X}U{{y} / y € Y} es una base minimal.
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Ejemplo 1.2.5 Cuando en un conjunto infinito X consideramos la to-
pologia cofinita es imposible hallar una base minimal. Dado un abier-
to B = X — {z1,22,...,x,} de una base cualquiera B de T,,s, enton-
ces tomando dos puntos distintos 41, Tn+2 ¢ {z1,...,2n} podemos
considerar dos nuevos abiertos By = X — {x1,...,&n,Tpy1} y B2 =
X — {21, ..., Tpn, Tpyo} de forma que B = By U Bs. Se obtiene as{ una
base B’ = (B — {B}) U{Bi, B2} que no contiene a B.

Usando esta idea y un proceso inductivo, tenemos la siguiente colec-
cién de bases no triviales de la topologia cofinita:

Bo = Teor —{X, 0}, pues X = (X — {z1}) U (X — {x2}) si x1 # 2.

By =By —{X—{z} )z e X}, pues X —{z} = (X — {x,21:}) U
(X —{x,x2}) sixy #£ 2o y 21 # X # X9.

By = By — {X — {x1,22} / x1,20 € X}, pues X — {x1,22} =
(X —{z1, 20,23} )U(X —{x1, 22, 24}) Si 3 # T4y 3,24 & {71, T2}

B, =B,-1—{X —{x1,29,...,2,} / z; € X}, paran € N.

Sin embargo no estd claro cudndo detener este proceso, y por otro
lado ninguna base mejora sustancialmente la anterior. En consecuencia,

en la topologia cofinita se suele considerar como base B = T, — {0}.

Ejemplo 1.2.6 La definicién de topologia métrica garantiza que pa-
ra todo subconjunto abierto A de un espacio métrico y todo punto x
de A existe una bola abierta B(z,e;) contenida en A. Entonces A =

U B(x, ),y como esto se ha hecho para un abierto arbitrario y ademés

z€A
las bolas abiertas son abiertos, se concluye que el conjunto de las bolas

abiertas es una base. Aunque esta base tampoco tiene por qué ser mini-
mal (por ejemplo, en (R, T,) es posible poner cualquier intervalo abierto
como unién de otros distintos de él) es facilmente manejable, y por ello
se suele usar.
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Observando el Ejemplo 1.2.6 anterior, vemos que en espacios métricos
es posible pensar en las bolas, en cierto modo, como elementos de bases.
Usando esta idea, y traduciendo la definicién de topologia métrica a un

espacio topoldgico cualquiera, se obtiene la siguiente caracterizacion.

Proposicién 1.2.1 Sea B una familia de abiertos de un espacio to-
poldgico (X, T). Entonces, B es base de T si y solo si para todo A €T y
todo © € A existe B, € B tal que x € B, C A.

Demostracion:

(=) Sean A € T'y x € A. Por la definicién de base, existe {B;};er C B
tal que A = U B;. Asi, existe igp € I tal que z € B;, C A.
iel
(<) Sea A € T. Por hipétesis, para todo = € A existe B, € B verifi-

cando que = € B, C A. Evidentemente A = U B,.
r€A

|

Hasta ahora en este parrafo hemos partido de un espacio topoldgico

y extraido una familia de abiertos que genera, mediante uniones, a toda

la topologia. Sin embargo, es también posible hacer un proceso inverso.

Para un conjunto X fijado, ciertos subconjuntos de partes de X gene-

ran, mediante uniones, una topologia sobre X. Pero ojo, no todos los
subconjuntos de P(X) tienen esta propiedad.

Proposicién 1.2.2 Sea X un conjunto. Si B es un subconjunto de P(X)

verificando las siguientes propiedades:

(B1) Para todo x € X, existe By, € B con x € By.

(B2) Si By, By € B, para todo v € By N By existe B 5 € B verificando
que x € Bf 5 C B1 N Ba.

entonces los subconjuntos de X que pueden ponerse como uniones de
elementos de B forman una topologia sobre X con base B, que serd de-
nominada topologia generada por B.



1.3. CERRADOS 9

Demostracion:

T1. X = U B,y0= U B; son abiertos.
zeX i€l

T2. Si {A;}ier C T, entonces para todo @ € I ocurre que A; = U By,

Jj€J;
donde todos los B; son elementos de B. Por tanto U A; = U By,
iel keK
donde K = U Ji, y es por tanto unién de elementos de B.
iel

T3. Si A1, Ay € T entonces A, = U B,y As = U Bj, donde todos los

iel jeJ
B, y Bj; son elementos de B. En consecuencia A1 N Ay = (U B)N
i€l
(UB)= |J BBy = U Bf; € T, donde
jeJ i€l, jeJ icl, j€J, z€B;NB;

BY; es el elemento de B existente por (52).

El hecho de que B es base de T se deduce de la propia definiciéon de
la topologia. ]

Ahora podemos considerar un subconjunto de P(X), y si verifica las
propiedades adecuadas serd base de una topologia en X.

Ejemplo 1.2.7 En R, es facil comprobar que B = {[a,b) / a,b € R}
verifica las propiedades exigidas en la Proposicion 1.2.2. Por tanto genera
una topologia, que es denominada topologia de Sorgenfrey o topologia del
limite inferior. Es facil comprobar que la topologia de Sorgenfrey es la
siguiente:

Ts ={A CR /paratodo x € A existe e, > 0 tal que [x,x +¢€,) C A}

1.3. Cerrados

Hay algunas definiciones de espacio topoldgico que no toman como

conjuntos fundamentales los abiertos, sino sus complementarios.
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Definicién 1.3.1 Dado un espacio topoldgico (X,T), un subconjunto
F de X se dird cerrado cuando su complementario sea un abierto.

La familia de todos los cerrados se denotara por C.

Se deja como ejercicio hallar los cerrados en los espacios topolégicos
que se han presentado hasta ahora como ejemplos. Para hacerlo basta
tener en cuenta que, dado un espacio topoldgico (X,T), la familia de
cerradosesC={FCX /X -FeT}.

Sélo resaltar que en las topologias métricas, por la definicién de abier-
to, un subconjunto F' es cerrado si y sélo si para todo z € X — F' existe
e; > 0 tal que B(z,e,) C X — F. Usando esto se puede probar que las
bolas cerradas son cerrados:

Siy ¢ B(x,e) entonces d(z,y) > €, y tomando £, = d(z,y) — €
se verifica que B(y,e,) C X — B(z,¢). Efectivamente, para todo z €
B(y,ey) se tiene que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), de donde d(z,z) >
d(z,y) —d(y, z) > d(z,y) — ey = d(z,y) — (d(x,y) —€) = ¢, y por tanto
z ¢ B(x,¢).

d(x,y)-€

Existe una correspondencia biunivoca entre los subconjuntos de un
conjunto dado y sus complementarios, que aplicada a los espacios to-
poldgicos tiene la siguiente consecuencia.

Proposicién 1.3.1 Un subconjunto de un espacio topolégico es abierto

sty solo si su complementario es un cerrado.
Demostracién:
Basta aplicar que X — (X — A) = A. ]

Teniendo en cuenta que el complementario del vacio es el total y

viceversa, el complementario de una union es la interseccién de los com-
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plementarios y el complementario de una interseccion es la unién de los
complementarios, es claro que el conjunto de cerrados C de un espacio
topoldgico (X, T) verifica las siguientes propiedades:

1. El vacio y el total son cerrados.
2. La interseccion arbitraria de cerrados es un cerrado.

3. La unién finita de cerrados es un cerrado.

Toda topologia estd intimamente relacionada con su familia de cerra-
dos.

Proposicién 1.3.2 Si C es un subconjunto de las partes de X wverifi-
cando 1, 2 y 3, entonces T = {AC X /| X — A € C} es una topologia en

X cuya familia de cerrados es C.

Como ejercicio, uno puede plantearse qué condiciones (del tipo de
las de la Proposicién 1.2.2) debe verificar un subconjunto de P(X), pa-
ra generar mediante intersecciones la familia de cerrados de un espacio

topoldgico.

1.4. Entornos. Bases de entornos

Intuitivamente, se puede pensar en los abiertos de un espacio to-
polégico como en conjuntos que rodean a todos sus puntos. Sin embargo,
hay subconjuntos de un espacio topoldgico que rodean a algunos de sus
puntos, pero no a otros.

Por ejemplo, un intervalo semiabierto (a, b] en R rodea intuitivamente
a todos los puntos = € (a,b), pero sin embargo no rodea a b, pues los
puntos “cercanos” a b por la derecha no pertenecen a (a, b]:

a X b

)

Estas consideraciones dan pie a la siguiente definiciéon:
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Definicién 1.4.1 Se diré que un subconjunto U de un espacio topoldgi-
co (X,T) es entorno del punto x € X si existe un abierto A verificando
quex e ACU.

El conjunto de entornos de un punto z € X se denotard por Ent(x).

Cabe destacar las siguientes propiedades de los entornos de un punto,
que aunque faciles de probar (se deja como ejercicio) deben ser tenidas

muy en cuenta.
Proposicién 1.4.1 Dado un espacio topoldgico (X, T):

a) Un subconjunto de X es abierto si y sdlo si es entorno de todos sus
puntos.

b) Todo punto de X tiene al menos un entorno.
¢) Si U es entorno del punto x, entonces x pertenece a U.

d) Si U es entorno del punto x y U C V. C X entonces V es un
entorno de x.

e) La interseccion de dos entornos de un punto x es también un en-

torno de x.

Ejemplo 1.4.1 En un espacio topoldgico indiscreto el conjunto total es

el inico entorno de cualquier punto.

Ejemplo 1.4.2 En un espacio topoldgico discreto cualquier subconjun-
to es entorno de todos sus puntos, al ser un abierto.

Ejemplo 1.4.3 Si en un conjunto X se considera la topologia de su-
perconjuntos de Y C X, dado 2 € X se tiene que Ent(x) = {U C
X /Yu{z} CU}

Ejemplo 1.4.4 Sien X se define la topologia de subconjuntosde Y C X
entonces Ent(x) ={U C X /xeU}siz €Y, obien Ent(x) = {X} si
x¢Y.
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Ejemplo 1.4.5 En la topologia cofinita el conjunto de entornos de un
punto estd formado exactamente por todos los abiertos que contienen a
ese punto. Por el apartado (a) de la Proposicién 1.4.1, todo abierto que
contiene a un punto es un entorno de dicho punto. Reciprocamente, si U
es un entorno de z existird un abierto A con z € A C U. Pero entonces
X —U C X — A es un conjunto finito, y en consecuencia U es un abierto.

Sobre los entornos en las topologias métricas o en la de Sorgenfrey
no se puede anadir mucho mas que lo que se deduce de la definicion.

Hay un subconjunto de los entornos de un punto que suele ser ttil.

Es el conjunto de los entornos abiertos:

Entp(z)={A€ Ent(z) /] AcT}={AeT /xzec A}

Pero atin es posible afinar més. De forma analoga a lo que ocurria con
las bases de abiertos, es posible obtener una familia de entornos de todo
punto, que seran también llamados bésicos, cuya principal caracteristica
es que se aproximan al punto en todo lo posible.

Definicién 1.4.2 Sea (X,T) un espacio topoldgico y € X. Diremos
que B(z) C Ent(z) es una base de entornos de x cuando para todo
entorno U de z existe V € 3(z) tal que V C U.

Como ocurria con las bases de abiertos, aunque el conjunto de todos
los entornos de un punto es una base de entornos trivial, hay poderosas
razones de economia que aconsejan construir bases de entornos minima-

les, siempre que sea posible.

Nota 1.4.1 Como consideraciones generales, podemos senalar aqui que
si existe un entorno que es el menor que contiene a un punto (es decir,
existe U € Ent(z) tal que todo U' € Ent(x) verifica U C U’) entonces
B(x) = {U} es una base de entornos minimal de x. Ademds, si hay algin
punto que pertenece unicamente al abierto X, la unica base de entornos
de x es f(x) = {X}.
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Ejemplo 1.4.6 En la topologia indiscreta el inico entorno es el conjun-
to total, y por tanto estd claro que f(z) = Ent(x) = {X} es la tnica
base de entornos de cualquier punto z.

Ejemplo 1.4.7 Como en la topologia discreta todos los conjuntos uni-
tarios son abiertos, se tiene que 8(z) = {{z}} es una base de entornos

minimal del punto z.

Ejemplo 1.4.8 Si en un conjunto X no vacio ni unitario consideramos
la topologfa de superconjuntos de Y C X, entonces f(z) = {Y U{x}} es
una base de entornos minimal de x € X.

Ejemplo 1.4.9 Si en X consideremos la topologia de subconjuntos de
Y C X, la base de entornos minimal de un punto z es 5(z) = {{z}} si
x€Y,obien f(z) ={X}siz ¢Y.

Ejemplo 1.4.10 En un conjunto infinito X con la topologia cofinita,
es imposible hallar una base de entornos minimal para ningin punto
(se deja como ejercicio comprobarlo, tomando como referencia lo que
ocurre con las bases de abiertos en esta topologia). Podemos obtener

una coleccién infinita de bases de entornos no triviales para un punto:

,80(330) = {A S Tcof / xg € A} — {X}
Bi(xo) = Bolxo) —{X —{a} Jx € X, z # x0}.
ﬂg(xo) = ,Bl(xo) — {X — {Il,[EQ} / r1,x2 € X, 11 75 x 7é ,IQ}.

pero tampoco aqui sabemos cuidndo parar, ni hay gran mejora en las
bases sucesivas. Por ello, en la topologia cofinita se suele considerar como
base de entornos de un punto la formada por todos los abiertos que lo

tienen como elemento.



1.4. ENTORNOS. BASES DE ENTORNOS 15

Ejemplo 1.4.11 En espacios métricos, una base de entornos que facilita
el trabajo, y que por tanto es la mas usada, es la formada por todas las
bolas abiertas centradas en un punto.

Bz) ={B(x,e) /e €R'}

Aunque no es la tnica, también se pueden considerar como bases de
entornos de x la formada por todas las bolas cerradas centradas en z, la
formada por las bolas abiertas (o cerradas) centradas en x y con radio
racional, o la formada por las bolas abiertas (o cerradas) centradas en x

y con radio %, con n un numero natural, entre otras.

Ejemplo 1.4.12 Por dltimo, dejamos como ejercicio comprobar que
una base de entornos de un punto z € R en la topologia de Sorgen-
frey es B(z) = {[z,x +¢) /e e RT}.

También en este caso se obtienen bases de entornos de x tomando in-
tervalos cerrados, valores inicamente racionales para ¢, o incluso valores
del tipo %

La intima relacién que se intuye entre las bases de abiertos y las
bases de entornos aparece explicitamente en el siguiente resultado, donde
a partir de una base de la topologia se obtiene una base de entornos
abiertos para cada punto y viceversa.

Proposicién 1.4.2 Dado un espacio topoldgico (X, T),

a) Si B es base de T y x € X, entonces (z) ={B € B /x € B} es
una base de entornos abiertos de x.

b) Si para cada punto x € X se tiene una base de entornos abiertos

B(x), entonces B = U B(x) es una base de T
reX

Demostracion:

(a) Como todo abierto que tiene como elemento a z es un entorno
abierto de z, se tiene que §(z) C Entr(x). Ademas, si U € Ent(z)
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entonces, por definicién de entorno, existe A € T tal que v € A C
U. Como B es base de la topologia, por la Proposicién 1.2.1 existe
B, € Btalquez € B, C A C U,y como B, € B(x) queda probado
que [(x) es base de entornos de z.

(b) Sea A € T. Si x € A, por el apartado (a) de la Proposicién 1.4.1
se verifica que A € Ent(x). Por la definicién de base de entornos,

existe U, € B(x) con U, C A, de donde A = U U,.

z€EA
|

Aunque el proceso anterior es general, no siempre aplicdndolo se ob-
tienen bases de abiertos o de entornos 6ptimas. Por ejemplo, si se consi-
dera en (R, T,) la base formada por las bolas abiertas, la base de entornos
de un punto x que aparece esta formada por todas las bolas abiertas que
contienen a x, y es peor (en el sentido de que tiene més elementos) que

la formada sélo por las bolas centradas en x.

El siguiente resultado prueba cémo relacionar topologias sobre un
mismo conjunto si las bases de entornos en ambas topologias verifican

ciertas condiciones.

Proposicién 1.4.3 Sean T y T’ dos topologias sobre un conjunto X,
en las cuales se suponen fijadas bases de entornos 3(x) y B'(x), respec-
tivamente, para cada punto. Si para todo x € X y todo U € B(x) existe
U' € f'(z) tal que U" C U, entonces T es menos fina que T".

Demostracion:

Si A € T entonces, como todo abierto es entorno de todos sus puntos,
para todo z € A existe U, € f(x) con U, C A. Por hipétesis, existe
U, € B'(z) tal que U, C U, C A. Por ser entornos en 7", para cada U,
existe A’ € T" con z € AL, C UL, y se tiene que A = U Al eT.

z€A

Ejemplo 1.4.13 La topologia de Sorgenfrey es mas fina que la usual.
Para probarlo basta considerar como bases de entornos de un punto z las
ya conocidas §(z) = {[z,z +¢) /e e RT} y §'(z) = {B(x,e) /e € RT}
y aplicar la Proposicion 1.4.3.
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X-€ X X+€
( )
\ 6 7

Ejemplo 1.4.14 Las topologias asociadas a las métricas euclidea, taxi

y max en R™ coinciden (ver Ejemplos B.2 y 1.1.6). Esto se demuestra
usando la Proposicién 1.4.3 sin méas que considerar como bases de entor-
nos de un punto las formadas por las respectivas bolas centradas en el

punto.

1.5. Conjuntos de puntos notables

Todo subconjunto Y de un espacio topoldgico tiene asociados de for-
ma natural unos conjuntos que clasifican los puntos del espacio en funcién

de su relacién con Y.

Vamos a ilustrar las siguientes definiciones usando un subconjunto

del plano usual.

Yo = B((0,0),1) U B((2,0), %) U{(z,0) /2 €[3,4) U {5+ % /neN}}

En el dibujo hemos representado algunos elementos de Yy por pun-

tos, otros de su complementario por cruces, y los entornos como regiones
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abiertas del plano que contienen a los diferentes puntos, coloreando mas
oscuro las partes del entorno no contenidas en Y. Hemos elegido este
ejemplo porque en los espacios euclideos la intuiciéon se corresponde con
la realidad, y la nomenclatura asignada a los conjuntos de puntos no-
tables representa adecuadamente cada situacién. Pero jmucho cuidado!
Al trabajar en espacios topoldgicos cualesquiera (incluso aunque sean
espacios métricos) hay que razonar siguiendo las definiciones y paso a
paso. El dejarse llevar por la intuicidn sin un razonamiento légico puede

conducir a errores muy graves.

En lo sucesivo en este parrafo supondremos fijado un subconjunto Y
de un espacio topolégico (X, T).

Definicién 1.5.1 Un punto de Y se dird interior de Y cuando tenga un

entorno contenido en Y.

El conjunto de los puntos interiores de Y se denotard por Int(Y) o
también Y. En el ejemplo que hemos planteado Int(Yy) = B((0,0),1) U
B((2,0), 3)-

Definicién 1.5.2 Un punto de X — Y se dird exterior de Y cuando sea
un punto interior de X — Y.

El conjunto de puntos exteriores de Y se denotard Fxt(Y). En nues-
tro ejemplo Ext(Yy) = R? — (B((0,0),1) U B((2,0),3) U {(z,0) / = €
BAUBIUG+ L/ neN}).

Definicién 1.5.3 Un punto de X se dird frontera de Y cuando todos
sus entornos tengan intersecciéon no vacia con Y y con X — Y.

El conjunto de los puntos frontera de Y se denotard por Fr(Y) o
también 6(Y). En el ejemplo, Fr(Yy) = S} U ST U {(x,0) / x € [3,4] U
{5}U{5+21 /neN}}, donde S} representa la circunferencia centrada

en (2i,0) con radio para i € {0,1}.

1
i1’

Definicién 1.5.4 Un punto de X se dird clausura (o adherente) de Y

cuando todos sus entornos tengan interseccién no vacia con Y.



1.5. CONJUNTOS DE PUNTOS NOTABLES 19

El conjunto de puntos clausura de Y se denotard por Cl(Y') o también
Y. En nuestro ejemplo CI(Yy) = B((0,0),1) UB((2,0), 1) U{(,0) / x €
[3,4u{5tu{s+1/neN}}.

Definicién 1.5.5 Un punto de Y se dird aislado de Y si tiene algun
entorno cuya interseccién con Y sea tinicamente ese punto.

El conjunto de puntos aislados de Y se denotard por Ais(Y). En el
ejemplo planteado Ais(Yy) = {(5+ £,0) / n € N}.

Definicién 1.5.6 Un punto de X se dird de acumulacion (o derivado)
de Y si todos sus entornos contienen algin punto de Y distinto de él

mismo.

El conjunto de puntos de acumulacién de Y se denotard por Der(Y)
o también Y. En nuestro ejemplo Der(Yy) = B((0,0),1)UB((2,0), £)U
{(2,0) /z e [3,4U{5}}

Es posible sustituir en las anteriores definiciones entornos por entor-
nos basicos sin que varien los conjuntos que se obtienen. Esto es muy
interesante, pues simplifica los calculos en la mayoria de los casos. Adin
a riesgo de ser un poco pesados, vamos a enunciar explicitamente ese
resultado, dejando la demostracién como ejercicio.

Proposicién 1.5.1 Si en (X,T) hay fijada una base de entornos (3(z)
para cada punto:

Int(Y)={yeY /existe U € B(y) conU C Y}.

Ext(Y)={x e X =Y /existeU € f(x) conU C X —Y}.
Fr(Y)={z € X JUNY £0 £ UN(X-Y) para todo U € B(z)}.
CUY) = {z € X / todo U € B(z) verifica UNY # 0}.
Ais(Y)={yeY JexisteU € B(y) con UNY = {y}}.

Der(Y)={z € X /todo U € B(x) verifica (U—{z})NY # 0}.
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Antes de estudiar algunos casos particulares que sirvan de ejemplo
veremos algunas propiedades que, ademéds de aclarar conceptos, pueden
ser utilizadas para calcular conjuntos de puntos notables sin acudir a la

definicién.
Proposicién 1.5.2

a) Int(Y) = U A.
AET, ACY

b) Int(Y) es el mayor abierto contenido en'Y.
¢) Y es abierto siy sdlo si Int(Y) =Y.

d) Ext(Y) =Int(X =Y.

e) Fr(Y)=Fr(X -Y).

f) Int(Y)UEzt(Y)UFr(Y) = X, con Int(Y)NExt(Y) =0, Int(Y)N
Fr(Y)=0y Ext(Y)NFr(Y)=0.

(
g) Fr(Y)=0 siysdlosiY € TNC.
Y 0.
(Y) U Der(Y), con Ais(Y) N Der(Y) = 0.
(| F.

FeC,YCF

h) CUY) =Int(Y)UFr(Y), con Int(Y) N Fr(Y)

Y)
i) Cl(Y) = Ais
j) Cl(Y) =
k) CI(Y) es el menor cerrado que contiene a Y.
1) Y es cerrado siy sdlo si CI(Y) =Y.
m) En una topologia métrica, x € CI(Y') si y sdlo si d(xz,Y) = 0.
n) SiY es un conjunto unitario entonces Ais(Y) =Y.
Demostracién:

(a) (C) Siz e Int(Y) existe U € Ent(x) tal que U C Y. Por defini-
cién de entorno, existe A € T tal que x € AC U C Y, y por

tanto x € U A.
AET, ACY
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=)

Sixe U A, existe un abierto A, tal que v € A, C Y.
A€ET, ACY
Asi, A, € Ent(x) y A, CY, de donde z € Int(Y).

(b) Consecuencia inmediata del apartado (a) anterior.

(c) Consecuencia inmediata del apartado (b) anterior.

(d) Consecuencia evidente de la definicién de exterior.

(e) Consecuencia inmediata de la definicién de frontera.

(f) Evidentemente Int(Y)UEzt(Y)UFr(Y) C X. Para el otro conte-
nido, sea x € X. Si para todo U € Ent(z) se verifica que UNY # ()
yUN(X —Y) # 0 entonces x € Fr(Y). En caso contrario, exis-
tird un entorno de x que no interseque a Y, o bien existird un

entorno de x que no interseque a X — Y. Dicho en otras palabras,
x € Ext(Y) 6 x € Int(Y).

El hecho de que los tres conjuntos son disjuntos dos a dos se sigue

evidentemente de su definicién.

(&) (=)

Si Fr(Y) = () entonces, por el apartado (f) anterior, se tiene
que X es la unién disjunta de Int(Y) con Ext(Y). Como
Int(Y)CY y Ext(Y) C X =Y, se deduce que Int(Y) =Y
y Ext(Y) =X =Y, y por tanto Y es abierto y cerrado.

Si Y es abierto y cerrado entonces Int(Y) =Y y Ext(Y) =
X — Y. Aplicando de nuevo (f) se concluye que Fr(Y) =
X—(Int(Y)UEzt(Y)) =X - X =0.

Si 2 € CI(Y) entonces todo entorno de x tiene interseccién
no vacia con Y. Puede ocurrir que exista algin entorno de =
contenido en Y, en cuyo caso z € Int(Y), o bien que todos
los entornos de x intersequen tanto a Y como a X — Y, caso
en el cual z € Fr(Y).

Basta observar que Int(Y) C CI(Y) y Fr(Y) C Cl(Y), cla-

ramente por definicién.
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(i) (Q) Siz € CI(Y) entonces todo entorno de x tiene interseccién
no vacia con Y. Puede ocurrir que exista algiin entorno de
x cuya interseccién con Y sea tunicamente {z}, en cuyo caso
x € Ais(Y'), o bien que todos los entornos de z intersequen a
Y en un conjunto que contenga estrictamente a {z}, caso en
el cual z € Der(Y).
(D) Basta observar que Ais(Y) C CIU(Y) y Der(Y) C CI(Y),

claramente por definicién.

() ClY)=X-Eat(Y)=X-Int(X-Y)=X—-( | A) =

AeT, ACX-Y
N &x-49= (] F

A€T, ACX-Y FeC, FOY

(k) Consecuencia inmediata del apartado (j) anterior.
(1) Consecuencia inmediata del apartado (k) anterior.

(m) Un punto x pertenece a CI(Y) si y sélo si toda bola abierta cen-
trada en z tiene interseccién con Y. Esto es equivalente a que para
todo € > 0 existe un punto y € Y cuya distancia a x sea menor
que ¢. Pero esto quiere decir exactamente que d(z,Y) = 0.

(n) Claramente, la interseccién de cualquier entorno del dnico punto

y€eY conY es {y}.
|

Al definir los conjuntos de puntos notables ya hemos visto un ejem-
plo en el plano que ilustra su calculo. Veamos ahora otros en distintos

espacios topolégicos.

Ejemplo 1.5.1 Consideramos un subconjunto Y de un espacio topolégi-
co discreto X. Sabemos que todo punto z tiene por base de entornos

Bla) = {{z}}.
- Como Y es abierto, Int(Y) =Y = mayor abierto contenido en Y.
- Ext(Y)=Int(X —Y)=X —Y, pues X — Y es también abierto.

-Fr(Y) = X - Y U(X-Y)) = 0, por el apartado (f) de la
Proposicién 1.5.2.
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- Cl(Y)=Y UD =Y, por el apartado (h) de la Proposicién 1.5.2.

- Ais(Y) = Y, pues para todo y € Y existe U = {y} € B(y) con
uny ={y}.

- Der(Y)=Y —Y =0, por el apartado (¢) de la Proposicién 1.5.2.

Ejemplo 1.5.2 Sea ahora Y un subconjunto distinto del vacio y del to-
tal en un espacio topoldgico indiscreto. Recordemos que 8(x) = Ent(x) =
{X} es la tinica base de entornos de un punto x.

- Int(Y) = ) = mayor abierto contenido en Y.
- Andlogamente, Ezt(Y) = Int(X —Y) = 0.

- Como el tnico entorno de un punto es X, que interseca tanto a Y’
como a X — Y, se concluye que F'r(Y) = X. (También, usando el
apartado (f) de la Proposicién 1.5.2, se concluye que que Fr(Y) =
X—-(0up) =X.

- Cl(Y)=0UX = X, por el apartado (h) de la Proposicién 1.5.2.

- En el aislado hay que hacer una distincién. Si Y = {y} es un
conjunto unitario entonces Ais(Y) = {y}, por el apartado (n) de
la Proposicién 1.5.2. Sin embargo, si Y tiene dos o méas elementos
entonces Ais(Y) = (), pues la interseccién de X (tinico entorno de
cualquier punto de Y) con Y es Y # {y}.

- Usando el apartado (i) de la Proposicién 1.5.2, Der(Y) =X - Y
si Y es un conjunto unitario, o bien Der(Y) =X —0 = X si Y no

es unitario.

Ejemplo 1.5.3 Consideremos en R la topologia de superconjuntos de
[0,1), e Y = [0, 5]. Sabemos que B(z) = {[0,1) U {z}} es una base de
entornos minimal para x.

- Como el dnico abierto contenido en Y = [0, %} es (), por el apartado
(b) de la Proposicién 1.5.2 se tiene que Int(Y) = ().
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ningtin abierto no vacfo, sucede que Ext(Y) = Int(R—-Y) = 0.

- Anédlogamente, como R —Y = (—o00,0) U (5, 00) tampoco contiene

- Por el apartado (f) de la Proposicién 1.5.2 se tiene que Fr(Y) =
X—-(0uop) =X.

- Todo entorno de cualquier punto contiene a [0,1), luego interse-
ca a Y en infinitos puntos. Usando las definiciones CI(Y) = R,
Ais(Y) =0y Der(Y) =R.

Ejemplo 1.5.4 En N tomamos la topologia de subconjuntos de {2, 4,6}
y el subconjunto Y formado por los nimeros pares. La base de entornos
minimal de un punto z es §(z) = {{z}} si z € {2,4,6}, o bien B(z) =
{N} siz ¢ {2,4,6}.

- Int(Y) = {2,4,6} = mayor abierto contenido en Y.

- Como N—Y es el conjunto de los naturales impares, no hay ningin
abierto no vacio contenido en N—Y". Asi, Ext(Y) = Int(N-Y) = .

- Fr(Y)=N-({2,4,6} UD) = N—{2,4,6}, por el apartado (f) de
la Proposicién 1.5.2.

- ClIY) ={2,4,6} U (N —{2,4,6}) = N, por el apartado (k) de la
Proposicién 1.5.2.

- Siy € {2,4,6} entonces su unico entorno bdsico es U = {y},
y como UNY = {y} se tiene que y € Ais(Y). En cambio, si
y ¢ {2,4,6} su dnico entorno basico es U = N, e y ¢ Ais(Y) (pues
UNY =Y # {y}). En consecuencia Ais(Y) = {2,4,6}.

- Der(Y) = N—{2,4,6}, por el apartado (i) de la Proposicién 1.5.2.

Ejemplo 1.5.5 Sea ahora la topologia cofinita sobre un conjunto infi-
nito X, e Y un subconjunto de X distinto del vacio y del total. Fijamos
B(z) = Ent(x) = Entp(z) como base de entornos de cada punto x.

Antes de comenzar, debemos hacer una consideraciéon. En la topologia
cofinita un subconjunto distinto del vacio y del total puede ser abierto
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y no cerrado (si su complementario es finito), cerrado y no abierto (si es
finito) o ni abierto ni cerrado (si ni él ni su complementario son finitos),

pero no puede ser abierto y cerrado a la vez.

- Claramente, si Y es abierto entonces Int(Y) = Y. Sin embargo,
si Y no es abierto entonces X — Y no es finito e Int(Y) = 0,
pues si existiese un abierto no vacio X — {z1,...,z,} C Y entonces
X — (X —{z1,..,zn}) ={z1,cc0yzn} DX =Y.

- Usando el razonamiento anterior, si Y cerrado entonces Ext(Y) =
Int(X -Y)=X-Y,yslY no es cerrado entonces Fxt(Y) =
Int(X —Y)=10.

- Por el apartado (f) de la Proposicién 1.5.2

(YU@ X Y L siY €Ty
F?“(Y) = ( ) ,SiY¢T00f6Y¢CCOf
( U ))ZY ,SiYECCOf

- SiY es finito los puntos de X — Y no son adherentes, pues todo
x € X —Y tiene por entorno a U = X —Y que no toca a Y, luego
CIl(Y) = Y. Sin embargo, si Y es infinito, entonces todo entorno
U=X—{x1,...,2,} de cualquier punto tendrd interseccién con
Y,y Cl(Y)=X.

- Si Y es finito entonces para todo y € Y podemos considerar el
entorno U = (X —Y) U {y} verificando U NY = {y}, y por tanto
Ais(Y) =Y. Sin embargo, si Y no es finito entonces todo entorno
X —{z1,...,x,} de un punto y € Y contiene infinitos puntos de Y,
de donde Ais(Y) = 0.

- Por el apartado (i) de la Proposicién 1.5.2,

Y-Y=0 ,siY es finito
Der(Y) = {X =X ,siY esinfinito

Ejemplo 1.5.6 Consideremos en R con la topologia de Sorgenfrey el
subconjunto Y = [0,1). Usaremos 3(z) = {[z,x +¢) / ¢ € R} como
bases de entornos.
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- Int(Y) =Y, al ser Y un abierto.

-R-Y = (-00,0) U [0,00) = (U[—s,())) U (U[O,E)) es también
e>0 e>0
abierto, y por tanto Ext(Y) =Int(R—-Y)=R-Y.

- Usando el apartado (f) de la Proposicién 1.5.2 se tiene que

Fr()=R—(YUR-Y))=R—-R=90

- Cl(Y)=YUD =Y, por el apartado (h) de la Proposicién 1.5.2.

- Para todo z € Y = [0, 1), cualquier entorno bésico [z, z + ) inter-
seca a Y en infinitos puntos. Luego Ais(Y) =0

- Por el apartado (i) de la Proposicién 1.5.2, Der(Y)=Y -0 =Y.

Ejemplo 1.5.7 Por tltimo tomemos el siguiente subconjunto de la recta
usual: 1
YV =((=2,-1nQu{-/neNpu{2}U[3,00)
n

-2 -1 0 w1 P 3

,,,,,,,,,,,,, N I

Consideraremos como base de entornos de cada punto la formada por
las bolas abiertas centradas en ese punto.

- Int(Y) = (3,00). Como Int(Y) C Y, estudiaremos sélo los puntos
de Y:

Siy € (—2,—1]NQ entonces para todo £ > 0 existe algin irracional
menor que 3 (y por tanto que no pertenece a Y') en B(y,¢). Luego
ninguna bola abierta centrada en y esta contenida en Y.

En todo intervalo hay irracionales



1.5. CONJUNTOS DE PUNTOS NOTABLES 27

Ninguna bola centrada en y = % estd contenida en Y (como antes,
existe algtin irracional menor que 3 en B(2,¢)). Lo mismo ocurre
con y = 2.

0 1 2

—————————————— %000 (®) @ (@)
Toda bola centrada en y = 3 toca a R — Y por la izquierda.

En (3-¢,3) hay puntos que no son
de Y, por ejemplo los irracionales

f
””(' l 7 )

,,,,,, r )
I- \ >

1 1

- Eat(Y) = Int(R—Y) = (—o00,-2) U (-1,0) U (| J (m’ n
neN

(1,2) U (2, 3). Estudiemos los puntos de R — Y

) u

Si z € (—o0,—2) basta tomar ¢ < d(z,—2) para que B(z,¢e) C

R-Y.
-2
,,,,,,,,,,,, (x)(
Toda bola centrada en z = —2 toca a Y por la derecha.

En (-2,-2+¢) hay infinitos racionales de Y

ffffffffffffffffffffffffff y

Siz € (-2,-1] N (R — Q), ninguna bola abierta centrada en z
estd contenida en R — Y.



28

CAPITULO 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS

En toda bola centrada en z hay infinitos
racionales que pertenecen a Y

eeeeeeeeeeeee L]

Si z € (—1,0) basta tomar ¢ < min{d(z,—1),d(z,0)} para que
B(z,e) CR—Y.

-1

](x)goga

Si z = 0, como para todo € > 0 existe n € N tal que % < € entonces
% € B(0,¢). Luego ninguna bola centrada en 0 estd contenida en
R-Y.

I/n

————— R S

1 1
Size U(m,a)entoncesexiste no € Ntal que z € (1, —L1-).

no’ no+1
neN
Basta tomar ¢ < min{d(z,nio),d(z,ﬁ)} para que B(z,e) C
R-Y.
Un, Ingtl
RN
—————————— XO® @ @ (X) @

Siz € (1,2) basta tomar ¢ < min{d(z,1),d(z,2)} paraque B(z,¢) C
R —Y. Anélogamente para z € (2,3) con ¢ < min{d(z,2),d(z,3)}.

3
1 2

———————————— D A e e
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- Fr(Y) =[-2,-1Ju{o}u{t / n € N}U{2,3}, por el apartado (f)
de la Proposicién 1.5.2.

- CUY) = [-2,-1Ju{0}U{L / n € N}U{2}U[3, 00), por el apartado
(h) de la Proposicién 1.5.2.

- Ais(Y) ={% /n e N}U{2}, pues:

Siy € (—2,—1]NQ entonces para todo € > 0 existen infinitos pun-
tos en B(y,e) N (—2,—1]NQ, luego ninguna bola abierta centrada

en y interseca a Y en un tnico punto.

En todo intervalo hay infinitos racionales

LN

2 -1

Siy= %, tomando ¢ < d(%, n%rl) esta claro que B(%,z—:) nNY =

Ademds, B(2,3)NY = {2}.

S=

1/n
1 2
————————— Y N N e —run oo

Toda bola centrada en y = 3 toca a Y por la derecha en infinitos
puntos, luego ninguna bola abierta centrada en y interseca a Y en
un unico punto. Andlogamente, si y € (3,00) toda bola centrada
en y toca a Y en infinitos puntos tanto por la derecha como por la
izquierda.

En (3,3+¢) hay infinitos puntos de Y, al igual que en B(y,¢)

o

- Der(Y) =[-2,-1]U{0}U[3, ), por el apartado (i) de la Propo-
sicién 1.5.2.
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Cabe destacar que aunque en (R™,T,) se verifica que Int(B(x,¢)) =
B(z,¢) y Cl(B(z,¢)) = B(z,¢), esto no puede ser generalizado a cual-
quier espacio métrico. En particular, tomando la métrica trivial sobre
un conjunto no vacio ni unitario X y las bolas de radio 1, se obtiene un

contraejemplo.

Otras propiedades de los conjuntos de puntos notables son las si-

guientes:

Proposicién 1.5.3 Dados dos subconjuntosY, Z de un espacio topoldgi-
co (X,T):

a) Int(Y)YU Int(Z) C Int(Y U Z).

b) SiY C Z entonces Int(Y) C Int(Z).
Demostracién:

(a) Six € Int(Y)U Int(Z) entonces existe U € Ent(z) tal que U C Y
6 existe V € Ent(z) tal que V' C Z. Luego al menos uno de esos
entornos de z estd contenido en YU Z, y por tanto z € Int(Y UZ).

(b) Si z € Int(Y) entonces existe U € Ent(z) tal que U C Y. Como
Y C Z, entonces U C Z, y por tanto x € Int(Z).

|

Un contraejemplo que demuestra que en el apartado (a) de la Pro-

posicién 1.5.3 anterior la igualdad no siempre es cierta se obtiene consi-

derando en el conjunto de los numeros naturales la topologia de super-

conjuntos de {1,2}. Los subconjuntos Y = {1} y Z = {2} verifican que

Int(Y U Z) = {1,2} no estd contenido en Int(Y)U Int(Z) =0uUd = 0.

Usando la definicién de interior, a partir de cualquier base de entornos
se obtiene una base de entornos abiertos.

Proposicién 1.5.4 Dado un espacio topoldgico (X, T), si 3(x) es una
base de entornos del punto x € X entonces §'(x) = {Int(U) / U € p(z)}
es una base de entornos abiertos de x.
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Demostracion:

Sea Int(U) € B'(z). Entonces U € 3(z) C Ent(x), luego existe A € T
con x € A C U. Como Int(U) es el mayor abierto contenido en U, se
tiene que z € A C Int(U) C U. Por tanto §'(x) C Entr(x).

Por otro lado, si U € Ent(x) entonces existe V' € 3(z) tal que V C U.
Como V € Ent(x), existe A € T tal que z € A C V. Pero Int(V) es
el mayor abierto contenido en V', luego z € A C Int(V) C V C U. Se
concluye que '(z) es una base de entornos de . ]

Es claro que, dado un espacio topoldgico (X,T'), se verifica que
Cl(X) = X. Pero no es dificil encontrar otros subconjuntos de espa-
cios topoldgicos cuya clausura sea el conjunto total. Esto da pie a la
siguiente definicion.

Definicién 1.5.7 Un subconjunto de un espacio topolédgico se dird den-
so cuando su clausura coincida con el conjunto total.

Proposicién 1.5.5 Dado un subconjunto Y de un espacio topoldgico
(X, T):

a) Y es denso si y sélo si tiene interseccion no vacia con todos los

abiertos no vacios.
b) Y es denso siy sdlo si su exterior es el conjunto vacio.

¢) Y es denso y cerrado siy sdlo siY = X.
Demostracion:

(a) (=) Si A € T — {0} entonces existe x € A, y por el apartado
(a) de la Proposicién 1.4.1 se tiene que A € Ent(x). Como
x € Cl(Y) = X, de la definicién de clausura se deduce que
que ANY #£ 0.
(<) Sea x € X. Para todo U € Ent(x), existe A € T tal que
z € A C U. Por hipétesis ANY # (), de donde UNY # 0.
Luego todo punto de X pertenece a CI(Y'), y por tanto Y es
denso.
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(b) Consecuencia directa de que CI(Y) U Ext(Y) = X y Cl(Y) N
Ext(Y) = 0.

(¢) (=) SiY es denso y cerrado entonces Y = CI(Y) = X.
(<) SiY = X entonces CI(Y) =Y = X. Por tanto Y es cerrado

y denso.
|
Vamos a dar a continuaciéon una colecciéon de ejemplos relacionados
con la densidad. Se deja como ejercicio probar lo que se afirma, pues se
dispone de herramientas mas que suficientes para hacerlo.

Ejemplo 1.5.8 En un espacio indiscreto cualquier subconjunto no vacio
es denso.

Ejemplo 1.5.9 En un espacio discreto el 1inico subconjunto denso es el
total.

Ejemplo 1.5.10 En la topologia Ty de subconjuntos de Y, un subcon-
junto es denso si y s6lo si contiene a Y.

Ejemplo 1.5.11 En la topologia TY de superconjuntos de Y, un sub-
conjunto es denso si y sélo si tiene intersecciéon no vacia con Y.

Ejemplo 1.5.12 En (X, T,,s), los subconjuntos densos son los infinitos.

Ejemplo 1.5.13 En (R,7,) (v en general en espacios métricos) no se
puede dar una caracterizacién de los conjuntos densos mejor que la ya
conocida. Sin embargo, si que es conveniente decir que los conjuntos
densos “por excelencia” (pues dan la idea intuitiva de densidad en la
recta real) son Q, R — Q y todos sus superconjuntos.

Ejemplo 1.5.14 Por 1ltimo, los subconjuntos densos de R con la topo-
logia de Sorgenfrey coinciden con los de la topologia usual.



Capitulo 2

Subespacios Topolégicos

En este capitulo vamos a descubrir como definir una topologia so-
bre cualquier subconjunto de un espacio topolégico. Este proceso nos
proporciona una gran cantidad de nuevos espacios cuyas construcciones
(abiertos, cerrados, bases, bases de entornos,...) estdn relacionadas con
las respectivas del espacio original.

2.1. Topologia inducida

Comenzaremos viendo cémo toda topologia sobre un conjunto X in-

duce una topologia en cada uno de sus subconjuntos.

Proposicién 2.1.1 Si Y es un subconjunto de un espacio topolégico
(X, T) entonces la siguiente es una topologia sobre Y

Ty ={ANY /AeT}CPY)
Demostracion:

TL 0=0NY eTyeY =XNY €Ty, pues 0, X € T.
T2. Si {A;}ier C T entonces U(Ai ny) = (U A;))NY € Ty, pues
i€l iel
U A; € T al ser T topologia.

iel

33
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T3. Si Al,AQ € T entonces (A1 ﬂY)ﬂ(Ag ﬂY) = (A1 ﬂAz)ﬂY e Ty,

pues A3 N As € T al ser T topologia.
[ |

Ty se denominard topologia inducida (o bien topologia relativa). Se
dird que (Y, Ty) es un subespacio topoldgico de (X,T), o simplemente
que Y es un subespacio topoldgico de X si se sobrentienden las topologias
asociadas.

Ejemplo 2.1.1 Es claro que la topologia inducida en cualquier subcon-
junto de un espacio topoldgico indiscreto es de nuevo la indiscreta.

Ejemplo 2.1.2 También, la topologia inducida en cualquier subconjun-
to de un espacio discreto es la discreta.

Ejemplo 2.1.3 Si sobre un conjunto X se tiene la topologia T de
superconjuntos de Y (con ) # Y # X) entonces dado Z C X es fécil
comprobar que (TY)z = TY"? = topologia de superconjuntos de Y N Z.

Por tanto, si YNZ = () entonces (TY ) 7 es la topologia discreta, y cuando
Y NZ = Z sucede que (TY)z es la topologia indiscreta.

Ejemplo 2.1.4 Si lo que se tiene sobre X es la topologia Ty de sub-
conjuntos de Y entonces la topologia inducida en Z es (Ty )z = Tynz =
topologia de subconjuntos de Y N Z.

Si Y NZ = 0 entonces (Ty )z es la topologia indiscreta, y cuando Z C Y’
sucede que (Ty)z es la topologia discreta.

Ejemplo 2.1.5 Cuando se considera la topologia cofinita sobre un con-
junto X, la topologia inducida sobre cualquier conjunto Y es de nuevo
la cofinita, esto es,

(Teof)y ={ACY /Y — Aes finito} U {0}

Por tanto, cuando Y es un conjunto finito se tiene que (T,of)y es la
topologia discreta.

Ejemplo 2.1.6 Si en la recta real se considera el subconjunto ¥ =
{-=1 / n € N} entonces la topologfa inducida por la usual en Y es
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la discreta, puesto que todo subconjunto unitario {f%} de Y se puede

expresar como B(—1,)NY, sin més que considerar ¢ < d(—21, —%H)
-1 0
rrrrrrrrrrr ¢ e-(0)0 000X

Ejemplo 2.1.7 Sin embargo, la topologia usual no induce en el sub-
conjunto Y = {—1 / n € N} U {0} la topologfa discreta, puesto que
{0} no es abierto. Si0 € ANY € Ty, como A € T, existe ¢ > 0 con
0 € B(0,e) C A, y existe un natural ng tal que n% < . Luego para todo
n > ng se tiene que —% € B(z,e) C A, y todo abierto de la topologia
inducida que contenga a 0 contiene ademds a infinitos puntos de Y.

Ejemplo 2.1.8 Considerando el mismo subconjunto Y como subcon-
junto de R con la topologia de Sorgenfrey, si que ocurre que la topologia
inducida es la discreta, como puede observarse en la siguiente figura.

-1 0
rrrrrrrrrrrrr O @ )00 00 )

Una propiedad se dird hereditaria cuando, dado un espacio topolégico
verificando dicha propiedad, todos sus subespacios también la verifican.
Si queremos ser méas analiticos, podemos enunciar:

Definicién 2.1.1 Una propiedad P se dird hereditaria cuando

(X,T) verifica P = para todoY C X : (Y,Ty) verifica P

Un ejercicio interesante es comprobar que “ser metrizable” es una
propiedad hereditaria. Teniendo en cuenta que cualquier distancia d so-
bre un conjunto X induce en todo Y C X una distancia dy definida por
dy (y,y') = d(y,y’), con By (y,e) = B(y,e) NY, se puede probar que
(Td)y = Tdy.
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Para que la definicién de subespacio topoldgico sea coherente, toda
topologia de un conjunto X debe inducir una tinica topologia sobre cada
subconjunto. Esto viene garantizado por el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.2 Si (X,T) es un espacio topolégicoy Z C Y C X
entonces (Ty )z = Tz.

Demostracion:

B € (Ty)z si y sélo si existe B’ € Ty tal que B = B’ N Z. Esto
equivale a que exista B” € T tal que B = (A"NY)NZ=A"N(YNZ) =
A" N Z, olo que es lo mismo, a que B € Ty. [

De lo hecho hasta ahora se desprende que no todo abierto en una
topologia inducida es abierto en la topologia de partida.

Ejemplo 2.1.9 Considerando la topologia cofinita sobre un conjunto
infinito X y un subconjunto finito ¥ C X, es claro que Y € (Teof)y
pero Y no es abierto en (X, Teoy).

Ejemplo 2.1.10 En la topologia usual de la recta real se tiene que
[O, 1] € (Tu)[O,l] pero [0, 1] ¢ Tu

Sin embargo, cuando el subconjunto Y es abierto en la topologia T’
de X, si que ocurre que los abiertos de Ty son exactamente los abiertos
de T que estan contenidos en Y.

Proposicién 2.1.3 Sea Y un abierto de un espacio topolégico (X, T) y
A CY. Entonces, A €Ty siysolosi AeT.

Demostracion:

(=) Si A€ Ty entonces A =A'NY,con A’ €T.ComoY € Ty la
interseccién de abiertos es abierto, se concluye que A € T.

(<) StA€eT, como ACY setiene que A=ANY € Ty. [ |

Noétese que en la demostracién anterior, la implicacién (<) es cierta
siempre, ain cuando Y no sea abierto.
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Ahora que sabemos c6mo asociar una topologia a cualquier subcon-
junto de un espacio topoldgico, parece 1égico plantearnos si las estruc-
turas de esta topologia inducida (bases, cerrados, conjuntos de puntos
notables...) se relacionan de alguna manera con las correspondientes de
la topologia original. La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y en
las préoximas secciones nos dedicaremos a estudiar estas relaciones con
detalle.

Sin embargo, no se debe olvidar que al inducir topologia en un sub-
conjunto de un espacio topolégico se obtiene un nuevo espacio que una
vez definido puede ser estudiado independientemente, sin recurrir en ab-

soluto al espacio original.

2.2. Bases de abiertos

Toda base de un espacio topolégico induce de forma natural una base
en la topologia inducida en cualquier subconjunto.

Proposicién 2.2.1 Si B es una base de abiertos de un espacio topoldgi-
co (X,T) eY C X entonces By ={BNY / B € B} es base de abiertos
en (Y, Ty).

Demostracion:

Evidentemente By C Ty pues B C T. Por otro lado, si B € Ty
entonces es de la forma B = ANY, con A € T. Ahora bien, por ser B

base de abiertos en X, existe {A;};er C B tal que A = U A;, luego
il

B=AnY =(J4)nY = JnY).

i€l il
|

Este proceso es muy ttil para obtener bases en topologias inducidas,
pero no garantiza que las bases obtenidas sean optimas.

Ejemplo 2.2.1 Dado un conjunto infinito X con la topologia cofinita
y un subconjunto finito Y, si se considera como base B = T,o5 — {0},
que como se afirma en el Ejemplo 1.2.5 suele ser la mas adecuada, por
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el proceso anterior se obtiene en (T,,f)y la base B =P(Y). Sin embar-
go sabemos que (Teof)y es la topologia discreta, y por tanto una base
minimal serfa la formada por todos los subconjuntos unitarios de Y.

2.3. Cerrados

Andlogamente a lo que ocurre con los abiertos, los cerrados de un
subespacio topoldgico son las intersecciones de los cerrados del espacio
de partida con el subconjunto.

Proposicién 2.3.1 Si Y es un subconjunto de un espacio topoldgico
(X,T) entonces F' es un cerrado en Ty si y sélo si existe un cerrado F
en T tal que " = FNY.

Demostracion:

F' es cerrado en Ty si y sélo si Y — F’ € Ty. Esto es equivalente a
que exista A € T con Y — F/ = ANY. Pero esto ocurrird si y sélo si
F' = (X — A)NY. La demostracién de este tltimo paso se deja como
ejercicio. [

Si Y es un subconjunto de un espacio (X,T), el conjunto de los
cerrados en la topologia inducida en Y se suele denotar por Cy .

Como también ocurria con los abiertos, no todos los cerrados de un
subespacio topoldgico son cerrados en el espacio original. Esto sera cierto
cuando el subconjunto Y sea cerrado en la topologia de partida.

Proposicién 2.3.2 Sea Y un cerrado de un espacio topoldgico (X, T)
y F CY. Entonces F € Cy siy sdlo si F € C.

Demostracion:

Evidente teniendo en cuenta la Proposicién 2.3.1 anterior y el hecho
de que la interseccién arbitraria de cerrados es cerrado. ]

Obsérvese que la implicacién hacia la izquierda es cierta ain cuando
Y no sea cerrado, es decir, si F' es un cerrado en T contenido en Y

entonces I’ es siempre un cerrado en Ty .
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2.4. Entornos. Bases de entornos

Es posible conocer los entornos de un punto en un subespacio to-
poldgico sin mas que conocer los entornos de ese punto en el espacio de
partida.

Dado un espacio topolégico (X, T) y un subconjunto, Y de X denota-
remos por Enty (y) al conjunto de los entornos de y € Y en la topologia
inducida. Asi podemos enunciar:

Proposicién 2.4.1 U € Enty (y) si y sdlo si existe V € Ent(y) tal que
U=VnY.

Demostracion:

(=) Si U € Enty(y) entonces existe A’ € Ty con y € A’ C U. Como
A" € Ty existirA A € T con A’ = ANY. Se considera V = AUU €
Ent(y), puesy € A C V, y verifica que VNY = (AUuU)NY =
(ANY)uUnNnY)=AuUU=U.

(<) Si V € Ent(y) entonces existe A € T tal que y € A C V. En
consecuenciay € ANY C VNY, y por tanto U = VNY € Enty (y).
|

Noétese que si U € Ent(x) y U CY entonces U € Enty (z).

Como consecuencia de la Proposicion 2.4.1 anterior, bases de entor-
nos en un espacio topoldgico inducen, mediante intersecciones, bases de
entornos en los subespacios.

Proposicién 2.4.2 Si Y es un subconjunto de un espacio topoldgico
(X,T) y B(y) es una base de entornos de y € Y en (X,T), entonces
By(y) ={VNY /V e€pB(y)} es una base de entornos de y en (Y,Ty).

Demostracion:

Evidentemente By (y) C Enty(y) puesto que B(y) C Ent(y). Por
otro lado, si U € Enty(y) entonces existe V € Ent(y) tal que U =
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V' NY. Como V € Ent(y) existe W € (y) con W C V, y por tanto
WAy cvny =U. -

Como ocurre con las bases de abiertos, este proceso no asegura que
se obtengan bases de entornos éptimas. Es conveniente observar la base

de entornos que resulta y pensar si es posible mejorarla.

2.5. Conjuntos de puntos notables

Si (X,T) es un espacio topolégico y Z C Y C X, los conjuntos
de puntos notables de Z en (Y,Ty), que denotaremos por Inty(Z),
Exty (Z), Fry(Z), Cly(Z), Aisy (Z) y Dery(Z), estan relacionados con
los respectivos conjuntos de puntos notables de Z en (X,T'). De hecho
estan totalmente determinados, salvo en el caso del interior y la frontera.

Proposicién 2.5.1 Dado (X,T) espacio topoldgico y Z CY C X, en-
tonces:

a) Exty(Z) = Ext(Z)NY.
b) Inty(Z) > Int(Z)NY.
¢) Cly(Z) = Cl(Z)NY.

d) Fry(Z) C Fr(Z)NY.
e) Aisy(Z) = Ais(Z)NY.
f) Dery(Z) = Der(Z)NY.

Demostracién:

Teniendo en cuenta que U € Enty (y) si y sélo si existe V' € Ent(y)
tal que U = VNY (Proposicién 2.4.1) es ficil probar todas las igualdades
y contenidos que se afirman. Por tanto se deja la demostracién como
ejercicio. ]

En general no es cierto que Inty (Z) = Int(Z)NY.
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Ejemplo 2.5.1 Considerando sobre el conjunto de los nimeros natura-
les la topologia T'= {A C N / {1,2} ¢ A} U {0} e Y = {5,6,7}, ocurre
que Ty coincide con la topologia discreta en Y. Tomando Z = {5} se
tiene que Inty (Z) = {5} = Z, pero Int(Z) = 0.

Tampoco es cierto, en general, que Fry(Z) = Fr(Z)NY.

Ejemplo 2.5.2 Tomando el mismo espacio topolégico (N, T') del Ejem-
plo 2.5.1 anterior, con Y = {5,6,7} y Z = {5} tenemos que Fry(Z) =0
mientras que Fr(Z)NY = {5}.

Es posible estudiar la densidad de un subconjunto de un subespa-
cio topolégico considerando las propiedades de dicho subconjunto en el
espacio original.

Proposicién 2.5.2 Si (X,T) es un espacio topoldgicoy Z C Y C X,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Z esdensoen Y.
b) Y C Ci(Z).

b) Ext(Z) C X —Y.

Demostracién:

Por definicién y el apartado (b) de la Proposicién 2.5.1, Z es denso
siy sélosi Cly (Z) =Cl(Z)NY =Y, o lo que es lo mismo Y C Cl(Z).

Ademés, por el apartado (a) de la misma Proposicién 2.5.1 y el (b) de
la Proposicién 1.5.5, Z es denso si y s6lo si Exty (Z) = Ext(Z)NY = 0,
y esto equivale a que Ext(Z) C X — Y. m






Capitulo 3

Continuidad y convergencia

Tanto la continuidad de funciones como la convergencia de sucesiones,
en el sentido clasico, estan intimamente relacionadas con el concepto de
proximidad. Intuitivamente, una funcién real de variable real es continua
en un punto a cuando puntos muy cercanos a f(a) provienen de puntos
muy cercanos a a, y una sucesiéon de nimeros reales converge a un punto

x si sus términos se van acercando a x tanto como se quiera.

Pero nosotros queremos definir la continuidad de aplicaciones y la
convergencia de sucesiones en espacios topoldgicos, donde no existe, en
general, el concepto de distancia. La tnica posibilidad que queda es usar
los entornos. Al fin y al cabo, ya hemos dicho en el Capitulo I que un
entorno de un punto es un subconjunto que lo rodea.

3.1. Aplicaciones continuas

En adelante, denotaremos las aplicaciones f : X — X’ entre espacios
topolégicos (X, T) y (X', T") simplemente por f: (X,T) — (X', T").

Definicién 3.1.1 Una aplicacién f : (X,T) — (X', T") se dird continua

en el punto x € X cuando para todo U € Ent(f(x)) existe V € Ent(x)
tal que f(V) CU.

43
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Ya hemos visto como, en muchas ocasiones, una base de entornos
puede sustituir con garantias a la familia de todos los entornos de un
punto. Esto ocurre también al trabajar con continuidad.

Proposicién 3.1.1 Dada una aplicacion f : (X, T) — (X', T"), si 8(z)
y B(f(x)) son bases de entornos de los puntos x € X y f(x) € X',
respectivamente, entonces f es continua en x si y sélo si para todo U €

B(f(x)) existe V € B(x) con f(V)CU.
Demostracién:

(=) Si U € B(f(x)) entonces U € Ent(f(x)). Por hipétesis, existe
V' € Ent(z) con f(V') C U. Por definicién de base de entornos,
existe V € B(z) tal que V C V’, de donde f(V) C f(V') C U.

(<) Si U € Ent(f(z)) entonces existe U' € B(f(x)) tal que U’ C U.
Por hipétesis, existe V € 8(z) con f(V) Cc U’ C U. Como f(z) C

Ent(x), esta implicacién queda demostrada.
[ |

Es fécil probar que Ent(x) es una base de entornos del punto z
en cualquier espacio topolégico (X,T). Teniendo en cuenta esto y la
Proposicién 3.1.1 anterior, podemos afirmar que f es continua en x si y

sélo si se verifica alguna de las siguientes afirmaciones:

- Para todo U € 3(f(z)) existe V € Ent(x) con f(V) C U.

- Para todo U € Ent(f(x)) existe V € (z) con f(V) C U.

Asi, como en un espacio métrico las bolas abiertas centradas en un
punto forman una base de entornos de ese punto (Ejemplo 1.4.11), dadas
aplicaciones entre espacios topoldgicos de los cuales alguno es un espa-
cio métrico, la nocién de continuidad se puede expresar de una forma
particular. Ademsds, en el caso de que ambos espacios sean métricos se
obtiene la definicién clasica de continuidad en un punto.

- Si X es un espacio métrico con distancia d, una aplicacién f :
(X,Ty) — (X', T’) es continua en x € X si y sélo si para todo
U € Ent(f(z)) existe 6 € R tal que f(B(z,d)) C U.
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- Si X’ es un espacio métrico con distancia d’, una aplicacién f :
(X,T) — (X', Tg) es continua en x € X si y sélo si para todo
e € RT existe V € Ent(x) tal que f(V) C B(f(z),e).

- Si X y X’ son espacios métricos con distancias asociadas d y d’,
respectivamente, una aplicacién f : (X, Ty) — (X', Ty) es continua
en v € X siy sélo si para todo ¢ € RT existe § € Rt tal que
f(B(z,9)) € B(f(z),e), o equivalentemente si para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que d(z,y) < J implica d(f(x), f(y)) < e.

A partir del concepto de continuidad puntual, puede introducirse otro
maés general de continuidad de aplicaciones.

Definicién 3.1.2 Una aplicacién f : (X, T) — (X', T") se dice continua
si lo es en todo punto x € X.

Segun esto, puede parecer complicado comprobar si una aplicacién
es continua, pues habria que estudiar la continuidad en cada punto del
espacio de partida. Sin embargo, usando el concepto de conjunto abierto
(o el de cerrado) nos podemos liberar de este problema.

Proposicién 3.1.2 Dada una aplicacion f : (X, T) — (X', T"), las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua.
b) La antimagen por f de cualquier abierto es un abierto.

¢) La antimagen por f de cualquier cerrado es un cerrado.

Demostracién:
Vamos a probar la cadena de implicaciones (a) @ (b) @ (¢) @ (a).
(1) Consideremos A € T", y veamos que f~1(A) es entorno de todos
sus puntos (apartado (a) de la Proposicién 1.4.1). Si z € f~1(A)
entonces f(x) € A, y por tanto A € Ent(f(z)). Por (a) existe
V € Ent(z) tal que f(V) C A. Asi, para todo x € f~1(A) existe
V € Ent(z) tal que V C f~1(A).
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(2) Si C € C' entonces X' — C € T’, y aplicando (b) se tiene que
f7YX"=C) € T. Por tanto f~1(C) = f1Y(X' — (X' - C)) =
X — (f~YX’ - C)) es un cerrado.

(3) Siz € X y U € Ent(f(x)), existe A € T’ tal que f(z) € A C
U. Entonces z € f~1(A) y f~1(A) € T, pues X — (f71(4)) =
fH(X’ — A) es cerrado por (c). De donde f~1(A) € Ent(z) y
JUHA) c Ac U

[ |
Incluso podemos afinar més, y en lugar de trabajar con todos los
abiertos hacerlo solo con abiertos bésicos.

Proposicién 3.1.3 Dada una aplicacién f : (X, T) — (X', T') y una
base B' de T', entonces f es continua si y sélo si f~1(B) € T para todo
BekB.

Demostracion:

(=) Sea B € B’. Como B’ C T’ se tiene que B € T’, y por hip6tesis
f~Y(B)eT.

(<) Si A € T’ entonces existen {B;};c; C B’ tal que A = U B;. Por
iel
tanto f~1(A) = f~H(JB) =|J (B €T,

iel iel n
Ejemplo 3.1.1 Si Y es un subespacio de un espacio topoldgico (X, T),
la aplicacién inclusién ¢ : (Y, Ty) — (X,T) es continua. Esto se prueba
facilmente sin mas que tener en cuenta que la antimagen por la inclusién
de un subconjunto A de X es ANY.

Ejemplo 3.1.2 Una aplicacién f desde un espacio topoldgico indiscreto
(X, T7) en otro espacio (Y, T) es continua si y sélo si todo A € T verifica
que f(X)CAGS f(X)NA=0.

Para probarlo, teniendo en cuenta que f es continua si y sélo si la anti-
magen de todo abierto es un abierto, basta observar que
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fYHA) = X siysolosi f(X) C A.
fHA) =0siysolosi f(X)NA=0.

Ejemplo 3.1.3 Dados un conjunto infinito X y otro finito Y, las tinicas
aplicaciones continuas f : (X, Teor) — (Y, Tp) son las constantes.

Sif:(X,Teoy) — (Y,Tp) es continua, entonces la antimagen de cual-
quier subconjunto cerrado debe ser un cerrado. Como los subconjuntos
unitarios son cerrados en Tp, la antimagen de todo subconjunto unita-
rio de Y es un cerrado. Pero sabemos que el conjunto de cerrados en
la topologia cofinita es Ceoy = {F C X / F finito} U {X}, luego debe
verificarse una de las siguientes afirmaciones:

- La antimagen de algtin subconjunto unitario de Y es X, con lo cual

f es una aplicacién constante.

- O bien la antimagen de todo subconjunto unitario de Y es un
subconjunto finito de X, lo cual es imposible porque entonces X =
1) = (U Awh = U (' ({y})) serfa un conjunto finito.

yey yey
Ejemplo 3.1.4 Sean las aplicaciones f1, fo, f3 : R — R definidas por
fi(z) = fao(x) = fs(z) = {5 para x # 0, con f1(0) =0, f2(0) = -1y
fs(0) = 1.

]
S B
fl f2 f3

Si consideramos f1, f2, f3 : (R,T,) — (R,T,) ninguna de las tres apli-
caciones es continua, pues f; '((—3,3)) = {0} ¢ T, f5'((~2,0)) =
(—00,0] ¢ Ty f51((0,2)) = [0,00) ¢ T,. (Aplicar la Proposicién 3.1.3).

Ejemplo 3.1.5 Tomando como topologia de partida la de Sorgenfrey
para las aplicaciones del ejemplo anterior, es decir, fi1, f2, f3: (R, Ts) —
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(R,T,), la intuicién puede llevarnos a equivocos. Como f; '((—3,3)) =
{0} ¢ Ts y f5'((—2,0)) = (—00,0] ¢ Ts, de la Proposicién 3.1.3 se
deduce que f; y fo no son continuas. En cambio, dados a,b € R, con

a < b, como

[é) | st —lgéga,b;yliga,b%
—00,0) st —1€(a,b)ylé(a,b
f3 ((a,0)) = [0, 00) st —1%(0,,())516((1,17)

R si —1€ (a,b)y 1€ (a,b)

se concluye, de nuevo por la Proposicién 3.1.3, que f3 si es continua en
este caso.

El resultado que se presenta a continuacién nos proporciona una gran
cantidad de ejemplos de aplicaciones continuas.

Proposicién 3.1.4 Las identidades 1x : (X,T) — (X,T), las com-
posiciones de aplicaciones continuas y las aplicaciones constantes son
continuas. Ademds, dada f: (X, T) — (X', T"):

a) SiT =Tp (= topologia discreta) entonces f es continua.
b) Si T =Ty (= topologia indiscreta) entonces f es continua.

c) Si f es continua e Y C X entonces fiy : (Y,Ty) — (X', T') es
también continua.

d) Si f es continua y f(X) CY C X' entonces f: (X,T) — (Y, 1Y)
es también continua.

Demostracion:

Las identidades son evidentemente continuas. Para la composicién,
basta observar que dadas aplicaciones X Ly sy y A C Z entonces
(gf) Y (A) = f~1(g7(A)). Las aplicaciones constantes son continuas
porque la antimagen de cualquier subconjunto por una aplicacién cons-
tante es el total o el vacio. Ademaés:

(a) Si T = Tp = P(X), la antimagen de cualquier subconjunto de
X' (y en particular de cualquier abierto) es un abierto, al ser un
subconjunto de X.
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(b) SiT' =Ty ={0,Y}, como f7*@) =0Ty fY(Y)=X €T se
tiene que la antimagen de cualquier abierto es abierto.

(c) Si A € T' entonces fl;l(A) =fYA)NY €Ty, pues fL(A) eT
al ser f continua.

(d) Si A €Ty entonces A=A'NY, con A’ € T’. Por tanto f~1(A) =
FUANY) = A A FUY) = AN X = fUA) €T
pues A’ € T' y f es continua.

|

En los apartados (a) y (b) de la Proposicién 3.1.4 anterior, hemos
visto que toda aplicaciéon partiendo de un espacio topoldgico discreto o
llegando a un espacio topoldgico indiscreto es continua. Pero estos casos
son extremos, puesto que la topologia discreta es la méas fina que existe
sobre un conjunto y la indiscreta la menos fina. Este razonamiento da

pie a las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.3 Dada una aplicacién f: X — X',

a) Si T es una topologia sobre X, se llama topologia final asociada
a f, denotada por Ty, a la topologia més fina sobre X' tal que
f(X,T) — (X', Ty) es continua.

b) Si T’ es una topologia sobre X'; se llama topologia inicial asociada
a f, denotada por T7, a la topologia menos fina sobre X tal que
f: (X, Tf) — (X', T') es continua.

Proposicién 3.1.5 Dada una aplicacién f: X — X/,

a) Si (X,T) es un espacio topoldgico entonces la topologia final aso-
ciada a f es
Tr={AcCX'/f'(A)eT}

a) Si (X',T") es un espacio topoldgico, entonces la topologia inicial
asociada a f es

TT={f'(4)/ AT}
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Demostracion:

Se deja como ejercicio. m

Un forma clasica de definir una aplicacién continua es hacerlo “a
trozos”, esto es partiendo de varias aplicaciones que sean continuas en
subconjuntos del conjunto de partida y pegandolas adecuadamente. Este
proceso, conocido como lema de continuidad, es también véalido en espa-
cios topoldgicos. Nétese que se hace uso del concepto de recubrimiento,
introducido en el Apéndice A.

Proposicién 3.1.6 Sea (X,T) un espacio topoldgico y {F;}_ | un recu-
brimiento de X por subconjuntos cerrados. Si para 1 < i < n ocurre que
fit (Fi, Tr,) — (X', T") es una aplicacion continua y fip,np, = fi\rnr,
para i # j, entonces f : (X, T) — (X', T') definida por f(x) = fi(x) si

x € F; es también una aplicacion continua.

Demostracion:

Probaremos el resultado para n = 2, pues la generalizacion al caso
de un numero finito de cerrados es evidente. Para ello, usaremos que la
antimagen de todo cerrado por una aplicaciéon continua es un cerrado
(apartado (c) de la Proposicién 3.1.2).

Es aplicacién, porque fl-‘mej = fj|F,-ﬂF‘ para todo i # j.

Si C € Cx+ entonces f~1(C) = f;1(C)U £, 1(C). Como f; y fo son
continuas, f{ *(C) € Cr, v f5 *(C) € Cr,. Por la Proposicién 2.3.2, como
Fy, Fy € Cx, se tiene que f; *(C) y f5 *(C) son también cerrados en X, y

como la unién finita de cerrados es cerrado se concluye que f~(C) € Cx.
|

Ejemplo 3.1.6 Se consideran (X,T) y (X’,T") espacios topoldgicos,
donde X = {a,b,¢,d}, X' = {a,b,c}, T = {0,X,{a},{a,b},{a,c,d}}
y T' = {0,X',{a,b}}. Tomamos f; : A = {a,b,d} - X'y fo: B =
{a,c} — X' definidas por fi(a) = fao(a) = a, fi(b) = b, fi(d) = cy
fa(e) = b. Aunque f1 y f2 son continuas y coinciden en A N B, como
Ay B no son cerrados no es posible aplicar el lema de continuidad. De
hecho la aplicacién que resultaria de hacerlo no es continua.
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Ejemplo 3.1.7 Considerando la topologia usual sobre R, y la inducida
por ésta en los subconjuntos que se indican, se definen f; : (—00,0] — R
por fi(z) = sen z, fo : [0,2] — Rpor fo(z) =z y f3:[2,00) = R
por f3(z) = 2. Estas aplicaciones estdn en las condiciones del lema de
continuidad, luego la aplicacion f que se representa a continuacion es

también continua.

\{

Ejemplo 3.1.8 Tomando de nuevo la topologia usual sobre R, aunque
las aplicaciones constantes f; = Cy : (—00,0] > Ry fo =Cy:(0,00) —
R son continuas, no definen una aplicacién continua en todo R. Y es
que el lema de continuidad no es aplicable, pues si bien (—oo,0] es un
subconjunto cerrado de R en cambio (0, 00) no lo es.

Lo mismo ocurre con las aplicaciones constantes f{ =Cp: Q — Ry
fo=C1:R—Q — R, pues ni Q ni R — Q son cerrados.

Hay otra versién del lema de continuidad en la cual se exige que la
familia de subconjuntos de X considerada esté formada por abiertos, en
lugar de cerrados. En este caso, no es necesario que dicha familia sea
finita. Se enuncia sin demostracién, pues ésta es similar a la hecha para

la Proposicién 3.1.6.

Proposicién 3.1.7 Sea (X,T) un espacio topoldgico y {A;}icr C T
con X = UAi' Si para todo i € I ocurre que f; : (A;,Ta,) — (X', T")
iel
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es una aplicacion continua y fija,na, = fj‘A‘mA_ para i # j, entonces
i ¥ i g

(X, T) - (X', T) definida por f(x) = fi(z) si x € A; es también

continua.

3.2. Aplicaciones abiertas y cerradas

Ademés de la continuidad las aplicaciones pueden verificar otras pro-
piedades relacionadas con la topologia, que seran de utilidad, como ve-

remos en capitulos posteriores.

Definicién 3.2.1 Se dird que una aplicacién entre espacios topoldgi-
cos es abierta cuando la imagen de cualquier abierto sea un abierto.
Ademis, una aplicacién entre espacios topoldgicos se dird cerrada cuando

la imagen de cualquier cerrado sea un cerrado.

Como viene ocurriendo de manera habitual, es posible sustituir en la
anterior definicién los abiertos por abiertos béasicos.

Proposicién 3.2.1 Dada una aplicacion f : (X, T) — (X', T") y una
base B de T, entonces f es abierta si y sdlo si f(B) € T para todo B € B.

Demostracién:

(=) Sea B € B. Como B C T se tiene que B es un abierto, y por
hipdtesis su imagen también lo es.

(<) Si A € T entonces existen {B;};cr C B tal que A = UBi‘ Por
iel
tanto f(A) = f(|JB:) =] f(B:) e T".

i€l iel [

Ejemplo 3.2.1 Consideremos una topologia cualquiera 7" sobre un con-
junto finito no vacio X, y un conjunto infinito Y. Teniendo en cuen-
ta que la imagen de cualquier subconjunto de X tiene que ser, a la
fuerza, un subconjunto finito de Y, es claro que ninguna aplicacién
f (X, T) = (Y,T.of) va a ser abierta (pues f(X) ¢ T.of). Sin em-
bargo cualquier aplicacién entre estos espacios si va a ser cerrada.
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Ejemplo 3.2.2 La aplicacién f : (R, T,) — (R, T,) definida por f(z) =
e® es abierta, porque f((a,b)) = (e%,¢€®). Sin embargo no es cerrada,
como se demuestra observando que f (R) = (0, 00).

Como ocurria con la continuidad, podemos enunciar un resultado que

nos provea de multitud de ejemplos de aplicaciones abiertas y cerradas.

Proposicién 3.2.2 La identidades 1x : (X,T) — (X, T) y las composi-
ciones de aplicaciones abiertas (resp. cerradas) son aplicaciones abiertas
(resp. cerradas). Ademds, dada f: (X, T) — (X', T"):

a) Si f es sobre y T = T; (= topologia indiscreta) entonces f es
abierta y cerrada.

b) SiT' =Tp (= topologia discreta) entonces f es abierta y cerrada.

Hemos visto que una aplicacién puede ser abierta y no cerrada, o
cerrada y no abierta. Sin embargo, cuando la aplicacién es biyectiva
ambas propiedades son equivalentes.

Proposicién 3.2.3 Dada una aplicacion biyectiva f : (X, T) — (X', T),
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es abierta.

b) f es cerrada.

c) f~1 es continua.

Demostracién:
a) = b) SiC' C X esun cerrado entonces f(C) = f(X—(X-C)) =
X' — (f(X = C)) es un cerrado, pues f(X —C) € T' por hipdtesis.

b) = ¢) Si C C X es un cerrado entonces (f~1)~1(C) = f(C) es
un cerrado por hipétesis, y por tanto f~! es continua.

¢) = a) Si A C X es un abierto entonces f(A) = (f~1)71(A) es

un abierto, pues f~! es continua por hipétesis.
|
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3.3. Homeomorfismos

A continuacién vamos a ver una de las definiciones fundamentales en

topologia general.

Definicién 3.3.1 Una aplicacién f entre espacios topoldgicos se dira ho-
meomorfismo cuando sea biyectiva, continua y ademas f~! sea también
continua. Dos espacios se dirdn homeomorfos cuando exista un homeo-
morfismo entre ellos.

De esta definicién se deduce inmediatamente que una aplicaciéon bi-

yectiva es un homeomorfismo si y sélo si lo es su inversa.

Cuando dos espacios topolégicos sean homeomorfos se usara la nota-
cién (X, T) = (Y,T’), o simplemente X 2 Y.

Ahora bien, jpor qué es tan importante el concepto de homeomorfis-
mo? Su propio nombre nos proporciona la respuesta. Homeo-morfo puede
ser traducido por semejante-forma, y como la topologia es la ciencia de
la forma, los espacios que estén relacionados por un homeomorfismo van
a ser indistinguibles desde el punto de vista topoldgico. Asi, se puede
decir que la topologia estudia lo que es invariante bajo homeomorfismos,
como la teoria de grupos lo invariante bajo isomorfismos de grupos, la
geometria proyectiva lo invariante por transformaciones proyectivas, etc.

Es por esto que se denominardn propiedades topoldgicas a aquéllas
que se conserven mediante homeomorfismos. Una manera més formal de
presentar este concepto es la siguiente.

Definicién 3.3.2 Una propiedad P se dird topoldgica cuando
(X,T) verifica Py (X,T) = (X', T") = (X',T") verifica P
Dejamos como ejercicio al lector probar que “ser metrizable” es una
propiedad topoldgica.

Como consecuencia inmediata de la Proposicion 3.2.3, se tienen las

siguientes caracterizaciones.
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Proposicion 3.3.1 Es equivalente decir que una aplicacion entre espa-
cios topoldgicos es un homeomorfismo a decir que es biyectiva, continua
y abierta, o bien que es biyectiva, continua y cerrada.

Para obtener ejemplos, es bueno conocer previamente las siguientes

propiedades, de fécil demostracion.

Proposicién 3.3.2 La identidades y las composiciones de homeomorfis-

mos son homeomorfismos. Ademds, dado un homeomorfismo f : (X, T) —
(X', T") e Y C X entonces la restriccion fly = (Y, Ty) — (f(Y), T} y)

es también un homeomorfismo.

La dultima parte de esta Proposicién 3.3.2 tiene una consecuencia
directa que suele ser muy 1til para determinar si ciertos espacios son

homeomorfos o no.

Corolario 3.3.1 Si f : (X,T) — (Y,T’) es un homeomorfismo y x € X

entonces fix—(z) 1 (X — {2}, Tx—(z3) = Y = {f(@)}, Ty —{f(x)}) €5 un
homeomorfismo.

Ejemplo 3.3.1 Si dos conjuntos tienen diferente cardinal, es imposible
asociarles topologias de forma que los espacios topoldgicos resultantes
sean homeomorfos, pues al no existir ninguna aplicacién biyectiva entre
los conjuntos tampoco existe ningin homemorfismo entre los espacios.
Pero también es posible que dos espacios topolégicos cuyos conjuntos

asociados tengan igual cardinal no sean homeomorfos.

Por otro lado, cabe destacar que todo homeomorfismo proporciona
una relaciéon uno a uno entre los abiertos de las dos topologias que re-
laciona, pues tanto él como su inverso transforman abiertos distintos
en abiertos distintos. Asi basta considerar dos topologias con distinto
cardinal sobre un conjunto X, para tener dos espacios topolégicos no

homeomorfos sobre el mismo conjunto.

Ejemplo 3.3.2 Considerando X = {a,b,c,d} e Y = {1,2,3,4}, con
T ={0,X,{a,c},{b,d}} vy T' = {0,X,{1,2},{3,4}}, la aplicacién f; :
(X,T) — (¥, T") definida por f(a) = 3, /(b) = 1, f(c) =4 y f(d) =2
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es un homeomorfismo. Sin embargo fo : (X,T) — (Y,T’) definida por
fla) =1, f(b) =2, f(¢) =3y f(d) =4 no lo es (aunque es biyectiva,

no es abierta ni cerrada).

Ejemplo 3.3.3 Los espacios (R, 7o) v (R,T{p}) no son homeomor-
fos, donde To) representa la topologia de superconjuntos del {0}. Para
probarlo basta observar que {0} € Tioy, v dada cualquier aplicacién
f R — R siempre ocurrird que f({0}) = {f(0)} ¢ Teoys, luego no existe
ninguna aplicacién abierta f : (R, Tyoy) — (R, Teog)-

Ejemplo 3.3.4 Con la topologia inducida por la usual, los intervalos

del mismo tipo son homeomorfos.

- Laaplicacion f(t) = C+W’ con inversa definida por f~1(t) =
a+ % hace que [a,b] 2 [c,d], [a,b) 2 [c,d), (a,b] = (¢,d] y
(a,b) = (c,d).

- La aplicacién f(t) = b+t—a, con inversa definida por f~1(t) = a+
t — b hace que [G‘?OO) = [ba 00)7 (a,oo) = (b,OO) (—OO,G,} = (—OO,b]
y (—OO,CL) = (—OO,b).

Ejemplo 3.3.5 La recta real usual es homeomorfa a sus subespacios
del tipo (a,b). Por un lado la aplicacién restriccién de la tangente f =
tag -z =) : (=%,%) — R es un homeomorfismo con inverso definido
por f~1(x) = arctag . Como ademés todos los intervalos abiertos y
acotados son homeomorfos y la composicién de homeomorfismos es ho-
meomorfismo (Proposicién 3.3.2) se concluye el resultado.

Ejemplo 3.3.6 Tomando como referencia los homeomorfismos de los

ejemplos anteriores, se deja como ejercicio probar que [a,b) = [c, 00),
(aab) = (C, 00)7 (a,b] = (—OO,C} y (a7b) = (—OO,C)-

Ejemplo 3.3.7 La aplicacién exponencial exp : R — S' definida por
exp(t) = 2™ (
que no es inyectiva (si t' =t + k, con k € Z, entonces exp(t) = exp(t’)).

con las topologfas usuales) no es homeomorfismo, puesto
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Ejemplo 3.3.8 Quien haya estudiado algin curso elemental de célculo

real debe conocer el siguiente resultado:

Toda funcion real de variable real continua y biyectiva tiene inversa
continua.

Si este resultado fuese extrapolable a espacios topoldgicos, o simple-
mente a espacios métricos, parece que podriamos solucionar el proble-
ma anterior restringiendo el conjunto de partida. Consideremos entonces
emp‘[o’l) : [0, 1) — Sl.

- Esta aplicacion es biyectiva, claramente.

- Es continua, pues la antimagen de un arco abierto (estos arcos
forman una base de la topologia usual de S') serd un intervalo
abierto (a,b) C [0,1), si el punto (1,0) no pertenece al arco, o un
conjunto de la forma [0,0+¢)U(1—46, 1), si el punto (1,0) pertenece

al arco.
0 € ab 18 1
———— )

- Pero no es abierta. Por ejemplo exp([0, %)) es un arco semiabierto,

que no es un abierto en la topologia usual de la circunferencia.

.,
N 5
N

Por tanto hemos probado que el anterior resultado de andlisis real no
puede ser trasladado a espacios topolégicos, ni siquiera cuando son sub-
espacios de R™ con la topologia usual.

Si tenemos en cuenta que los homeomorfismos son aplicaciones bi-
yectivas que hacen corresponder de forma biunivoca los abiertos de las
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topologias que relacionan, es facil probar que todo homeomorfismo trans-
forma bases de abiertos en bases de abiertos y bases de entornos de un
punto en bases de entornos de su imagen.

Proposicién 3.3.3 Dado un homeomorfismo [ : (X, T) — (X', T'):

a) B es una base de T si y sélo si By = {f(B) / B € B} es una base
deT'.

b) B(x) es una base de entornos del punto x € X siy sdlo si B¢(f(x)) =
{f(U) /U € B(x)} es una base de entornos del punto f(x).

3.4. Sucesiones y Convergencia

El concepto de sucesién real es ficilmente generalizable a un conjunto
cualquiera. Si X es un conjunto, una sucesion en X es cualquier aplica-
cion desde el conjunto de los nimeros naturales en X. La imagen de un
ntmero natural n sera representada por x,, y la sucesién se denotard por

{zn}, puesto que se puede considerar como un subconjunto ordenado de
X.

Ma3és complicado es generalizar el concepto de convergencia de suce-
siones, pues para hacerlo necesitamos una herramienta que sustituya a
la distancia en la recta real. Pero nosotros tenemos esa herramienta, los

entornos.

Definicién 3.4.1 Dado un espacio topoldgico (X,T), se dird que una
sucesién {z,} en X converge a un punto x € X (denotado x,, — x),
cuando dado un entorno cualquiera de x los elementos de la sucesién
pertenecen a dicho entorno desde un cierto término en adelante. Una

sucesién en X se dird convergente si converge a algin punto de X.

Noétese que, como suele suceder, es posible sustituir en la anterior

definicién entornos por entornos bésicos, sin que varie el concepto.

Ejemplo 3.4.1 Si una sucesion es estacionaria en un punto z de un
espacio topoldgico (es decir, la sucesién toma dnicamente el valor z de

un término en adelante) entonces converge a x.
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Ejemplo 3.4.2 En un espacio topolégico discreto, como 3(z) = {{z}}
es base de entornos del punto z, es claro que las tnicas sucesiones con-

vergentes a x son las estacionarias en x.

En el caso de un espacio topoldgico indiscreto, como la 1nica base de
entornos de un punto x es la formada sélo por el conjunto total, se tiene
que cualquier sucesién converge a todos los puntos del espacio.

Ejemplo 3.4.3 Si en un conjunto X consideramos la topologia de su-
perconjuntos de B, sabemos que una base de entornos de un punto x € X
es B(x) = {BU{x}}. Luego x,, — x si y solo si la sucesién toma valores
en BU{z} de un término en adelante.

Ejemplo 3.4.4 Silo que consideramos es la topologia de subconjuntos
de B, como una base de entornos de un punto =z € X es f(x) = {{z}}
siz € B, 6 B(x) ={X}siz ¢ B, podemos concluir que las sucesiones
convergentes a x € B son las estacionarias en z, mientras que cualquier
sucesién converge a todo punto = ¢ B.

Ejemplo 3.4.5 En (X, T,.f), con X un conjunto infinito, , — x siy
sélo si todo valor distinto de x se repite como maximo un ntmero finito
de veces en la sucesién. Probémoslo.

Si un valor y # x se repite infinitas veces entonces considerando U =
X — {y} € Ent(x) ocurre que para todo ng € N existe n > ng tal que
Zn =y ¢ U. Luego x,, » x.

Sin embargo, si todo valor distinto de x se repite unicamente un ntimero
finito de veces, para todo U = X —{y1,¥2, ..., ym } € Ent(z) ocurrird que,
para 1 < i < m, existird x,, = dltimo término de la sucesién que toma
el valor y;. Tomando ng = méx{ni,na, ...,y + 1 se tiene que x,, € U
para todo n > ng. Luego x,, — x.

Ejemplo 3.4.6 Sien un conjunto no contable consideramos la topologia
cocontable

T.e={AC X /X — Aes contable} U {0}

entonces las Uinicas sucesiones convergentes son las estacionarias.
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Efectivamente, si {x,} no es estacionaria, para cualquier punto z € X
basta considerar el entorno U = X — {y € {z,} / y # x} para llegar a

que x, - T.

Ejemplo 3.4.7 Si (X,d) es un espacio métrico, usando como base de
entornos de un punto x € X la formada por las bolas centradas en ese
punto, la definicién de convergencia que resulta coincide con la clésica
de R:

Una sucesion {x,} converge a x en un espacio métrico (X,d) si y sdlo
st para todo € > 0 existe ng € N tal que x,, € B(x,¢), para todo n > nyg.

Como ocurre en la recta usual, si una sucesién en un espacio métrico
converge lo hace a un tdnico punto. Si {z,} convergiese a dos puntos
distintos x,y € X ocurriria que para todo € > 0 existiria ng € N tal
que x, € B(x,e) para n > ng, y para todo & > 0 existirfa n; € N
tal que x, € B(y,d) para n > ny. Pero tomando ¢ = § = @, co-
mo B(z,e) N B(y,d) = 0, es imposible que se den las dos condiciones

anteriores simultdneamente.
La convergencia se conserva por aplicaciones continuas.

Proposicién 3.4.1 Si una aplicacion f : (X, T) — (X', T") es continua
en x € X entonces para toda sucesion x, — x se cumple que f(x,) —

f(@).

Demostracion:

Si U € Ent(f(z)), como f es continua en z existe V € Enit(x) con
f(V) C U. Luego existe ny € N tal que para todo n > ng se verifica que
x, €V, y en consecuencia f(x,) € f(V)CU. n

Corolario 3.4.1 Si una aplicacion f : (X, T) — (X', T') es continua

entonces para toda sucesion x, — x se cumple que f(x,) — f(x).



Capitulo 4

Mas espacios: productos y
cocientes

En este capitulo vamos descubrir nuevas formas de construir espacios
topoldgicos a partir de otros ya existentes. Se presentan dos métodos muy

utiles:

- Topologia producto, o como asociar, dado un ntimero finito de espa-
cios topolégicos, una topologia al producto cartesiano de los con-

juntos subyacentes.

- Topologia cociente, o cémo asociar, dado un espacio topolégico y
una relacién de equivalencia sobre el conjunto subyacente, una to-
pologia al conjunto cociente.

4.1. Espacios producto

Como el producto cartesiano del conjunto vacio por otro conjunto
cualquiera es de nuevo el conjunto vacio, vamos a considerar siempre en
este capitulo el caso no trivial de topologias sobre conjuntos con algin
elemento.

Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y,T"), si queremos asociar

una topologia al conjunto X X Y, y cometemos el error de hacerlo sin

61
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razonar demasiado, podemos pensar que lo més natural es considerar

como abiertos los productos de abiertos.

iPero no!. Si observamos la siguiente figura en R? = R x R, donde
hemos supuesto fijada en R la topologia usual, observamos que el sub-
conjunto (]1,2[x]1,2[) U(]3,4[x]2, 3]) no se puede poner como producto
de abiertos de T,,. Por tanto, la familia que hemos elegido no puede ser
topologia, pues la uniéon de dos de sus elementos no tiene por qué perte-
necer de nuevo a la familia.

Dado que el problema esté en la unién de abiertos, tenemos la herra-
mienta para solucionarlo. Si la familia anterior verifica las condiciones
de la Proposicién 1.2.2 entonces, aunque no es topologia, si que gene-

rard una topologia mediante uniones.

Consideremos entonces B = {Ax A" /| A e Ty A € T'}. Este
subconjunto de P(X x Y) verifica:

(Bl) Paratodoz € X XY, existe B, = X xY € B con z € B,.

(B2) Si By = Ay x A} y By = Ay x A} son elementos de B, entonces
para todo x € By N By existe Bf 5 = (A1 N Ag) x (A1 NAY) € B
tal que x € BY 5 C By N By. Obsérvese que By N By = (A x A})N
(Ag x Aj) = (A1 N Ag) x (A1 N Ay) = BY 5.

Por tanto, ya sabemos como asociar una topologia al conjunto X x Y.

Definicién 4.1.1 Dados dos espacios topolégicos (X,T) e (Y,T"), se
llamara topologia producto sobre X x Y a la que tiene por base B =
{Ax A" /] AeTyA €T} Esta topologia producto se denotard por
TxT.
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Esto es, dados dos espacios (X,T) e (Y,T"), los abiertos de la topo-
logia producto asociada al conjunto X X Y son uniones de productos de
abiertos de X e Y:

T+T = {U(Al x A%) / I = conjunto de indices, A; € T yA, € T}
iel
Cuando no haya posibilidad de confusién, se hablard de X x Y como

el producto de los espacios topologicos X e Y.

Ejemplo 4.1.1 Sean X = {0, 1} con la topologia discreta e Y = {a, b}
con la topologfa indiscreta. Entonces X xY = {(0,a), (0,b), (1,a), (1,b)}
yTp«Tr ={0,X xY,{0} xY,{1} x Y}.

Ejemplo 4.1.2 La topologia producto resultante de dos topologias dis-
cretas es la topologia discreta. Para comprobarlos basta observar que,
dados dos espacios discretos X e Y y un punto (x,y) € X x Y, se verifica
que {(z,y)} = {z} x {y} es un abierto de la topologia producto, al ser
producto de abiertos.

Ejemplo 4.1.3 Si consideramos el espacio producto de R con la topo-
logia usual consigo mismo, la topologia resultante coincide con la topo-
logfa inducida por la métrica usual de R2.

Si (7,y) € R? es facil comprobar que B((z,y)) = {(z — &,x + ¢€) X
(y—e,y+¢€) /e > 0} es una base de entornos de (z,y) en la topo-
logia producto. Por otro lado, sabemos que en una topologia métrica
B'((z,y)) = {B((z,y),e) / € > 0} es una base de entornos de (z,y). Co-
mo consecuencia de la Proposicion 1.4.3, se tiene que ambas topologias
coinciden, sin mas que observar la siguiente figura.

El proceso hecho hasta ahora puede ser generalizado para un nimero
finito de espacios. Si (X1,T1),..., (X,,T,) son espacios topoldgicos, la
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topologia producto asociada a X1 X ... X X, se define como la que tiene
por base a B={A; x ... x A, / A; € T;}, esto es:

T1*~~~*Tn={U(A} X .. x A") / Al € Ty para 1 < j <n}
iel

En este sentido, el ejemplo 4.1.3 anterior puede ser generalizado al
producto de un niimero finito de copias de R con la topologia usual. La
topologia producto también coincide con la engendrada por la métrica

usual.

El caso del producto infinito de espacios requiere una definicién es-
pecial, diferente a la que uno podria intuir, y no va a ser tratado aqui.

Es facil comprobar que el producto finito de espacios, tal como se ha
definido, es homeomorfo a todos los espacios topoldgicos que se pueden
construir usando iteradamente el producto de dos espacios. Dicho de
otra forma, el producto finito de espacios topoldgicos es asociativo, salvo
homeomorfismo. Ademds, el producto de espacios topolégicos es también
conmutativo, salvo homeomorfismo.

Proposicién 4.1.1 Dados X, Y y Z espacios topolégicos:

a) X xY)XZ2Xx(YXxZ)2X XY xZ.

b)) X xY 2Y x X.

Demostracién:
Basta considerar los homeomorfismos canénicos dados por

XxY)xZ — Xx(YxZ) - XxYxZ
((9),2) = (2,(2) — (292

XxY — YxX
(xvy) = (yvx) .

En cuanto a los cerrados en espacios producto, si bien no es posible
caracterizarlos en funcién de los cerrados de las topologias de partida,
si que se tiene la siguiente propiedad.
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Proposicién 4.1.2 El producto de cerrados es un cerrado del espacio

producto.

Demostracién:

Dados F' cerrado en X y G cerrado en Y entonces, usando la Proposi-
cién A.2.3, se tiene que X XY — (FxG) = (X —F)xY)U(X x (Y —-G))
es un abierto en el espacio producto, al ser unién de abiertos. Por tanto
F x G es un cerrado en el espacio producto. ]

Aunque no todos los conjuntos de puntos notables tienen buenas
propiedades con respecto al producto, si ocurre lo siguiente.

Proposicién 4.1.3 El interior y la clausura conmutan con el producto

de espacios topoldgicos.

Demostracion:

Sean (X,T) e (X', T") espacios topolégicos, Z C X y Z' C X'.

- Como Int(Z) x Int(Z') es un abierto de la topologia producto e
Int(Z) x Int(Z') C Z x Z', por el apartado (b) de la Proposicién
1.5.2 se tiene que Int(Z) x Int(Z') C Int(Z x Z').

Para el otro contenido, si (z,2') € Int(Z x Z'), usando la base
que define la topologia producto existen A € T y A’ € T’ tales
que (z,2') € Ax A’ C Z x Z'. En consecuencia © € A C Z 'y
e A C Z' dedonde x € Int(Z) y ' € Int(Z"). O lo que es lo
mismo (x,2') € Int(Z) x Int(Z').

- Como Cl(Z) x Cl(Z") es un cerrado de la topologia producto (ver
Proposicién 4.1.2 anterior) y Z x Z' C Cl(Z) x Cl(Z'), por el
apartado (k) de la Proposicién 1.5.2 se tiene que Cl(Z x Z') C
Cl(z)x Cl(Z").

Por otro lado, si (z,2") € Cl(Z) x CI(Z") y U € Ent(x,x"), como
B={Ax A" /AeTyA €T} es base de la topologia producto,
existirdn A € Ty A € T' con (z,2') € Ax A’ C U. Entonces
A € Ent(z)y A’ € Ent(x'), y por hipdtesis ANZ # 0y A'NZ’" # (.
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Por tanto
DA AN x(ANZ)Y=AxAYN(ZxZ)cUN(ZxZ"

de donde se concluye que (z,z’') € ClI(Z x Z').
|
Una de las principales caracteristicas de los productos topoldgicos es
que las aplicaciones proyeccién tienen buenas propiedades.

Proposicién 4.1.4 Las proyecciones candnicas desde un espacio pro-
ducto son continuas y abiertas.

Demostracion:

Consideremos la proyeccién px : (X x Y, T+ T') — (X, T).

Si A € T entonces p)_(l(A) =AXxY e€TxT'. Luego px es continua.

SiAeTy A €T entonces px(Ax A’) = A € T. Por la Proposicién
3.2.1 se tiene que px es abierta.

Para la proyeccién py : (X x Y, T« T") — (Y,T") la demostracién es
analoga. |

Cabe senalar que las anteriores proyecciones no tienen por qué ser
cerradas. Por ejemplo, considerando el producto de la recta real usual
consigo misma tenemos que el subconjunto Y = {(1,n) / n € N} es
un cerrado en la topologia producto, pero su proyeccién en la primera
componente p1(Y) = {1 / n € N} no es un cerrado en la topologfa usual

de R.

Usando estas proyecciones, se obtiene un método para comprobar
cuando una aplicaciéon que llega a un espacio producto es continua, sin
necesidad de trabajar con topologias producto.

Proposicién 4.1.5 Una aplicacion f : (X, T) — (Y x Z,T' «T") es
continua si y sélo sipy f: (X, T) — (Y, T") ypzf: (X, T)— (Z,T") lo

SOon.

Demostracion:
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(=) Evidente, pues la composicién de aplicaciones continuas es conti-

nua.

(«<) Para usar la Proposicién 3.1.3, consideramos A’ € T" y A” € T".
Entonces

f—l(A/ % A//) —

(A" x Z)N (Y x A")) =
(p;/l(A/) ﬂpgl(AH)) —

— p;,l(A/) ) f_lpgl(A”) _
(py /)"HA) N (pzf)~H(A") €T

Il
=
= »l—t =

Corolario 4.1.1 Dos aplicaciones f : X — X', g : Y — Y’ son conti-
nuas si y sélo si la aplicacién producto f x g : X XY — X' xY’, definida
por (f x g)(z,y) = (f(x),9(y)), lo es.

Demostracién:

(=) Basta usar la Proposicién 4.1.5 anterior, teniendo en cuenta que

pxr(f  g) = fpx, py+(f X g) = gpy ¥ la composicién de aplica-
ciones continuas es continua.

(<) Es fdcil comprobar que, fijado un punto yo € Y, la aplicacién
iy, : X — X XY definida por iy, (z) = (x,y0) es continua. En
consecuencia, como la composiciéon de aplicaciones continuas es
continua, se tiene que f = px/(f x ¢)iy, es continua. Andlogamente
para g.

|
Es posible obtener una base para una topologia producto a partir de
bases de las topologias originales y viceversa.

Proposicién 4.1.6 Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y,T"):

a) Si{Bi}icr es una base de T« T entonces {px(B;)}icr es una base
de T y {py (B;)}icr es una base de T".

b) Si B = {Bi}icr es una base de T y B' = {Bj}jcs es una base de
T" entonces B x B' = {B; x Bj}ier, jes es una base de T+ T".
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Demostracion:

(a) Como las proyecciones son abiertas (Proposicién 4.1.4) se tiene que
{px(Bi)}icr CT . Ademads, si A € T entonces AxY € T«T'. Por
tanto AXY = U Bj, de donde A = px(AxY) :pX(U Bj) =

jeJci jeJ
U px (B;). Luego se concluye que {px(B;)}icr es una base de T.
jeJ
Andlogamente, {py (B;)}icr es una base de T".

(b) Todo abierto de T+T" es de la forma A = U (A x A}), con K un
keK
conjunto de indices, A, € T'y A}, € T". Ademids Ay = U B;,
i€l CI
y A, = U B';., para todo k € K. Por tanto A, x A} =
jseJkCJ
( U B;) x ( U B';.) = U (B;, x B';.). Se concluye
i €1 is€Jk (ir,js) €T X Tk
que A = U (B;, x B';.), y por tanto B * B es una

kEK, (ir,js) €Lk X
base de T+ T".
|

Corolario 4.1.2 Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y, T') y sub-
conjuntos A C X y B C Y, el producto de las topologias inducidas
T4 x Ty coincide con la topologia inducida en A x B por T xT".

Demostracion:

Para demostrar que T4 * T = (T * T') Ax g basta comprobar que si
By B’ son bases respectivas de T y T” entonces (B * B )axp = Ba*B'p
(ver Proposicién 2.2.1). [

El Corolario 4.1.2 anterior nos permite interpretar geométricamente

ciertos espacios producto.

Ejemplo 4.1.4 El producto topolégico de la circunferencia unidad S*
por la recta real R es un subespacio de R? x R. Usando ahora el ho-
meomorfismo canénico existente desde R? x R en R3 (ver Proposicién
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4.1.1) tenemos que la imagen de S* x R (que es el cilindro geométrico
C = {(z,y,2) € R® / 22 + y*> = 1}) es homeomorfa al espacio producto
S1 x R de partida.

Con los entornos y bases de entornos todo funciona también de forma

natural.

Proposicién 4.1.7 Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y,T'), y
considerando sobre X x'Y la topologia producto.

a) Si U es un entorno de un punto (z,y) € X x Y, entonces px(U)
es un entorno de x € X y py (U) es un entorno dey €Y.

b) SiU es un entorno dex € X y 'V es un entorno dey € Y entonces
U x V es un entorno de (z,y) € X x Y.

Demostracion:

(a) Dado U € Ent((x,y)), existe A € T =« T' tal que (z,y) € A C
U. Como las proyecciones son aplicaciones abiertas se tiene que
px (A) es un abierto, y como z € px(A) C px(U) se concluye que
px(U) € Ent(x).

Para la otra proyeccién el razonamiento es anédlogo.

(b) Dados U € Ent(z) y V € Ent(y), existen A € Ty A € T’
talesque x € ACUeye A CV.Como Ax A e TxT'y

(x,y) € Ax A CU xV se concluye que U x V € Ent((z,y)).
|

Proposicién 4.1.8 Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y,T'), y
considerando sobre X XY la topologia producto:
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a) Si {U;}ier es una base de entornos de (z,y) € X x Y entonces

{px (Ui) }ic1 es una base de entornos de x y {py (U;)}icr es una
base de entornos de y.

b) Si B(x) = {U;}icr es una base de entornos de x € X y B(y) =

{V;}jes es una base de entornos dey € Y, entonces B(x) * f(y) =
{U; x Vi}ier, jeg es una base de entornos de (z,y) € X x Y.

Demostracién:

a)

Aplicando el apartado (a) de la Proposicién 4.1.7 se tiene que
{rx(Ui)}ier C Ent(x).

Ademis, por el apartado (b) de la misma Proposicién 4.1.7,si U €
Ent(z) entonces U x Y € Ent((x,y)). Luego existe un entorno
bésico U; tal que U; C U x Y. Entonces px (U;) C px(UXxY) =U.
Por tanto §(z) es base de entornos de x.

Andlogamente para ((y).

Si U; y V; son entornos bdsicos de x e y, respectivamente, por
el apartado (b) de la Proposicién 4.1.7 se tiene que U; x V; €

Ent((z,y)).

Ademsds si U € Ent((x,y)) entonces, por la Proposicién 1.2.1, exis-
ten abiertos A € T'y A’ € T de forma que (z,y) € A x A’ C U.
Pero entonces deben existir entornos bédsicos U, y Vj, de = e y,
respectivemente, tales que z € U;, C A ey € V;, C A'. Por tanto
U, XV, CAx A’ C U,y queda probado que S(x) * 8(y) es una

base de entornos de (z,y). -

Como consecuencia del apartado (b) de la anterior Proposicién 4.1.8,

y teniendo en cuenta que la familia de todos los entornos de un punto

es una base de entornos de ese punto, se deduce que Ent(z) *x Ent(y) =
{UxV /U€Ent(x)yV € Ent(y)} es una base de entornos del punto
(z,y) en la topologia producto.

Senalamos por ultimo que la convergencia de sucesiones en espacios

producto viene determinada por la convergencia en los espacios de par-

tida.
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Proposicién 4.1.9 Una sucesion {(zn,yn)} converge a un punto (z,y)
de un espacio producto X XY si y sélo si {x,} converge a x en X e
{yn} converge ay enY.

Demostracion:

(=) Si (n,yn) — (x,y) entonces, como la convergencia se conser-
va por aplicaciones continuas (Proposicién 3.4.1) y las proyecciones son
continuas (Proposicién 4.1.4), se concluye que x,, = px ((Zn,yn)) — x =
px((#,9)) € yn = py ((Tn, yn)) = y = py ((2,9)).

(<) Sean x,, — z e y, — y. Como Ent(z) * Ent(y) es una base
de entornos de (z,y) en la topologia producto (ver el apartado (b) de la
Proposicién 4.1.8), si U x U’ € Ent(z)« Ent(y) existirdn ny,ne € N tales
que x, € U para todo n > ny e y, € U’ para todo n > ns. Tomando
ng = max{ni,na} se tiene que (,,y,) € U x U’ para todo n > ng. Se

concluye que (z,yn) — (z,y). u

4.2. Espacios cociente

Es habitual construir objetos geométricos sencillos, tales como un
cilindro o un cono, pegando partes de un trozo de papel de manera
adecuada. Estos son ejemplos muy simples del concepto de conjunto
cociente introducido en la Definicién A.4.2 a partir de una relacién de
equivalencia sobre un conjunto. Otro conjunto cociente muy usado es el
que resulta de colapsar un subconjunto a un punto (Ejemplo A.4.1).

Pero lo que no sabemos aun es como, partiendo de un espacio to-
polégico y una relacién de equivalencia sobre el conjunto subyacente,
asociar una topologia al conjunto cociente. Para conseguir esto recor-
demos (apartado (a) de la Definicién 3.1.3) que si f : X — Y es una
aplicacién entre un espacio topoldgico (X, T) y un conjunto Y, se define
la topologia final asociada a f como la topologia més fina sobre Y que
hace continua a f. Esta topologia viene dada explicitamente por

Ty ={ACY /f(A)eT)

Obsérvese que los cerrados de Ty son aquéllos subconjuntos de Y
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cuya antimagen es un cerrado.

Asi, ya tenemos una forma canénica de definir topologia en los con-

juntos cociente.

Definicién 4.2.1 Si (X,T) es un espacio topoldgico y R es una rela-
ciéon de equivalencia sobre X, considerando en el conjunto cociente la
topologfa final T} asociada a la proyeccién 7 : X — X/R, el espacio
topolégico (X/R,T,) se denominard espacio cociente de (X,T) por la
relacion de equivalencia R.

Ejemplo 4.2.1 Dado un espacio topoldgico (X, T), si sobre el conjunto
X se considera como relacion de equivalencia la identidad, esto es, x Ry si
y s6lo si x = y, entonces es facil comprobar que 7 : (X,T) — (X/R, T;)

es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.2.2 Si se considera un espacio topoldgico discreto (X,Tp),
la topologia cociente inducida por cualquier relacién de equivalencia R
sobre X es de nuevo la discreta, pues dado cualquier A C X/R se tiene
que 7 1(A) C X es un abierto en Tp.

Ejemplo 4.2.3 Si lo que se considera es un espacio topoldgico indis-
creto (X, T7), la topologia cociente inducida por cualquier relacién de
equivalencia R sobre X es ahora la indiscreta, pues dado A C X/R con
() # A # X/R entonces () # 7~ (A) # X, al ser la proyeccién 7 sobre.

Ejemplo 4.2.4 Sea un conjunto X con la topologia cofinita, y una rela-
cién de equivalencia R distinta de la que identifica todo par de elementos
entre si. Entonces, la topologia cociente inducida por R es de nuevo la
cofinita si y sélo si la clase de equivalencia de todo punto de X es un

conjunto finito.

En efecto, si la topologia cociente inducida por R es la cofinita entonces
los subconjuntos unitarios de X/R son cerrados. Asi, al ser w continua,
si [r] € X/R entonces m~({[z]}) = [2] es un cerrado en la topologia
cofinita. Pero como [z] # X, al no relacionarse todos los puntos entre si,

debe ocurrir que [z] sea un conjunto finito.
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Reciprocamente, si la clase de equivalencia de todo punto es un conjunto
finito entonces T; = T.of, pues:

(C) Si A e T, —{0,X/R} entonces su complementario es finito, pues

en caso contrario
M A) =7 X/R—(X/R—A) =X -7 Y(X/R—A) & T.of

alser 7 1(X/R—A) = U [] una unién infinita de conjuntos
[z]eX/R—A
finitos y disjuntos distinta de X, pues A # X/R.

(D) Si A€ Teop—{0, X/R} entonces tiene complementario finito, y por
tanto

7Y A) =7 HX/R— (X/R—A) =X -7 " (X/R— A) € Tooy

al ser 7 1(X/R — A) = U [x] unién finita de conjuntos
[x]eX/R—A
finitos.

Hemos comentado que una conocida relacién de equivalencia sobre
un conjunto resulta al colapsar un subconjunto dado en un punto. Esto
es, dado Y C X se puede definir una relaciéon de equivalencia por xRy
siysélosix=yo6x,y €Y. Este espacio cociente se suele denotar por
X/Y.

La siguiente propiedad permite probar que determinadas proyeccio-
nes en este tipo de cocientes son abiertas o cerradas.

Proposicién 4.2.1 Si (X,T) es un espacio topoldgico e Y es un sub-
conjunto abierto (respectivamente cerrado) entonces la proyeccion m :
X — X/Y es una aplicacion abierta (respectivamente cerrada).

Demostracion:

Si A es un abierto en X entonces m(A) es un abierto en X/Y pues

_ A st ANY =0
i I(W(A)):{ YUA siANY #£0
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es en cualquier caso un abierto. Andlogamente se prueba el caso de que
Y sea cerrado, teniendo en cuenta que los cerrados de T son los sub-
conjuntos de X/Y cuya antimagen es un cerrado. ]

Como hemos visto, las proyecciones son cruciales en la definicién
de la topologia cociente. Generalizando sus principales propiedades se
obtiene una familia de aplicaciones continuas, las identificaciones, que
por supuesto tienen a las proyecciones en un cociente como ejemplos

mas significativos.

Definicién 4.2.2 Se dice que una aplicacién f : (X,T) — (Y,T') es
una identificacion si es sobre y T" = Ty. Al espacio topoldgico (Y,T”) se
le denomina espacio identificacion de (X, T) por f.

Nétese que del hecho T" = T se deduce que toda identificacién es
continua. Ademas, es facil comprobar que la composicién de identifica-

ciones es una identificacion.

Las identificaciones merecen un estudio por si mismas, pues nos per-
mitirdn comprender y visualizar mejor las topologias cociente. Un primer
resultado es el siguiente.

Proposicién 4.2.2 Toda identificacién biyectiva es un homeomorfismo.

Demostracion:

Para probarlo, sdlo restaria ver que cualquier identificacién biyectiva
f:(X,T) — (Y,T'), es abierta. Efectivamente, si A € T entonces f(A) €
T' porque f~1(f(A)) = A, al ser f inyectiva. m

Una especie de reciproco también es cierto.

Proposicién 4.2.3 Toda aplicacidn continua, sobre y abierta (o bien

cerrada) es identificacion.

Demostracion:
Veamos que si f: (X,T) — (Y,T’) es una aplicacién continua, sobre
y abierta entonces T = T7.
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(C) De la continuidad de f se sigue inmediatamente que 7" C T7.

(D) Si A € Ty entonces f~1(A) € T, y como f es abierta se tiene que
f(f~1(A)) € T'. Como A = f(f~1(A)), al ser f sobre, se tiene el
resultado.

En el caso de ser f cerrada se procede de forma analoga. ]

Usando las proposiciones 4.2.3 y 4.1.4 se observa facilmente que:

Corolario 4.2.1 Las proyecciones canénicas desde un espacio producto

son identificaciones.

El siguiente resultado es muy 1til, sobre todo a la hora de saber si

una aplicacién que parte de un espacio identificacién es continua.

Proposicién 4.2.4 Sean (X,T) ER (Y, T") % (Z,T") aplicaciones, con
f una identificacién. Entonces g es continua si y s6lo si gf es continua:

(X,T) ——~ (v,1")

(Z,T").

Demostracion:

Evidentemente, si g es continua entonces gf también lo es, al ser
composicion de aplicaciones continuas.

Supongamos ahora que la composicién gf es continua. Si A € T”
debemos comprobar que g~*(A) € T'. Ahora bien, como f es identifica-
cién, T' = T}, luego g~ (A) € T" si y sélo si f~'(g7!(A)) € T. Como

g7 Y(A) = (g9f) " (A) y gf es continua, se concluye la demostracion.
|

De momento tenemos claro que toda proyeccién en un espacio cocien-
te es una identificacién. Pero es que ademas podemos suponer que todos
los espacios identificacién son espacios cociente y que toda identificacién
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es una proyeccién sobre un determinado cociente, salvo homeomorfismo.
Para probarlo usaremos el siguiente hecho, cuya demostraciéon se deja

como ejercicio.

Lema 4.2.1 Toda aplicacion f : X — Y tiene asociada una relacion de
equivalencia en el conjunto X definida por xRy si y sdlo si f(x) = f(y).

Proposicién 4.2.5 Si R es la relacion de equivalencia asociada a una
identificacion [ : (X, T) — (Y,T'), entonces existe un (inico) homeo-

morfismo h: (X/R,T;) — (Y,T") tal que hr = f.

L )

\ :Th

(X/R, Tx)

(X,T)

Demostracion:

Consideremos h : (X/R,T;) — (Y, T") con h([z]) = f(z). Por cémo
es la relacién de equivalencia, h estd bien definida. Ademads, como 7 es
identificacién y hm = f es continua se tiene que h es continua. Una
simple comprobacién demuestra que h es biyectiva.

Para comprobar que h es abierta, consideremos A € T,. Enton-
ces h(A) € T' si y s6lo si f~1(h(A)) € T. Pero es sencillo ver que
fY(h(A)) = 77 1(A), y al ser 7 continua se tiene el resultado.

La unicidad de h se deduce de su definicién.
[ |

Como aplicacién de este ultimo resultado, muchos espacios cocien-
te con sus respectivas topologias, en apariencia complicadas, se pueden

reescribir como subespacios euclideos conocidos.

Ejemplo 4.2.5 Si en el intervalo cerrado I = [0, 1] se considera el sub-
conjunto {0,1}, podemos probar que I/{0,1} es homeomorfo a la cir-
cunferencia S' = {(z,y) € R? / 22 +y? = 1}.
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La aplicacién f : I — S! dada por f(t) = (cos(2nt), sen(27t)) es conti-
nua, sobre y cerrada (ver Proposicién 7.9), luego por la Proposicién 4.2.3
es identificacién. Por otro lado la relacién de equivalencia asociada a f
coincide con la que colapsa {0, 1} en un punto. Aplicando la Proposicién
4.2.5 anterior se concluye que I/{0,1} = S

Ejemplo 4.2.6 Identificando en el cuadrado unidad 1% = [0, 1] x [0, 1]
todos los puntos de la frontera entre si se obtiene el espacio cociente
I?/§(I?), homeomorfo a la esfera S? = {(x,y,2) € R? / a?+y*+2% = 1}.

La aplicacién f : I? — S? dada por
f((t,8)) = (cos(2mt)cos(2ms), sen(2nt)cos(2ms), sen(27s))

es continua, sobre y cerrada (de nuevo por la Proposicién 7.9), luego por
la Proposicion 4.2.3 es identificacién. Como la relacién de equivalencia
asociada a f es precisamente la que colapsa la frontera de I? en un punto,
aplicando la Proposicién 4.2.5 se tiene que I?/6(1?) = S2.

Ejemplo 4.2.7 El cilindro circular S x I C R® se obtiene también
como espacio cociente sin més que considerar en el cuadrado unidad I2
la relacién de equivalencia R que identifica cada punto (0,t) del lado
izquierdo del borde con el correspondiente a igual altura (1,¢) del lado
derecho.
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La aplicacién f : I? — S x I dada por f((t,s)) = (cos(2nt), sen(27t), s)
es continua, sobre y cerrada (Proposicién 7.9) y por tanto identificacién
(Proposicién 4.2.3). La relacién de equivalencia asociada a f coincide
con R,y aplicando la Proposicién 4.2.5 se tiene que I2/R = St x I.

Ejemplo 4.2.8 El subespacio de R*, con la topologia inducida por la
usual conocido como el toro, que se define por T = S' x S!, es ho-
meomorfo al espacio cociente resultante de identificar en I x I los lados

f b —
b

a

opuestos.

Yo

Para probarlo se procede de forma similar a los ejemplos anteriores, esta
vez usando la identificacién f : I x I — S x S' dada por

f((t, ) = (cos(2mt), sen(27t), cos(2ms), sen(27s))

Ejemplo 4.2.9 Si sobre el cilindro circular se colapsa el subconjunto
St x {1} a un punto resulta un espacio cociente denominado cono de S*.

Es claro que este espacio cociente es homeomorfo a un subespacio de R3,
como se muestra en la figura. Sin embargo, nos vamos a quedar en este
caso con la idea intuitiva, sin definir analiticamente ese subespacio ni
la correspondiente identificacion, puesto que al hablar del cono se suele

hacer utilizando el espacio cociente.

Ejemplo 4.2.10 Identificando en el cuadrado unidad I? cada punto
de la forma (0,¢) con el (1,1 — t) se obtiene como conjunto cociente un
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espacio denominado cinta de Mdbius. Tampoco vamos a dar la expresion

analitica de un subespacio de R® homeomorfo a la cinta de Mobius,
aunque un dibujo del mismo es el siguiente:

™ [T >
at yva

Este espacio, introducido por A.F. Mdbius en 1950, tiene propiedades in-
teresantes, como que solo tiene una cara o que al cortarlo por su ecuador
no se divide en dos.

Ejemplo 4.2.11 Por ultimo obtendremos mediante identificaciones en
el borde de un cuadrado el espacio denominado botella de Klein. Hay que
resaltar que es imposible incluir la botella de Klein en un espacio tridi-
mensional, aunque podemos pensar que es algo parecido a la superficie
que muestra la siguiente figura, suponiendo que no tiene autointersec-

ciones.

yo

[F N

Destacamos aqui cémo un espacio que no se acomoda de ninguna manera
a tres dimensiones puede ser sin embargo representado perfectamente en
dos, si se usa la herramienta de las identificaciones.






Capitulo 5

Contabilidad y Separacion

Aqui se inicia un estudio de ciertas propiedades que pueden verificar
los espacios topolégicos. La importancia de las mismas radica principal-
mente en que permiten comparar espacios. En particular, este capitulo
trata de las propiedades relativas a contabilidad y separacién. En rela-
cién a la contabilidad, es preciso estar familiarizado con los conceptos
bésicos de la teorfa de cardinalidad de conjuntos (Apéndice A).

5.1. Axiomas de Contabilidad

En espacios métricos es usual trabajar con bases de entornos de la
forma 3(z) = {B(z, 1) / n € N}. La principal propiedad de las mismas
es que estdn formadas por una sucesién de entornos cada uno de los

cuales contiene al siguiente.

En este parrafo nos ocuparemos de aquellos espacios topolégicos en
los cuales es posible obtener bases de entornos que verifiquen una pro-
piedad similar a la anterior.

Definicién 5.1.1 Un espacio topolégico (X, T) se dice primer contable
(o simplemente C'1) cuando todo punto del espacio admite una base de

entornos contable.

Si queremos ser mds explicitos, podemos decir que un espacio (X, T)

81
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es C1 cuando para todo =z € X existe 5(z) base de entornos de x con
Card(6(z)) < xo-

Obsérvese que aunque en esta definicién no se exige los entornos
bésicos se vayan encajando sucesivamente, como sucede en el ejemplo
motivador de los espacios métricos, es posible obtener una base de en-
tornos en la cual esto si ocurra. Si f(z) = {U; / i € I} es una ba-
se de entornos de un punto x, donde I es el conjunto de los nime-
ros naturales 6 I = {1,2,...,n}, entonces 3'(z) = {U] / i € I}, con
U/ = U NU;N..NU;, es una base de entornos contable de x con
U oU;D>...DU, D..

Ejemplo 5.1.1 Sabemos que (z) = {X} es una base de entornos de
cualquier punto z en un espacio topolégico indiscreto. Asi, todo espacio

topolégico indiscreto es C1.

Ejemplo 5.1.2 Dado un punto z de un conjunto X, también sabemos
que B(x) = {{z}} es una base de entornos de x en la topologia discreta.
Por tanto todo espacio topolégico discreto es también C1.

Ejemplo 5.1.3 Una base de entornos de un punto z de X en la to-
pologia de superconjuntos de ¥ C X es f(z) = {Y U {z}}. Como
Card B(z) = 1 se tiene que (X,TY) es primer contable.

Ejemplo 5.1.4 Una base de entornos de un punto = € X en la topologia
de subconjuntos de Y C X es f(z) = {{z}} siz € Y, o bien (z) = {X}
siz ¢ Y. Como en ambos casos el cardinal de la base de entornos es 1,

se tiene que (X, Ty ) es primer contable.

Ejemplo 5.1.5 Un espacio topoldgico cofinito (X, T.os) es primer con-
table si y sélo si X es un conjunto contable.

(=) Para cada punto z € X denotemos por 3(z) una base de entornos

contable. Entonces ﬂ = m v {z}, pues:
Vep(x) UeEnt(zx)

(1) La inclusién (D) es inmediata. Para la otra, si y € ﬂ Vv
vVep(x)
entonces para cualquier U € Ent(x) existe V € 3(z) con V C
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U (al ser B(x) base de entornos de x) y por tantoy € V. C U.
De donde y € ﬂ U.
UecEnt(x)
(2) Basta observar que evidentemente = € ﬂ U, perosiy #
UecEnt(x)
x entonces U = X —{y} € Ent(x) y por tanto y ¢ ﬂ U.
UecEnt(x)
Asi, aplicando complementarios en la igualdad que resulta de com-
poner (1) y (2) se tiene que U (X-=V) = X—{x}. Pero como los

Vep(x)
entornos en la topologia cofinita son abiertos, los conjuntos X —V

serdn cerrados distintos de X (pues § ¢ (x)), y por tanto finitos.
Asi X — {z} es contable, al ser una unién contable de conjuntos
finitos, y por tanto X es también contable.

(<) Sabemos que un subconjunto distinto del total en un espacio to-
poldgico cofinito es cerrado si y sélo si es finito. Dicho de otra mane-
ra, el conjunto de cerrados en (X, Tyof) €s C = Pfinitas(X)U{X}. Si
X es un conjunto contable entonces Pinitqs(X) también es conta-
ble (usar la Proposicién A.5.9, pues el caso finito es trivial). Como
sabemos que hay una correspondencia biunivoca (usando comple-
mentarios) entre el conjunto de abiertos y el de cerrados de un
espacio topolégico, hemos probado que hay un nimero contable de
abiertos. Pero los abiertos que contienen a un punto forman una
base de entornos de ese punto, luego se concluye que (X, Tyof) €s
primer contable.

Ejemplo 5.1.6 Todo espacio métrico es C'l, como ya hemos visto al
comienzo de este parrafo al considerar la base de entornos

Ba) = {B(z, ) /n € N},

Ejemplo 5.1.7 Considerando en la recta real la topologia de Sorgenfrey
se obtiene un espacio primer contable, teniendo en cuenta que una base
de entornos para un punto € R es 8(z) = {[z,z + 1) /n € N},

Utilizando el primer axioma de contabilidad se puede obtener un
reciproco para la Proposicién 3.4.1.
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Proposicién 5.1.1 Sea (X,T) es un espacio topoldgico primer conta-
ble. Una aplicacion f : (X, T) — (Y,T') es continua en x € X si y sélo
st para toda sucesion x, — x se cumple que f(x,) — f(x).

Demostracion:

Sélo nos resta demostrar (<), pues la otra implicacién siempre es
cierta (Proposicién 3.4.1).

Probémoslo por el contrarreciproco, es decir, supongamos que f no
es continua en z y hallemos una sucesién tal que x,, — x pero f(z,) =
f(x). Como X es C1, podemos considerar una base de entornos 3(z) =
{U; / i € I}, donde I es el conjunto de los nimeros naturales o un
conjunto del tipo {1,2,...,n}, verificando que U; D U; si ¢ < j.

Como f no es continua en x, existe un entorno V de f(z) tal que
para todo ¢ € I se verifica que f(U;) no estd contenido en V. Podemos
considerar una sucesién {z;} C X verificando que z; € U; v f(a;) ¢ V
(siI ={1,2,...,n} se considera z; € U, parai > n) y es facil probar que
la sucesién construida converge a = (se deja como ejercicio). Pero como
f(x;) ¢ V para ningin ¢, la imagen por f de esta sucesién no converge

a f(z). [

Corolario 5.1.1 Sea (X,T) es un espacio topoldgico primer contable.
Una aplicacion [ : (X, T) — (Y,T') es continua si y sélo si para toda

sucesion x, — x se cumple que f(x,) — f(x).

Ejemplo 5.1.8 En los ejemplos 3.4.2 y 3.4.6 vimos que las tnicas su-
cesiones convergentes en espacios topolégicos discretos y espacios to-
polégicos cocontables son las estacionarias. Por tanto la identidad 1 :
(X,T..) — (X,Tp) conserva la convergencia de sucesiones. Pero esta
identidad no es una aplicacién continua, luego del Corolario 5.1.1 ante-
rior se deduce que (X, T¢.) no puede ser C1.

En espacios que verifican el primer axioma de contabilidad es posi-
ble caracterizar la adherencia de un subconjunto utilizando convergen-
cia. Como consecuencia, también es posible caracterizar los subconjuntos
abiertos y los cerrados.
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Proposicién 5.1.2 Si (X,T) es primer contable y A C X entonces

x € Cl(A) siy sdlo si existe una sucesion en A convergente a .

Demostracién:

=)

Al ser el espacio C1, para todo x € X podemos considerar una
base contable de entornos encajados 3(x) = {U; / i € I}, donde
I=N6T1={1,2,..,n}. Sixz € CIl(A) entonces para todo i € I se
verifica que U; N A # (). Luego podemos considerar una sucesién
tal que z; € U; N A (si I = {1,2,...,n} se considera x; € U, N A,
para ¢ > n), y se concluye el resultado, pues es ficil probar que la

sucesion construida converge a x.

Sea {x,} C A con z,, — x. Entonces, para todo entorno U de x
existird ng € N tal que z,, € UN A sin > ng. Por tanto UNA # ()

y se concluye que z € Cl(A).
u

Nétese que la implicacién (<) es siempre cierta, aunque el espacio no

sea primer contable. Por otro lado, si en la Proposicién 5.1.2 se impone

que los términos de la sucesién sean distintos de x entonces se puede

sustituir la clausura de A por su derivado.

Corolario 5.1.2 Sea (X,T) es un espacio primer contable.

a) Un subconjunto A de X es abierto si y sdlo si para todo x € A

y toda sucesion {x,} C X convergente a x se verifica que {z,}
estd eventualmente en A (es decir, la sucesion estd en A desde un

cierto término en adelante).

b) Un subconjunto F de X es cerrado si y sélo si para toda sucesion

{zn} C F convergente a x se verifica que x € F.

Demostracion:

(a) (=) Al ser A abierto existe U € Ent(x) con z € U C A, y como

T, — x existe ng € N con z,, € U C A para todo n > ng.
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(<) Veamos que CI(X — A) = X — A. Siz € Cl(X — A) entonces,
por la Proposicién 5.1.2, existe {z,} C X —A con z,, — z. En
consecuencia € X — A, pues en caso contrario {z,} estaria
eventualmente en A, lo cual es imposible.

(b) (=) Como {z,} es una sucesién en F' convergente a z, por ser I
cerrado y por la Proposicién 5.1.2 se tiene que z € CI(F) = F'.

(<) Veamos que CI(F) C F. Si z € CI(F) entonces, por la Pro-
posicién 5.1.2 existe una sucesién {z,} C F con z, — x, y
por hipétesis = € F.
|
Los siguientes resultados aseguran que la propiedad “ser C'1” funcio-

na bien con respecto a subespacios, homeomorfismos y productos.

Proposicién 5.1.3 Ser primer contable es una propiedad hereditaria y
topoldgica. Ademdas, un espacio producto X XY es primer contable si y
solo si X eY lo son.

Demostracion:

Si (X, T) es primer contable entonces para todo 2 € X existe una base
de entornos contable 3(z). Para probar que todo subespacio es también
C'1 basta observar, para A C X y x € A, que fa(z) ={UNA /U €
B(x)} es una base de entornos contable de 2 en Ty (Proposicién 2.4.2) .
Ademsds, si f: X — Y es un homeomorfismo entonces para todo y € Y’
se tiene que B¢(y) = {f(U) / U € B(f~'(y))} es una base de entornos
contable de y (apartado (b) de la Proposicién 3.3.3).

Respecto al producto de espacios:

(=) Dado un punto z € X, se considera un punto cualquiera y € Y.
Como (z,y) € X xY y el espacio producto es primer contable, existe una
base de entornos contable {U;}icr de (z,y). Entonces, el apartado (a)
de la Proposicién 4.1.8 asegura que {px (U;) }ier es una base de entornos
contable de z. Anédlogamente para Y.

(<) Es consecuencia del Corolario A.5.1 y del apartado (b) de la
Proposicién 4.1.8. [ ]
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Una propiedad mas fuerte que el primer axioma de contabilidad se
puede obtener estudiando el cardinal de las bases de abiertos.

Definicién 5.1.2 Un espacio topolégico (X, T) se dird sequndo contable
(o simplemente C2) cuando T' admita una base contable.

Para expresar la anterior definicién de una manera mas explicita,
podemos decir que un espacio es C2 cuando existe una base de abiertos
B verificando que card B < xq.

Ejemplo 5.1.9 Como B = {X} es una base de la topologia indiscreta
sobre un conjunto X, se tiene que (X, T) es siempre segundo contable.

Ejemplo 5.1.10 Por otro lado, como B = {{z} /r € X} es una ba-
se minimal de la topologia discreta sobre un conjunto X, se tiene que
(X,Tp) es C2 siy solo si X es un conjunto contable.

Ejemplo 5.1.11 También sabemos que, para un conjunto no vacio ni
unitario X, fijado Y C X, una base minimal de la topologia de super-
conjuntos de Y es B={Y}U{Y U{x} /2 € X —Y}. Luego (X,TY) es
C2 siy sélo si X —Y es contable.

Ejemplo 5.1.12 Si sobre X se considera la topologia de subconjuntos
de Y entonces B = {X}U{{z} / x € Y} es una base minimal de Ty
Luego (X, Ty) es C2 siy s6lo si Y es contable.

Ejemplo 5.1.13 Todo espacio métrico contable es segundo contable.
Teniendo en cuenta que el producto finito de conjuntos contables es
contable, basta tomar como base de la topologia B = {B(z,q) / = €

X NgeQ}.

Ejemplo 5.1.14 Aunque el conjunto de los nimeros reales no es con-
table, si se verifica que (R, T,,) es C2. Basta observar que el subconjunto
B ={B(xz,¢) / z,e € Q} de P(R) es base de la topologia usual.

Ejemplo 5.1.15 La recta real con la topologia de Sorgenfrey no es un
espacio C2.
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Consideremos una base B de la topologia de Sorgenfrey. Como todos los
subconjuntos de la forma [x,x + ¢€) (z,e € R) son abiertos, ocurrird que
[z, 2+ ¢) es unién de abiertos bésicos uno de los cuales, que llamaremos
B,, contiene a x. Pero entonces [z,d) C B, C [z,00), para algin ¢ < e.
Como B, € B para todo = € R y dados = # y se verifica que B, # By,
se concluye que B no es contable.

Los axiomas de contabilidad se relacionan entre si:

Proposicién 5.1.4 Si un espacio topoldgico (X,T) es seqgundo contable

entonces es también primer contable.

Demostracion:

Basta aplicar el apartado (a) de la Proposicién 1.4.2, pues si B es
una base contable de T'y « € X entonces 5(x) = {B € B/ x € B} es
una base de entornos contable de x. ]

Si bien el reciproco de esta Proposicién 5.1.4 no es cierto en general
(pensar en un espacio no contable con la topologia discreta), sf se verifica

bajo ciertas condiciones.

Proposicién 5.1.5 Si un espacio topoldgico (X, T) es contable y primer

contable entonces también es sequndo contable.

Demostracion:

Por la proposicién 1.5.4, dada una base de entornos ((z) se tiene
que 3'(z) = {Int(U) / U € B(x)} es una base de entornos abiertos de
x. Utilizando ahora el apartado (b) de la Proposicién 1.4.2 y el hecho
de que el producto finito de conjuntos contables es contable, si se tiene
para todo 2 € X una base de entornos abiertos contable 3(z) entonces
B= U B'(z) es una base contable de T.

reX

Ejemplo 5.1.16 Un espacio cofinito (X,T.os) es C2 si y s6lo si X es
contable.
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Si X es contable entonces, por el Ejemplo 5.1.5, se tiene que (X, Tcoy)
es C1, y por la Proposicién 5.1.5 se concluye que (X, Teor) es C2.

Sin embargo, si X no es contable entonces, de nuevo por el Ejemplo
5.1.5, se tiene que (X,T0r) no es C1, y por el contrarreciproco de la
Proposicién 5.1.4 se concluye que (X, Tcor) no es C2.

También el segundo axioma de contabilidad tiene buenas propiedades
respecto a subespacios, homeomorfismos y producto.

Proposicién 5.1.6 Ser segundo contable es una propiedad hereditaria
y topoldgica. Ademds, un espacio producto X XY es sequndo contable si

y s6lo si X eY lo son.

Demostracion:

Si (X,T) es C2, existe una base de abiertos contable B. Si A C X
entonces By = {BNA / B € B} es una base contable de T4 (Proposicién
2.2.1). Ademés, dado un homeomorfismo f : X — Y, entonces By =
{f(B) / B € B} es una base de abiertos contable del espacio de llegada
(apartado (a) de la Proposicién 3.3.3).

Lo referente a espacios producto es una consecuencia inmediata de
la Proposicion 4.1.6. m

5.2. Axiomas de Separacion

En 1914 el matemético F. Hausdorff dio una definicién de topologia
en la cual, ademas de las tres propiedades ya conocidas, exigia que todo
par de puntos distintos pudieran separarse adecuadamente. Aunque el
concepto de espacio topoldgico actualmente aceptado no requiere dicha
propiedad, ésta sigue manteniendo su importancia pues los espacios mas
usuales la verifican.

Definicién 5.2.1 Un espacio topoldgico se dice de Hausdorff (o simple-
mente T3) cuando todo par de puntos distintos tiene entornos disjuntos.
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Dicho més detalladamente, un espacio (X, T') es de Hausdorff si para
todos z,y € X (z # y) existen U € Ent(z) y V € Ent(y) tales que
unv =90.

Es facil comprobar que la anterior definicién es equivalente a la que
resulta de sustituir los entornos por entornos bésicos.

Ejemplo 5.2.1 En el conjunto X = {1,2,3,4} consideramos la topo-
logia
T ={0,X {1}, {1,2},{1,2,3},{4},{1,4},{1,2,4}}

Este espacio no es Ty pues, por ejemplo, 8(1) = {{1}} v 8(2) = {{1,2}}
son bases de entornos, y sus elementos tienen interseccién no vacia.

Ejemplo 5.2.2 Como en un espacio indiscreto el iinico entorno de cual-
quier punto es el conjunto total, se concluye que este tipo de espacios no
es T2 .

Ejemplo 5.2.3 Sin embargo, todo espacio topoldgico discreto es de

Hausdorff, pues para x # y existen los entornos disjuntos {z} e {y}.

Ejemplo 5.2.4 En la topologia de superconjuntos de ¥ C X, todo
entorno de un punto contiene a Y, luego no existen entornos disjuntos

para ninguna pareja de puntos distintos. Por tanto (X,TY) no es T.

Ejemplo 5.2.5 Considerando ahora la topologia de subconjuntos de
Y ¢ X, como el tnico entorno de un punto x € X —Y es X, no es
cierto que todo par de puntos tengan entornos distintos (basta tomar
x€X —Y,ye X). En consecuencia (X, Ty) tampoco es de Hausdorft.

Ejemplo 5.2.6 Un espacio topoldgico cofinito (X, Teor), con X conjun-
to infinito, tampoco es T5.
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Sixz #y, U € Ent(z) y V € Ent(y), como los entornos en T, son
abiertos ocurrird que U = X — {z1,.., 20} ¥V = X — {y1, ..., Um }-
SiUNV =0entonces X =X - UNV)=(X-U)u(X-V) =
{x1, .., Zn,Y1,---,Ym}, 1o cual es imposible al ser X un conjunto infinito.

Ejemplo 5.2.7 Todo espacio métrico es de Hausdorff. Basta comprobar
que dados = # y se verifica que B(z, @) N B(y, @) = 0.

Ejemplo 5.2.8 La recta real con la topologia de Sorgenfrey es también
T5. Dos puntos distintos < y tienen entornos disjuntos, por ejemplo
+
[z, %5%) e [y, 00).
Una interesante caracterizacién se obtiene utilizando el producto de
espacios.

Proposicién 5.2.1 Un espacio topoldgico (X, T) es Ty si y sdlo si la
diagonal
A={(z,x) e X x X}

es un cerrado de la topologia producto.
Demostracién:

(=) Comprobemos que el complementario de la diagonal es un abierto.
Si (z,y) € (X x X)— A entonces z # y. Al ser X un espacio Haus-
dorff existen entornos disjuntos U y V' de x e y, respectivamente.
Por el apartado (b) de la Proposicién 4.1.7, U x V es un entorno de
(z,y) en la topologia producto, y como ademds (U x V)N A = ()
se concluye que (z,y) € Int((X x X) — A).

(<) Siz,y son dos puntos distintos de X entonces (z,y) € (X x X)—A.
Considerando Ent(z) * Ent(y) como base de entornos de (z,y) en
la topologia producto (ver apartado (b) de la Proposicién 4.1.8),
como (X x X)—A es un abierto existirdn U € Ent(x), V € Ent(y)

con (U x V)NA = 0. En consecuencia U NV = (.
|
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Ejemplo 5.2.9 Dada una aplicaciéon continua f : X — Y, si Y es Tp
entonces el grafo G = {(z, f(z)) / z € X} C X xY de la aplicacién f es
un subconjunto cerrado del espacio producto. Para probarlo basta ob-
servar que el producto de f por la identidad en Y es continua (Corolario
4.1.1) y que (f x 1y)"}(A) = G.

G A

fxly

Una vez hemos introducido los espacios de Haudorff, veamos una de
las principales propiedades que dan sentido a este concepto.

Proposicién 5.2.2 Toda sucesion convergente en un espacio topoldgico

de Hausdorff tiene un unico limite.

Demostracion:

Sea (X,T) un espacio Ty y sea {x,} una sucesién en X con limite
x. Siy # x, existen U € Ent(x) y V € Ent(y) con UNV = (). Como
T, — x, existe ng € N tal que z,, € U para todo n > ng. Por tanto,
xn € V para n > ng, y se concluye que x,, - y. ]

En espacios que no son de Hausdorff, como la Proposicién 5.2.2 ante-
rior no tiene por qué verificarse, ocurren cosas de lo més extranas. Como
se vio en el Ejemplo 3.4.2; en un espacio topoldgico indiscreto toda su-
cesién converge a cualquier punto del espacio. Otro caso interesante es
el siguiente.

Ejemplo 5.2.10 Tomando el espacio del ejemplo 5.2.1, esto es, X =
{1,2,3,4} y T = {0, X,{1},{1,2},{1,2,3},{4},{1,4},{1,2,4}}, ocurre
que:
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- La sucesion 1,2,1,2,1, ... converge a 2 y a 3, pero sin embargo no
converge a 1.

- La sucesién constante en 1 converge a 1, 2 y 3.

La propiedad “ser de Hauddorff” se conserva por homeomorfismos.
Ademas, los subespacios y productos de espacios de Hausdorff también

lo son.

Proposicién 5.2.3 Ser Tb es una propiedad topoldgica y hereditaria.
Ademds, un espacio producto X XY es de Hausdorff si y sélo si X eY
lo son.

Demostracién:

Si f:X — Y es un homeomorfismo, X es T y z,y € Y, basta
considerar la imagen por f de dos entornos disjuntos de f~*(z)y f~1(y)
para obtener entornos disjuntos de x e y. Por otro lado, si (X,T) es un
espacio topoldgico y z,y € Y C X, basta tomar como entornos en Ty la
interseccién de Y con los entornos que garantizan la propiedad en T'. En
cuanto al espacio producto:

(=) Dados dos puntos distintos z, 2’ de X, fijando un punto arbitra-
rio yo de Y se tienen dos puntos distintos (z, o), (', 40) de X x Y. Por
hipétesis, existen entornos basicos disjuntos U x V' 'y U’ x V' de (z,yo) e
(@', 90), respectivamente. Entonces U = px (U x V) es un entorno de z,
U =px(U' xV')esunentornode ' y UNU’' =0, puessi z € UNU’
entonces (z,y9) € (U x V)N (U x V).

Andlogamente para Y.

(<) Si (z,y), (¢',y") son dos puntos distintos de X x Y entonces x #
2’ 6 y # 3. Si suponemos (sin perder generalidad) que x # z’, existen
U € Ent(x), U’ € Ent(z') con UNU’ = ). Entonces U XY € Ent((x,vy)),
U' xY € Ent((2',y") y claramente (U x Y) N (U’ xY) = . m

Los subconjuntos unitarios en espacios de Hausdorff son cerrados,
cosa que no tiene por qué ocurrir en general (pensar, por ejemplo, en la
topologia indiscreta).
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Proposicion 5.2.4 Todos los subconjuntos unitarios de un espacio to-

poldgico de Hausdorff son cerrados.

Demostracién:

Sea (X, T) un espacio topolégico T y € X. Siy € X —{x} entonces
x # y, y existen, por ser el espacio de Hausdorff, U € Ent(z) y V €
Ent(y) con UNV = 0. Por tanto x ¢ V, luego V C X — {z} y se ha
demostrado que X — {z} es abierto. [

Hay otras formas diferentes de separar puntos en un espacio topolégi-
co. En las siguientes definiciones no se exige la existencia de entornos
disjuntos, sino unas condiciones mas débiles.

Definicién 5.2.2 Un espacio topolégico (X, T) se dird Ty cuando, para
todo par de puntos, existe un entorno de uno de ellos que no contiene al
otro. Se dird que (X,T) es T1 cuando, para todo par de puntos, existe
un entorno de cada uno de ellos que no contiene al otro.

Si queremos expresar las anteriores definiciones explicitamente, po-

demos poner:

(X,T) es Ty si y s6lo si para todo par de puntos distintos z,y € X
existe U € Ent(x) cony ¢ U 6 existe V € Ent(y) con z ¢ V.

(X,T) es T1 si y solo si para todo par de puntos distintos z,y € X
existe U € Ent(x) con y ¢ U y existe V € Ent(y) con z ¢ V.

U v
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También en estas definiciones es posible sustituir entornos por entor-
nos bésicos sin que varie el concepto introducido.

Como hemos dicho, las condiciones exigidas para ser Ty 6 T7 son més
débiles que la que caracteriza a los espacios de Hausdorff. Por tanto es
facil probar (y se deja como ejercicio) lo siguiente:

Proposicién 5.2.5 Todo espacio de Hausdorff es Ty. Ademds, todo es-
pacio Ty es Ty.

Como consecuencia de esta Proposicién 5.2.5 se deduce que todos los
espacios de Hausdorff son también ejemplos de espacios T} y Ty, en par-
ticular los espacios métricos. Pero los tres conceptos no son equivalentes.

Ejemplo 5.2.11 Todo espacio cofinito es T pero no de Hausdorff.

Ejemplo 5.2.12 Considerando en un conjunto X no vacio ni unitario la
topologia de superconjuntos de un subconjunto unitario {z}, el espacio
que resulta es Ty pero no Tj.

Ejemplo 5.2.13 Los espacios indiscretos no son Tj.

No sélo es cierto que en espacios T todos los subconjuntos unitarios
son cerrados, como ocurrfa para espacios de Hausdorff (ver Proposicién
5.2.4) sino que ademds esta propiedad caracteriza a los espacios T;.

Proposicién 5.2.6 Un espacio topologico es Ty si y solo si todos los

subconjuntos unitarios son cerrados.
Demostracion:

(=) Sea (X,T) un espacio topolégico Ty, y « € X. Comprobaremos que
{z} es cerrado viendo que X —{x} es abierto. Paratodoy € X —{z}
existe, por ser el espacio 77, un entorno U de y tal que = ¢ U. Por
tanto U C X — {z}.

(<) Sean z,y € X. Como por hipétesis {z} e {y} son conjuntos cerra-
dos, se tiene que X — {z} y X — {y} son abiertos. Como ademds
yeX—{zha¢ X—{z},z€ X —{y} ey ¢ X —{y}, se concluye
el resultado. |
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Cabe senalar que las propiedades “ser Tp” v “ser 11” son topoldgicas,
hereditarias y el producto de dos espacios X X Y es T; si y s6lo si lo son
X e Y. Para probarlo basta tomar como referencia lo hecho en el caso
de espacios de Hausdorff.

Si en un espacio consideramos propiedades similares a la de Haus-
dorff, pero considerando subconjuntos cerrados en lugar de puntos, se
obtienen nuevos conceptos de separacion en espacios topoldgicos.

Definicién 5.2.3 Un espacio topolégico (X, T) se dird regular cuando,
para todo subconjunto cerrado F' C X y todo punto x € X — F, existe
un entorno U de x y un abierto A conteniendo a F' disjuntos.

U A
(X, T) se dird normal cuando, para todo par de subconjuntos cerrados

disjuntos F, F» C X, existen dos abiertos disjuntos A; y As conteniendo

a Fy y Fb, respectivamente.

Ay A,
También en estas definiciones es posible tomar simplemente abiertos

y entornos bésicos.

A continuacién se presenta una propiedad que caracteriza a los espa-
cios regulares, y que serd de utilidad mas adelante.

Proposicién 5.2.7 Un espacio topoldgico es reqular si y solo si el con-
junto de entornos cerrados de cualquier punto de X es una base de en-

tornos de ese punto.
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Demostracion:

(=) SiV € Ent(z), debemos hallar un entorno cerrado de x contenido
en V. Como X — Int(V) es un cerrado con = ¢ X — Int(V), por
hipétesis existirdn U € Ent(x)y A € T verificando X —Int(V) C A
y UNA=0. En consecuencia X — A C Int(V)yz e U C X — A.
Asi, X — A es un entorno cerrado de x contenido en V.

(<) Sea F un cerrado en X y x ¢ F. Como X — F es un abierto
conteniendo a x ocurre que X — F € Ent(z). Por hipdtesis exis-
tird un entorno cerrado U de x con U C X — F. Considerando
A=X-Ue€Tsetieneque FC Ay ANU =0, que es lo que se
pretendia obtener.

|

Las propiedades que caracterizan a los espacios regulares y normales

no son, aunque lo pudiera parecer a primera vista, estrictamente mas
fuertes que la de Hausdorff, ni tampoco ser normal implica ser regular.

Para que esto ocurra es necesario exigir a los espacios que sean Tj. Es

por ello que se suele llamar espacio T5 a aquél que es T y regular, y

espacio Ty al que es T} y normal. Con esta nomenclatura y usando que

los puntos en espacios Ty son cerrados (Proposicién 5.2.6) si que es ficil
probar lo siguiente.

Proposicién 5.2.8 Todo espacio topoldgico Ty es T3. Ademds todo es-
pacio T3 es de Hausdorff.

No nos podemos resistir a combinar la proposiciones 5.2.5 y 5.2.8

para obtener la siguiente expresion:
Corolario 5.2.1
T, =1T5=1, =T, = 1)

Ejemplo 5.2.14 Todo espacio métrico es regular y normal.

Como sabemos que todo espacio métrico es 17, por la Proposicién 5.2.8
bastard probar que es normal para tener el resultado.
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Sean Fi, F» cerrados disjuntos. Entonces, por el apartado (m) de la Pro-
posicién 1.5.2, se tiene que d(x, F») > 0 para todo x € Fy y d(x, F1) >0
para todo & € Fy. Consideremos Ay = {x € X / d(z, F1) < d(z,F3)} y
Ay ={z e X /d(z,F) < d(z,F1)}.

Obviamente Fy C A1, Fo C Ay y A1 N Ay = (). Probemos que A; es
abierto (Para As se procederfa andlogamente) .

Siz € Ay entonces 0 < § = d(z,F>) —d(z, Fy), y B(z,$) C Ay. En
efecto, si y € B(x,2) entonces 2d(z,y) < § = d(x, F») — d(z, F}). De
donde d(vaQ) > d(:EaFQ) - d(il?,y) > d(val) + d(fl?,y) > d(y7F1)a el

primer y 1ltimo paso por la Proposicién B.1. Y se concluye que y € A;.

Ser normal y regular son propiedades que se conservan por homeo-
morfismos, como se puede probar sin dificultad. Ademas “ser regular”
también se comporta bien con respecto a subespacios y productos.

Proposicién 5.2.9 Ser regular y ser normal son propiedades topoldgi-
cas. Ser reqular es una propiedad hereditaria. Ademds X XY es reqular

sty solo si X eY lo son.

Demostracion:
Lo referente a propiedad topolégica se deja como ejercicio.

Sea (X,T) espacio regular e Y € X. Dados ¢ € Y y F € Cy con
x ¢ F entonces x ¢ Cly (F) = F. Como Cly (F) = CI(F)NY, entonces
x ¢ CI(F). Alser (X, T) regular, existen U € Ent(x)y A € T verificando
que CI(F) c Ay UNA = 0. En consecuencia, existen UNY € Enty (z)
y ANY € Ty verificando que CI(F)NY =Cly(F)=F Cc Ay (UnN
Y)N(ANY)=UNANY =0.

En cuanto al producto:

(=) Seax € X y F cerrado en X con z ¢ F. Si yp € Y entonces
(z,90) € X XY y FxY es un cerrado en X xY (Proposicién 4.1.2)
verificando (z,y0) ¢ F x Y. Considerando la base de abiertos B de
la topologia producto formada por los productos de abiertos, y la
base de entornos 5((z,yo)) cuyos elementos son los abiertos de B
que contienen a (x, yo), por hipGtesis existirdn U x V' € B((x,y0)) y
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Ax A’ in B verificando que FXY C Ax A 'y (UxV)N(AxA) =0
(obsérvese que como F xY C A x A’ entonces A’ =Y). As{ U €
Ent(x), Ac T, FC Ay UnNA=0, como se pretendia.

Para Y es similar.

(<) Si X eY son regulares entonces, por la Proposicién 5.2.7, para to-
dosz € X,y € Y setiene que 5(z) = {U € Ent(z) / U es cerrado}
y B(y) ={V € Ent(y) / V es cerrado} son bases de entornos en
las respectivas topologias. Aplicando ahora el apartado (b) de la
Proposicién 4.1.8 se deduce que B(x)*5(y) es una base de entornos
en la topologia producto, y como por la Proposicién 4.1.2 se tiene
que SB(z) x B(y) C {W € Ent((z,y)) / W es cerrado}, se deduce
que el conjunto de entornos cerrados de (z,y) es base de entornos
de (z,y) en X x Y. Aplicando de nuevo la Proposicién 5.2.7 se

tiene el resultado.
[ |

Sin embargo la normalidad no tiene tan buenas propiedades. En cuan-
to a subespacios y productos sélo podemos afirmar lo siguiente.

Proposiciéon 5.2.10 Los subconjuntos cerrados de un espacio topoldgi-
co normal son espacios normales, con la topologia inducida. Ademds, si
X XY es un espacio normal entonces X e Y lo son.

Demostracion:

Se deja como ejercicio. [

Ejemplo 5.2.15 Ser normal no es una propiedad hereditaria. Consi-
deremos X = {a,b,c,d}, T = {0, X,{a,d},{b,d},{a,b,d},{d}} v A =
{a,b,d}. Como en (X,T) no hay cerrados no vacios que sean disjun-
tos, es normal. Sin embargo, los cerrados {a}, {b} € Ca contradicen la
normalidad de (A,T4).

Ejemplo 5.2.16 La recta real con la topologia de Sorgenfrey es normal,
pero el producto de este espacio por si mismo no lo es. Probar este hecho
requiere herramientas que no tenemos, asi que dejamos la demostracién
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para quien quiera profundizar en el tema. Obsérvese que como conse-
cuencia de esto, al ser normales los espacios métricos (Ejemplo 5.2.14),
y teniendo en cuenta que el producto de espacios métricos es un espacio
métrico, se deduce que la topologia de Sorgenfrey no estd inducida por

ninguna métrica.



Capitulo 6

Conexidad

En un lenguaje coloquial, la palabra conexo significa “de una sola
pieza” o “que no se puede separar”’, y esta es la propiedad que se pre-
tende introducir para los espacios topolégicos. Sin embargo, no hay una
unica formalizacién de este concepto. Aqui se dardn dos definiciones que
representan la idea intuitiva de conexidad de diferente manera.

6.1. Espacios conexos

La definicién de conexidad actualmente aceptada, introducida por S.

Mazurkiewicz en el ano 1920, es la siguiente.

Definicién 6.1.1 Un espacio topolégico (X, T) se dird conezo cuando
los dnicos subconjuntos abiertos y cerrados a la vez son el vacio y el
total.

Ejemplo 6.1.1 Sea X = {a,b,c} con la topologia T = {X,0,{a}}.
Como C = {0, X, {b,c}} se tiene que TNC = {0, X}, y por tanto (X, T)

€S conexo.

Ejemplo 6.1.2 Si consideramos ahora en X = {a,b,c} la topologia
T = {X,0,{a},{b,c}}, el conjunto de cerrados que resulta es C =
{0,X,{b,c},{a}} =T. Por tanto (X,T) no es conexo.

101
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Ejemplo 6.1.3 Todo espacio topoldgico indiscreto es conexo.

Ejemplo 6.1.4 Si un conjunto tiene mas de un elemento entonces no

es conexo con la topologia discreta.

Ejemplo 6.1.5 Considérese Y C X con ) #Y # X.

Como los cerrados en la topologia de superconjuntos de Y son
CY={FCX/YCX-F}Uu{X-0}={FCX/YNF=0u{X}

un abierto y cerrado Z distinto del vacio y el total verificaria que Y C Z
e Y NZ =10, lo cual es imposible. Luego (X, TY) es conexo.

Por otro lado, los cerrados en la topologia de subconjuntos de Y son
Cy={FCX/X-FCY}U{X-X}={FCX/X-YCF}u{l}

y se tiene que un abierto y cerrado Z distinto del vacio y el total ve-
rificaria que X —Y C Z C Y, lo cual es también imposible. Por tanto

(X,Ty) es conexo.

Ejemplo 6.1.6 Todo espacio cofinito sobre un conjunto infinito es co-
nexo. Basta observar que los cerrados distintos del vacio y el total son
conjuntos finitos, y que los abiertos distintos del vacio y el total tienen
complementario finito y por tanto son conjuntos infinitos.

Un razonamiento similar al anterior, sustituyendo las palabras “finito”
e “infinito” por “contable” y “no contable”, respectivamente, permite
asegurar que si sobre un conjunto no contable se establece la topologia
cocontable también resulta un espacio conexo.

Ejemplo 6.1.7 (R, T,) es conexo. Como en cualquier espacio topolégico
se verifica que A es abierto y cerrado si y sélo si Fr(A) = () (Apartado (g)
de la Proposicién 1.5.2), para comprobar la conexidad bastard demostrar
que todo subconjunto A de R distinto del vacio y el total tiene frontera

no vacia.

Como A # () podemos elegir 7o € A, y como A # R podemos también
elegir yo ¢ A. Evidentemente xg # yo, y podemos suponer que g < yo
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(en caso de que Yo < xg se procederia andlogamente). Como [xg, yo)NA es
no vacio y esta acotado, existe su supremo, que llamaremos zy. Entonces
29 € Fr(A), como puede comprobarse ficilmente usando su condicién

de supremo.

Ejemplo 6.1.8 Con la topologia de Sorgenfrey, R no es conexo. Basta
observar que los subconjuntos del tipo (—o0, a) son abiertos y cerrados.

Hay distintas propiedades que caracterizan a los espacios conexos.

Proposicién 6.1.1 Dado un espacio topoldgico (X,T), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a) (X,T) es conexo.

b) No existen dos abiertos disjuntos y no vacios cuya union sea el
total.

¢) No existen dos cerrados disjuntos y no vacios cuya union sea el
total.

”(a) = (b)” Si existiesen dos abiertos A; y As no vacios, disjuntos
y verificando que A; U Ay = X, entonces Ay = X — A; seria un
subconjunto abierto y cerrado de X distinto del vacio y el total.
Pero esto contradice la hipdtesis.

"(b) = (¢)” Si existiesen dos cerrados Fy y F» no vacios, disjuntos
y verificando que F; U Fy» = X, entonces X — F} y X — F; serian
dos abiertos contradiciendo la hipétesis.

"(¢) = (a)” Si existiese un subconjunto A abierto y cerrado con
() # A # X entonces Ay X — A serfan dos cerrados contradiciendo
la hipétesis.
|
Ejemplo 6.1.9 El conjunto X = [1,2)U(3, 5] con la topologia inducida
por la usual de R no es conexo, pues 41 = [1,2) = (0,2)N X y Ay =
(3,5] = (3,6) N X son abiertos no vacfos en esta topologia inducida
verificando X = A; U Ay y A1 N Ay = 0.
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El Ejemplo 6.1.9 anterior nos muestra que aunque (R,T;,) es conexo
su subespacio [1,2) U (3,5] no lo es. Por tanto, la conexidad no es una
propiedad hereditaria. Sin embargo, si que es una propiedad topolégi-
ca. La demostracién de este hecho es consecuencia directa del siguiente
resultado.

Proposicién 6.1.2 Sea f: X — Y una aplicacion continua y sobre. Si
X es conexo entonces Y es conexo.

Demostracion:

Si existiese un abierto y cerrado A C Y distinto del vacio y el total
entonces f~1(A) C X serfa un abierto y cerrado (al ser f continua) dis-
tinto del vacio y el total (al ser f sobre), lo cual contradiria la conexidad
de X. ]

Corolario 6.1.1 La conexidad es una propiedad topoldgica.

Otra consecuencia de la Proposicién 6.1.2 estd relacionada con las
identificaciones.

Corolario 6.1.2 St f : X — Y es una identificacion y el espacio X
es conexo entonces Y también lo es. En particular, si X es un espacio
conezro y R es una relacion de equivalencia sobre X entonces el espacio

cociente X/R es conezo.

A continuacién introduciremos la nocién de conexidad para subcon-
juntos de un espacio topolégico.

Definicién 6.1.2 Un subconjunto de un espacio topoldgico se dira co-
nexo si lo es con la topologia inducida.

A partir de ahora y para simplificar notaciéon diremos simplemente
que Y C X es conexo si (Y, Ty) lo es.
El siguiente resultado es muy 1util para demostrar la conexidad de

algunos subconjuntos, como veremos mas adelante.
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Proposicién 6.1.3 Si f : X — Y es una aplicacion continua y Z C X

es conexo entonces f(Z) CY es conexo.

Demostracion:

Basta aplicar la Proposicién 6.1.2 a la restriccion f|z : (Z,77) —
Z),T¢(zy), continua y sobre. ]
f(2)

Aplicando al caso de los subespacios la Proposicién 6.1.1, se tienen
caracterizaciones que utilizan abiertos o cerrados de la topologia induci-
da. También es posible enunciar otras en términos de abiertos o cerrados

del espacio total.

Proposicién 6.1.4 Sea (X,T) un espacio topoldgico e Y C X, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) Y es conezo.

b) Si Ay, As € T werifican que Y C A1 UAy y A1 NAyNY = 0,
entonces Y C A1 6 Y C As.

¢) Si Fy, Fy son cerrados en X wverificando que Y C F1 U Fy y F1 N
FNY =0, entoncesY CFy 6 Y C Fs.

Demostracion:

"(a) = (b)” Sean A1, Ay € TconY C AjUAyy AiNAsNY =0.
Entonces A1 NY, A3NY € Ty verifican que (A;NY)U(42NY) =
(AfUA)NY =Y y (AiNY)N(4A2NY) = A4 NANY = 0.
Como Y es conexo se deduce que A1NY =0 6 AoNY =0, y como
Y C AfUAs entonces Y C A1 Y C As.

7(b) = (¢)” Sean Fy, F> € Ctalesque Y C FiUF, y FiNEF>,NY = 0.
Entonces X — F; y X — F, son abiertos en X verificando Y C
(X—F)U(X —F)y (X—F)N(X —F)NY = 0. Por hipdtesis
setieneque Y C X —F1 6Y C X —F,. LuegoY C Y — I
6Y CcY — Fy. Pero como Fi NFy,NY = () entonces Y C F}
0Y C Fs.
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”(¢) = (a)” Supongamos que Y es la unién disjunta de dos cerrados
FiNY y F,NY de la topologia inducida. Como (F; U F5)NY =
(FiNY)U(FoNY) =Y, se tiene que Y C Fy U F3, y por otro lado
FINENY =(FNY)N(F2NY) = 0. Luego se puede aplicar
la hipdtesis para concluir que Y C F1 6 Y C Fy. AsiY = FiNY
0Y =F,NY,ycomo FyNF,NY = () se concluye que F1NY =)

6 FNY =0. =

Veamos a continuacién unas propiedades de los subconjuntos conexos
que pueden ser muy Tttiles.

Proposicién 6.1.5 Sea (X,T') un espacio topoldgico y un subconjunto
conexo Y de X. Si Z C X werifica que Y C Z C CI(Y) entonces Z es

COMETO0.

Demostracion:

Sean U,V € T talesque ZCUUV yUNVNZ=(. ComoY C Z,
se tiene que Y CUUV yUNV NY = (. Luego al ser Y conexo se
deduce que Y C U 6 Y C V. Veamos que entonces Z CU 6 Z C V:

Efectivamente, si esto no ocurriese entonces ZNU # Dy ZNV £ (,
y existirfan z € ZNU,y € ZNV. Como z,y € Z C CI(Y), U € Ent(z)
y V € Ent(y) se deduce que Y NU # D e Y NV # 0, lo cual contradice
queY CUOY CV. ]

Como consecuencia inmediata, cuando Z =Y se deduce la siguiente
propiedad.

Corolario 6.1.3 La clausura de un subconjunto conexo es un subcon-

jJunto conexo.

La unién de conexos no es conexa en general. Para encontrar un
contraejemplo basta considerar dos subconjuntos unitarios distintos en
un espacio discreto. Veamos una condicién suficiente que garantiza que

ciertas uniones de conexos si que son conexas.

Proposiciéon 6.1.6 Dada una familia de subconjuntos conexos de un
espacio topoldgico, si uno de ellos tiene interseccion no vacia con todos
los demds entonces la unidn de todos es también un subconjunto conexo.
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Demostracion:

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea {Y; }ier una coleccién de sub-
espacios conexos tal que existe ig € I con Y;, NY; # (), para todo i € I.
Denotaremos Y = U Y:

iel

Si A, A € T sontalesqueY C AjUAs v Ay NAsNY = () entonces
Y, C AjUAy y A1NAsNY; = B, para todo i € I. Como Y; son conexos se
deduce que Y; C A 6Y; C A, para todo i € I. En particular se deduce
que Y;, CA16Y;, C As.

Si suponemos que Y;, C A; entonces Y; C A; para todo i € I, puesto
que Y; NY;, # (. En consecuencia Y C A;. Andlogamente, en el caso de
que Y;, C Ay se tiene que Y C As.

Se concluye entonces que Y es conexo. ]

Veamos a continuacién unos importantes ejemplos relacionados con

la conexidad en espacios euclideos.

Ejemplo 6.1.10 Los subconjuntos conexos de la recta real usual son los
intervalos, esto es, los subconjuntos de R de la forma (—o0, c0), (a, o),
[a,00), (—00,a), (—o0,al, (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], con a,b € R, a < b.
Notese que, en particular, los conjuntos unitarios y el conjunto vacio
son intervalos ({a} = [a,a] y 0 = (a,a)). Es ficil comprobar que una

definicién equivalente es la siguiente:

Un subconjunto Y de R es un intervalo si y sélo si para todos x,y € A,
con x < y, se tiene que todo numero real z tal que z < z < y también
pertenece a Y.

Teniendo esto claro, no es dificil probar lo afirmado.

- Supongamos que Y no es un intervalo. Entonces existen xg,yo € Y
con zy < Yo, y existe un zg con zy < 29 < yo tal que 29 ¢ Y.
Los abiertos A1 = (—00,29) y A2 = (20, +00) de T, verifican que
Y CAiUA, YNAINAy=0,Y ¢ A1 eY ¢ A,. Por consiguiente,

Y no es conexo.
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- Sean a,b € R con a < b.

El intervalo (a,b) es conexo, pues (R,T,) es conexo, (R,T,) es
homeomorfo a ((a,b), (Tu) () (Ejemplo 3.3.5) y la conexidad es
una propiedad topoldgica (Corolario 6.1.1).

El resto de los intervalos acotados, Y = (a,b] 6 Y = [a,b) 6 Y =
[a,b], son conexos. Esto es consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 6.1.5, pues (a,b) C Y C Cl((a,d)) = [a,b].

Por 1ltimo, los intervalos no acotados (—oo, +00), [a, +0), (a, +00),
(—00,b] 6 (—o0,b), son también conexos. Esto es consecuencia de
la Proposicién 6.1.6, pues por ejemplo [a,00) = U [a,a +n). En

neN
el resto de los casos se procede de forma andloga.

Ejemplo 6.1.11 El subconjunto S = {(z,sen(%)) / = € (0,00)} del
plano usual es conexo, como se prueba sin mas que aplicar la Proposicién
6.1.3, al ser la imagen de la aplicacién continua f : (0,00) — R? definida
por f(t) = (t,sen(})). Nétese que (0,00) es un subconjunto conexo de
R (Ejemplo 6.1.10 anterior).

La clausura de S, resultado de anadir a S el segmento ({0} x [—1,1]), es
también conexo por el Corolario 6.1.3.

s ci(s)

Ejemplo 6.1.12 Los segmentos son subconjuntos conexos de los espa-
cios n-dimensionales usuales R™. Para probarlo basta aplicar de nuevo
la Proposicién 6.1.3, pues un segmento no es otra cosa que la imagen
del intervalo [0, 1] (conexo en R por el Ejemplo 6.1.10) por la aplicacién
continua f : R — R™ definida por f(t) = (1 — t)a + tb.
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Ejemplo 6.1.13 Consideremos el subconjunto del plano usual, que se

suele denominar el peine, definido por

P=([0,1] x{0}) U U{}

neN

Como todos los segmentos que lo forman son conexos (Ejemplo 6.1.12)
y [0,1] x {0} tiene interseccién no vacia con todos los demds, aplicando
la Proposicién 6.1.6 se tiene que P es conexo.

Ademsds, su clausura se obtiene sin més que anadir al peine el segmento
{0} x [0, 1], y también es conexa por el Corolario 6.1.3.

CI(P)

Ejemplo 6.1.14 Consideremos ahora una variante del ejemplo anterior
que se suele denominar, de forma muy gréfica, el peine y la pulga. Con-
siste en el subespacio P’ del plano afin resultante de anadir al peine el
punto (0, 1) (la pulga).
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Como P C P’ C CI(P), la Proposicién 6.1.5 garantiza que P’ es

conexo.

Ejemplo 6.1.15 La circunferencia es un subconjunto conexo del plano
usual. Esto se deduce de la Proposicién 6.1.3, teniendo en cuenta que
la aplicacién f : R — R? definida por f(t) = (cos(2nt), sen(27t)) es
continua, f([0,1]) = S y [0,1] es un conexo en R, por el Ejemplo 6.1.10.

Ejemplo 6.1.16 Por el Ejemplo 6.1.15 anterior y al ser la conexidad
una propiedad topoldgica, sabemos que todas las circunferencias del tipo
Sl=(x—r)2+y? =12 para 0 <r < 1, son subconjuntos conexos del
plano usual. Ademds, como el punto (0, 0) pertenece a la interseccién de
todas ellas, por la Proposicién 6.1.6 se tiene que la unién de todas esas
circunferencias es también un conexo en el plano. Pero esta union es el
circulo C = (z —1)2 +y? < 1.

Ejemplo 6.1.17 El Ejemplo 6.1.16 y el hecho de ser la conexidad una
propiedad topolégica garantizan que las bolas cerradas son subconjuntos

conexos del plano usual. Como las aplicaciones ¢, p_ : B((0,0),1) —
R3 definidas por

@i((l'7y)) = (x’y’i 1- (xQ + y2))

son continuas, y sus respectivas imégenes son los hemisferios de S2, por la
Proposicién 6.1.3 se tiene que estos hemisferios son subconjuntos conexos
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del espacio tridimensional usual. Usando ahora la Proposicién 6.1.6 se
concluye que la esfera es también un conexo en este espacio.

Ejemplo 6.1.18 El segmento Y = [-2,2] x {0} y la circunferencia S*
son subconjuntos conexos del plano usual (Ejemplos 6.1.12 y 6.1.15),
pero YNS! = {(—1,0), (1,0)} no es conexo, pues es claro que los abiertos
U = B((-1,0),3) y V. = B((1,0),%) contradicen las condiciones del
apartado (b) de la Proposicién 6.1.4.

Este ejemplo prueba que, en general, la interseccién de conexos no es

conexa.

Hemos dejado para este momento el estudio de la relacién entre co-
nexidad y producto, pues usando la anterior Proposicién 6.1.6 la demos-

tracion se simplifica bastante.

Proposicién 6.1.7 Un espacio producto X XY es conezxo si y sélo si
X eY lo son.

Demostracion:
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(=) Como las proyecciones son aplicaciones continuas y sobreyec-
tivas, aplicando la Proposicién 6.1.2 se tiene que si X X Y es conexo
entonces X = px (X xY) eY =py (X xY) también lo son.

(<) Fijado xp € X, se tiene que X xY = ( U X x{yHu({xo} xY).

yey
Como los espacios X y X x {y} son homeomorfos para todo y € Y, y

{zo} xY e Y también lo son, hemos puesto X xY como unién de conexos
de forma que uno de ellos ({zp} x Y) interseca a todos los demés. Por
la Proposicién 6.1.6 se tiene que X X Y es conexo. ]

Ejemplo 6.1.19 El n-cubo unidad I = I'x ") xI C R™ es conexo, por
el Ejemplo 6.1.10 y la Proposicién 6.1.7 anterior.

Ejemplo 6.1.20 Como consecuencia del Corolario 6.1.2 y del Ejem-
plo 6.1.19 anterior, se tiene que todos los espacios obtenidos mediante
identificacién topoldgica en un n-cubo son conexos. En particular, la cir-
cunferencia, la esfera, el cilindro, el toro, el cono, la banda de Mobius y
la botella de Klein, espacios cociente de identificaciones en I (la circun-
ferencia) o I? (el resto), lo son.

O e 0 =

Circunferencia Esfera Cilindro Toro

A= &

Cono Banda de Mobius Botella de Klein
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Los casos de la circunferencia y la esfera ya se habian visto por otros
métodos, y la conexidad del toro T' = S! x S' también se deduce del
Ejemplo 6.1.15 y la Proposicién 6.1.7.

Se dice que un punto de un espacio topoldgico esta conectado a otro
si existe un subconjunto conexo que tiene a ambos como elementos. Esta

relacién verifica propiedades muy conocidas en matemaéticas.

Proposicién 6.1.8 La relacién “estar conectado” es de equivalencia en
el conjunto X.

Demostracion:

a) Refleriva: si © € X basta observar que A = {z} es conexo.
b) Simétrica: Obvia por definicién.

c) Transitiva: Si © estd conectado a y por el conexo Y e y estd co-
nectado a z por el conexo Z entonces z estd conectado a z por el
conexo YUZ. Nétese que Y UZ es conexo puestoquey € YNZ # ()
(Proposicién 6.1.6).

|

Los elementos del conjunto cociente asociado a esta relacion de equi-

valencia recibirdn un nombre muy particular.

Definicién 6.1.3 La clase de equivalencia de un punto x en un espa-
cio (X, T) por la relacién “estar conectado” se denominard componente
coneza de , y se denotard por C(x).

Como las clases de equivalencia siempre forman una particién del
conjunto donde se define la relaciéon, se deduce que si z,y € X entonces
C(z) =C(y) 6 C(z)NC(y) = 0. Ademds, las componentes conexas son
los subconjuntos conexos maximales del espacio topoldgico:

Proposicién 6.1.9 La componente conexa de un punto es el mayor sub-

conjunto conexo que contiene al punto.
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Demostracion:

Si 2 es un punto de un espacio topoldgico (X,T), es sencillo com-
probar que C(z) es la unién de todos los conexos que tienen a x como
elemento. Como {z} es uno de esos conexos e interseca a todos los demés,
aplicando la Proposicién 6.1.6 se tiene que C(z) es conexo. El resto de

la, demostracion es inmediato. [

Corolario 6.1.4 Dado un punto x de un espacio (X, T'):

a) C(x) es un cerrado.

b) Si X es conexo entonces C'(z) = X.

Demostracién:

Como z € Cl(C(x)) y CI(C(x)) es conexo (Corolario 6.1.5) se tiene
que Cl(C(z)) € C(z) (Proposicién 6.1.9), y consecuentemente CI(C(z)) =
C(x).

La segunda parte es evidente. ]

Notese que, en general, las componentes conexas no son abiertos.
Por ejemplo, en el conjunto de los niimeros racionales con la topologia
inducida por la usual de R, los conjuntos unitarios son las componentes

conexas, y no son abiertos.

Es facil probar, y se deja como ejercicio, el siguiente resultado.

Proposicién 6.1.10 Si dos espacios son homeomorfos, tienen el mismo

numero de componentes conexas.
Esto es de gran utilidad, como vamos a ver a continuacién.

Ejemplo 6.1.21 Los sexos masculino y femenino no son homeomorfos.
Bueno, lo explicamos un poco mejor. Las siguientes figuras no son ho-

meomorfas.



6.2. ESPACIOS CONEXOS POR CAMINOS 115

F

M

La demostracion es que si a F' le quitamos el punto senialado, el espacio
que queda tiene cuatro componentes conexas, mientras que el comple-
mentario en M de la imagen del punto es conexo, o bien tiene 2 6 3
componentes conexas. Por el Corolario 3.3.1 y la Proposicién 6.1.10 an-
terior, se tiene que F' y M no pueden ser homeomorfos.

6.2. Espacios conexos por caminos

Hay otra manera de interpretar el concepto de conexidad si pensamos
que un espacio es “de una sola pieza” cuando es posible desplazarse entre

dos puntos cualesquiera del espacio sin salir del mismo.

Para formalizar esta intuicidn es necesario introducir el siguiente con-

cepto.

Definicién 6.2.1 Dado un espacio topolégico (X, T), se denomina ca-
mino en X a cualquier aplicacion continua o : I — X, donde I representa
el intervalo unidad [0, 1] con topologia asociada la inducida por la usual
de R.

Si o es un camino en X con a(0) =z y a(l) = y, se dird que « es
un camino con origen T y final y.

Hay una serie de caminos distinguidos que son muy importantes en
topologia.

Proposicién 6.2.1 Dado un espacio topolégico (X, T),
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a) Para todo punto x € X, la aplicacion o : I — X, definida por
a(t) = x para todo t € I, es un camino denominado camino cons-
tante en x.

b) Sia esun camino en X entonces la aplicacion @ : I — X, definida
por @(t) = a(l —t), es un camino denominado camino inverso de
a.

.\’oc/..\f/.

¢) Siay B son caminos en X wverificando que (1) = B(0), entonces

la aplicacion ax 3 : I — X definida por

a(2t) ,si0<t <1
ax((t) = {
B2t —1) , si

es un camino, denominado camino producto de o con (3.

o *p

-, "

a
Demostracion:

(a) Consecuencia de que las aplicaciones constantes son siempre con-

tinuas.

(b) La aplicacién f : (R,T,) — (R,Ty) definida por f(t) = 1 —t¢
es continua, pues la antimagen de todo intervalo abierto es un
intervalo abierto (f~*((a,b)) = (1 — b,1 — a)). Por los apartados
(¢) y (d) de la Proposicién 3.1.4 se tiene que f; : I — I es también
continua. De nuevo por la Proposicién 3.1.4 se concluye que & =
afi es continua.

(¢) Las aplicaciones g, h : R — R definidas por g(t) = 2t y h(t) = 2t—1
son continuas, pues g~ ((a,b)) = (%, 2) y h™1((a, b)) = (&5, &L,
Usando los mismos argumentos que en apartado anterior se tiene
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que las aplicaciones o = agjo, 1] [0, %] - Xy = ﬂh“%,l] :
[1,1] = X son continuas. Por el Lema de Continuidad (Proposicién

3.1.6) se concluye que a * (3 es continua.
|

Ahora si podemos introducir la nueva forma de interpretar la cone-
xidad.

Definicién 6.2.2 Un espacio topoldgico (X, T) se dird conezo por cami-
nos cuando para todo par de puntos z,y € X existe un caminoa : [ — X
con origen z y final y.

Aunque en esta definicién se exige que cualquier par de puntos pueda
ser unido por un camino, esto es equivalente a que todos los puntos se

puedan unir con uno fijo, lo cual es 1til en ocasiones.

Proposicién 6.2.2 Un espacio topoldgico (X, T) es conexo por caminos
sty solo si existe un punto x € X tal que para todo punto y € X existe
un camino oy, en X con origen x y final y.

Demostracion:

(=) Evidente, por definicién.

(<) Dados dos puntos cualesquiera y, z € X, el camino &, *a, , tiene
por origen y y por final z.

Podria parecer que la conexidad y la conexidad por caminos son la
misma propiedad, pues ambas determinan a su manera si los espacios son
“de una pieza”. Sin embargo esto no es cierto, y sélo se puede asegurar
lo siguiente.

Proposicion 6.2.3 Todo espacio topoldgico conexo por caminos es co-

nexo.

Demostracién:

Sea (X, T) un espacio topolégico conexo por caminos. Si a: [ — X
es un camino, entonces (/) es un subconjunto conexo de X, pues la
imagen continua de todo conexo es un conexo (Proposicién 6.1.3).
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Por la Proposicion 6.2.2, existe un punto x € X tal que para todoy €

X hay un camino «a , con origen x y final y. Por tanto, X = U Oy (1)

yeX
es un conexo, por la Proposicién 6.1.6. ]

Todos los espacios no conexos que se vieron en la lista de ejemplos
posterior a la definicién de espacio conexo tampoco serdn conexos por
caminos, por la anterior Proposicién 6.2.3. A continuacién estudiaremos
los espacios conexos de esa lista, pues esos pueden ser conexos por ca-

minos o no.

Ejemplo 6.2.1 Sea X = {a,b, c} con la topologia T' = {X, 0, {a}}. Por
la Proposicién 6.2.2, si conseguimos definir caminos entre a y el resto
de puntos ya habremos probado que el espacio es conexo por caminos.
Pero para « = b, ¢ la aplicacién «q , : I — X definida por aq,(t) = a
sit e [0,1)y age(l) = 2 es continua (a,L(0) = 0, o L(X) =1y
o, L ({a}) = [0,1) son abiertos en la topologia inducida en I por la
usual).

Ejemplo 6.2.2 Todo espacio topolégico indiscreto es conexo por cami-
nos, pues dados dos puntos cualesquiera x,y se puede definir un camino
entre ambos por a4 (t) = x sit € [0,1) y agy(1) = y, pues cualquier
aplicacion que llega a un espacio indiscreto es continua.

Ejemplo 6.2.3 SeaY C X con ) #Y # X.

Con la topologia de superconjuntos de Y, X es conexo por caminos, pues
es posible definir un camino entre dos puntos cualesquiera x,y € X por
apy(t) =yo €Y sit € (0,1), azy(0) =2y az4(1) =y. Esta aplicacién
es continua, pues si A es un abierto no vacio entonces ¥ C Ay

[0,1] € Ty siz,yc A
(0,1) € Tio,y) siz,y¢ A
[0,1) S T[O,l] st x € A, y ¢ A
(071] S T[O,l] St T ¢ A, (TS A

Con la topologia de subconjuntos de Y, X es también conexo por ca-
minos, pues se puede definir un camino entre dos puntos cualesquiera
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2,y € X por agu(t) = xsit € [0,3), asy(t) = ysit e 3,1y
az’y(%) = z9 € X — Y. Esta aplicacién es continua, pues si A es un

abierto de X distinto del total entonces A C Y y:
[O l)U(%,l] ET[O,I] St x,yGA

. 0 € Tip sty ¢ A
%y(4) [0,3) € Tjo siz€d, y¢ A
(%,1} € To 1 six¢ A, ye A

Ejemplo 6.2.4 Consideremos la topologia cofinita sobre un conjunto X

no vacio ni unitario.

Si X es contable entonces no es conexo por caminos. De hecho no existe
ninguna aplicacién continua y no constante « : I — X, pues si existiese
entonces {a~!(z) / x € X} serfa una coleccién contable de cerrados dis-
juntos (pues los conjuntos unitarios son cerrados en T, y o es continua)
cuya unién es [0, 1]. Pero esto es imposible.

Si X no es contable entonces es conexo por caminos. Como C < Card(X)
(véase la hipétesis del continuo en el Apéndice A) para cada par de
puntos z,y € X existe un subconjunto Y de X cuyo cardinal es el del
continuo verificando que z,y € Y. Por el apartado (a) de la Proposicién
A.5.1 y la Proposicién A.5.8 se tiene que Card(Y) = Card([0,1]), luego
es posible construir una biyeccién « : [0, 1] — Y verificando que «(0) = z
y a(l) = y. Es facil demostrar que cualquier aplicacién inyectiva « :
[0,1] — X es continua (pues la antimagen de todo cerrado es un cerrado),

luego «a es un camino con origen x y final y.

Ejemplo 6.2.5 (R,T,) es conexo por caminos, pues dados dos pun-
tos cualesquiera x,y € R se puede definir un camino desde x en y por
Qg y(t) = (1 —t)z + ty.

Es evidente que la conexidad por caminos no es una propiedad here-
ditaria. Por ejemplo, (R, T, ) es conexo por caminos, y cualquier subcon-
junto no conexo tampoco es conexo por caminos (Proposicién 6.2.3).

En cambio si es una propiedad topoldgica. Esto se prueba introdu-
ciendo un resultado previo més general, como se hizo en el caso de la
conexidad, y también se obtienen consecuencias similares. Sin embargo,

en la demostracion se utiliza un razonamiento diferente.
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Proposicién 6.2.4 Si f : X — Y es una aplicacion continua y sobre,

y X es conexo por caminos entonces Y es conexo por caminos.

Demostracion:

Sean y,y’ € Y. Como f es sobre, existen z, 2’ € X tales que f(z) =y
y f(z') = ¢'. Al ser X conexo por caminos, existe un camino « en X
con origen z y final 2’. Por tanto, fa es un camino en Y con origen y y
final y/'. [

Corolario 6.2.1 La conexidad por caminos es una propiedad topoldgi-
ca.

También aqui, como consecuencia de la Proposicién 6.2.4:

Corolario 6.2.2 Si f : X — Y es una identificacion y el espacio X es
conexo por caminos entonces Y también lo es. En particular, si X es un
espacio conexro por caminos y R es una relacion de equivalencia sobre X

entonces el espacio cociente X/R es conexo por caminos.

El concepto de subconjunto conexo por caminos de un espacio to-
polégico se introduce de forma andloga al de subconjunto conexo.

Definicién 6.2.3 Un subconjunto de un espacio topologico se dira co-
nezxo por caminos si lo es con la topologia inducida.

Aplicando la Proposicién 6.2.4 a las aplicaciones restriccion de forma
similar a lo hecho en la demostracion de la Proposicién 6.1.3, se puede
obtener un resultado que serd de utilidad para determinar que ciertos

subconjuntos son conexos por caminos.

Proposicién 6.2.5 Si f: X — Y wuna aplicacion continua y Z C X es
conezxo por caminos, entonces f(Z) CY es conexo por caminos.

Ejemplo 6.2.6 Un subconjunto Y de R™ se dice convezo si para todos
z,y € Y y todo t € [0,1] se verifica que (1 — t)z + ty € Y. Nétese
que si ¢ = (z1,...,2,) € R", se ha considerado tz = (tz1,...,tzy,), y
andlogamente (1 — t)z.
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ar D e &

Convexo No convexo Convexo No convexo Convexo
(esfera maciza)

Todo subconjunto convexo de ¥ C R"™ es conexo por caminos, pues
para todo par de puntos x,y € Y la aplicacién « : I — Y definida por
a(t) = (1 —t)z + ty es un camino en Y con origen z y final y. Adem4s,
en la figura anterior se observa que hay espacios no convexos que son

conexos por caminos (la estrella o la curva).

En particular, los segmentos son conexos por caminos en R", puesto que

SO1 CoOnvexos.

Ejemplo 6.2.7 En la recta real usual, los subconjuntos conexos por

caminos son los intervalos.

Todo subconjunto conexo por caminos es conexo, y por tanto es un
intervalo. Reciprocamente, todo intervalo es convexo y en consecuencia

conexo por caminos (Ejemplo 6.2.6).

Ejemplo 6.2.8 Como consecuencia de la Proposicion 6.2.5 se tiene que
la circunferencia es un subconjunto conexo por caminos del plano usual,
pues es la imagen del intervalo [0, 1] (conexo por caminos por el Ejem-
plo 6.2.7) por la aplicacién continua f : R — R? definida por f(t) =
(cos(2mt), sen(27t)).

Ejemplo 6.2.9 También por la Proposicién 6.2.5, el subconjunto

5= {(x,sen(i)) J 2 e (0,00)}

del plano usual es conexo por caminos, como se puede probar con un
razonamiento similar al usado en el Ejemplo 6.1.11. Sin embargo su clau-
sura, que es la unién de S con el segmento {0} x [—1,1], no es conexa

por caminos.

Vamos a corroborar la idea intuitiva de que si un camino tiene origen en
el segmento {0} x [—1, 1] entonces la continuidad impide que ese camino

tome valores en S.
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Sia: I — CI(S) es un camino con origen en el punto (0,1), se pro-
bard que entonces a1 ({0} x [—1,1]) = [0, 1]. Por la conexidad del inter-
valo unidad I, bastara demostrar que a~*({0} x [~1,1]) es un abierto y
cerrado en I distinto del vacio.

Como {0} x [~1,1] es cerrado y « es continua se tiene que a~*({0} x
[—1,1]) es cerrado. Ademds, 0 € a~*({0} x [-1,1]) # 0.

Para probar que o~ ({0} x [~1,1]) es abierto, consideremos un punto
to € I verificando a(tg) = (0,y0) € {0} x [—1,1]. Si se considera un
entorno U = B((0,yp),d) N CI(S) de (0,y0) en CI(S) (los entornos de
este tipo forman una base de entornos de ese punto en CI(5))

y tomando la base de entornos ((tg) = {B(to,e) NI / ¢ > 0} en la
topologia de I, al ser « : I — CI(S) continua debe existir g > 0
con a(B(tg,e9) N I) C U. Pero las componentes conexas de U son los
trocitos de curva y el segmento vertical que quedan dentro del disco en
el dibujo. Ademads, B(to,e9) NI es un conexo y « : B(tg,e0) NI — U
es continua, luego a(B(tp,e0) N I) debe estar contenido en una unica
componente conexa de U, que como «(tg) = (0,y0) debe ser el segmento
vertical. Por tanto B(tg,e0) NI C a~({0} x [~1,1]), y hemos probado
que a~ ({0} x [~1,1]) es abierto en I.

El Ejemplo 6.2.9 anterior muestra que la clausura de un subconjunto
conexo por caminos no tiene por qué ser, en general, conexo por caminos.
Sin embargo, si que hay una propiedad relativa a la unién similar a la
existente para el caso de la conexidad.

Proposicion 6.2.6 Dada una familia de subconjuntos conexos por ca-
minos de un espacio topoldgico, si uno de ellos tiene interseccion no

vacia con todos los demds entonces la unidén de todos es también un
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subconjunto conexo por caminos.

Demostracion:

Sea (X,T) un espacio topoldgico, y sea {Y;};cr una familia de sub-
conjuntos conexos por caminos de X verificando que existe ig € I con
Y, NY; # 0, para todo i € T

Siz,y € UYi existirdn i1,i2 € I tales que x € Y;, ey € Y;,. Por
otro lado, exigetIen z1 €Y, NY, vy 22 €Y;,NY,,. El camino (a* ) % es

un camino en U Y; con origen z y final y, donde « es un camino en Y;,
il

con origen z y final 21, 8 es un camino en Y;

i, con origen z; y final 23 y

v es un camino en Y;, con origen zs y final y, todos ellos existentes al

1o
ser Y;

i, Yi, ¥ Y;, conexos por caminos. En consecuencia U Y es conexo

iel
por caminos.
Nétese que (a* 3) x vy : I — U Y, es continua porque «, By v se
iel
pueden considerar como caminos en U Y;, sin méas que componer con
iel
las respectivas inclusiones. [

Ejemplo 6.2.10 Consideremos el subconjunto del plano usual que he-
mos denominado el peine (ver Ejemplo 6.1.13).

(P =[0,1] x {0y u U{}

neN

También aqui se puede usar que todos los segmentos que lo forman son
conexos por caminos (por el Ejemplo 6.2.6, pues los segmentos son con-
vexos) y que [0, 1] x {0} tiene interseccién no vacia con todos los demés,
para aplicar la Proposicién 6.2.6 y probar que P es conexo por caminos.
La clausura del peine, que como ya se ha dicho es la unién del peine con
el segmento {0} x [0, 1], es también conexa por caminos, como se puede
probar usando un razonamiento similar.

Sin embargo el peine y la pulga P’ = P U (0,1) (ver Ejemplo 6.1.14) no
es conexo por caminos. Esto se puede probar de una forma analoga a lo
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hecho en el Ejemplo 6.2.9, pues el tinico camino con inicio en el punto
(0,1) es el camino constante.

Ejemplo 6.2.11 Por el Ejemplo 6.2.8, sabemos que todas las circunfe-
rencias del tipo S! = (z—7)2+y? = r2, para 0 < r < 1 son subconjuntos
conexos por caminos del plano usual. Ademads, como el punto (0, 0) per-
tenece a la interseccién de todas ellas, por la Proposicion 6.2.6 se tiene
que el circulo C = (z—1)2+4? < 1 (unién de todas esas circunferencias)
también es conexo por caminos en el plano.

Ejemplo 6.2.12 Las bolas cerradas son subconjuntos conexos por cami-
nos del plano usual (Ejemplo 6.2.11 anterior) y las aplicaciones ¢, p_ :
B((0,0),1) — R? definidas por ¢+ ((z,v)) = (z,y, £1/1 — (22 + y?)) son
continuas. Usando las Proposiciones 6.2.4 y 6.2.6, andlogamente a lo he-
cho en el Ejemplo 6.1.17 se concluye que la esfera es también un conexo
por caminos.

Ejemplo 6.2.13 El segmento Y = [-2,2] x {0} y la circunferencia S*
son subconjuntos conexos por caminos del plano usual (Ejemplos 6.2.6
y 6.2.8), pero Y N St = {(~1,0),(1,0)} no es conexo por caminos, al no
ser conexo (Ejemplo 6.1.18).

En cuanto al producto, también la conexidad por caminos tiene bue-
nas propiedades. Para probar el siguiente resultado basta una demostra-
ci6én similar a la hecha para conexidad, usando las proposiciones 6.2.4 y
6.2.6 en lugar de las 6.1.2 y 6.1.6.

Proposiciéon 6.2.7 Un espacio producto X XY es conexo por caminos
siy solo si X eY lo son.

Ejemplo 6.2.14 El n-cubo unidad I™ = Ix ™ xI C R" es conexo por
caminos , por la Proposicién 6.2.7 anterior.

Ejemplo 6.2.15 Como consecuencia del Corolario 6.2.2 y del Ejemplo
6.2.14 anterior, se tiene que la circunferencia, la esfera, el cilindro, el
toro, el cono, la banda de Md&bius y la botella de Klein, espacios cociente



6.2. ESPACIOS CONEXOS POR CAMINOS 125

de identificaciones en I (la circunferencia) o I? (el resto), son conexos

por caminos.

Usando los caminos hay una nueva manera de decir cudndo dos pun-
tos estan conectados. Es incluso més intuitiva que la ya conocida.

Se dird que un punto x de un espacio topolégico (X, T) estd conectado
por un camino con otro punto y si existe un camino en X con origen x

y final y. En este caso, se dird que el camino « conecta x con y.

También esta relaciéon es de equivalencia, pues los caminos constan-
tes, caminos inversos y caminos producto permiten probar las propiedad
reflexiva, simétrica y transitiva, respectivamente. Asi se tiene un conjun-
to cociente, cuyas clases de equivalencia recibirdn también un nombre

especial.

Definicién 6.2.4 La clase de equivalencia de un punto = de un espacio
(X, T) por larelacién “estar conectado por caminos” se denominara com-

ponente conexa por caminos de z, y se denotard por CC(x).

Asi, los subconjuntos de un espacio topolégico (X, T) de la forma
CC(z) ={y € X / existe un camino « : I — X con origen z y final y}

seran los subconjuntos conexos por caminos maximales, que formaran
una particion del conjunto X. Ademads, tendran propiedades similares a

las de las componentes conexas.

Proposiciéon 6.2.8 La componente conexa por caminos de un punto es

el mayor conexo por caminos que contiene a ese punto.

Demostracion:

Si x es un punto de un espacio (X, T) entonces la componente conexa
por caminos de x es la unién de todos los conexos por caminos que tienen

a x como elemento, pues:

(C) Siy € CC(x) entonces existe un camino « : I — X con origen x
y final y. Ademds «(I) es un subconjunto conexo por caminos de
X, por la Proposicién 6.2.5 y el Ejemplo 6.2.7, con y € «(I).
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(D) Si existe un subconjunto conexo por caminos Y que contiene a x
e y, existird un camino « en Y conectando x con y. Pero a es
también un camino en X (componiendo con la inclusién). Luego

y € CC(z).

Como {z} es un conexo por caminos de la familia que interseca a
todos los demds, por la Proposicién 6.2.6 se tiene que CC(x) es conexo
por caminos. Ademds se deduce que es CC(z) es el mayor de los conexos
por caminos que contiene a z. [

Aunque en el tema anterior se probé que las componentes conexas
de un espacio topolégico son cerradas, este hecho no es cierto para com-

ponentes conexas por caminos.

Ejemplo 6.2.16 Consideremos la clausura del subespacio del plano usual
S dado en el Ejemplo 6.1.11:

Cl(S) = {(I,Sen(%)) /€ (0,00)}U ({0} x [-1,1])

Las componentes conexas por caminos son S = {(z,sen(2)) / = €
(0,00)} v el segmento {0} x[—1, 1], como se puede probar usando técnicas
similares a las empleadas para ver que CI(S) no es conexo por caminos
(Ejemplo 6.2.9). Pero S no es un cerrado en CI(S), pues para todo
(0,y0) € {0} x[—1,1] y todo entorno de la forma U = B((0,yo),)NCI(S)
se verifica que U NS # (), como se puede ver en la figura del Ejemplo
6.2.9.

Ejemplo 6.2.17 Tampoco es dificil probar que las componentes cone-
xas por caminos del peine y la pulga (Ejemplos 6.1.14) son dos, precisa-
mente el peine es una y la pulga otra. Sin embargo, ninguna de ellas es

un subespacio cerrado.

Para terminar senalamos que, como ocurria para las componentes

conexas:

Proposicién 6.2.9 Si dos espacios son homeomorfos, tienen el mismo

numero de componentes conexas por caminos.



Capitulo 7

Compacidad

La compacidad es una propiedad que proporciona, a los espacios que
la verifican, subrecubrimientos finitos de cualquier recubrimiento forma-
do por abiertos. Esto se traduce en que los espacios compactos tienen
muy buenas propiedades, como por ejemplo que cualquier aplicacién real

con variable en un espacio compacto alcanza su minimo y su maximo.

Para introducir los espacios compactos, necesitaremos precisar el con-
cepto de recubrimiento de la Definicién A.2.3, definiendo un tipo especial
en espacios topoldgicos. Asi, se denominard recubrimiento abierto de un
espacio topoldgico (X,T) a cualquier recubrimiento de X cuyos elemen-
tos sean subconjuntos abiertos de X.

Definicién 7.1 Se dice que un espacio topolégico (X,T') es compacto si
cualquier recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

Ejemplo 7.1 Cualquier espacio topoldgico verificando que sélo haya un
numero finito de abiertos distintos es compacto, pues todo recubrimiento
abierto es finito, y se tiene a si mismo como subrecubrimiento que ga-
rantiza la compacidad. En consecuencia todo espacio topolégico (X, T")
con X un conjunto finito es compacto, ya que sélo hay un nimero finito
de abiertos distintos (Card(T) < Card(P(X)) = 26e7d(X)),

Ejemplo 7.2 Todo espacio indiscreto es compacto, como consecuencia
del Ejemplo 7.1.

127
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Ejemplo 7.3 Los unicos espacios discretos (X, Tp) que son compactos
son los finitos. Efectivamente, si X es infinito entonces R = {{z}}zex
es un recubrimiento abierto cuyo tinico subrecubrimiento es él mismo.

En particular, no admite ningin subrecubrimiento finito.

Ejemplo 7.4 Si dado Y C X se considera en X la topologia de super-
conjuntos de Y, entonces X es compacto siy sélo si X — Y es finito.

Si X —Y es infinito entonces R = {Y U{x}}zex_y es un recubrimiento
abierto que no admite ningin subrecubrimiento finito.

Si X —Y es finito y R es un recubrimiento abierto de X, entonces fijado
A;, € R se tiene que Y C A;,. Por tanto X — A4;; C X —Y serd un
conjunto finito, que podemos representar por X — A4;; = {x1,...,2,}.
Para 1 < k < n existird A;, € R con z; € A;,, y por tanto S =
{A;,, Ai, ..., 4;, } es un subrecubrimiento finito de R.

Ejemplo 7.5 Si ahora se considera en un conjunto X la topologia de
subconjuntos de Y & X, entonces (X, Ty ) es compacto. Basta tener en
cuenta que el inico abierto que contiene a puntos de X —Y es X, luego
todo recubrimiento abierto R de X debe tener como elemento al total,
y por tanto S = {X} es un subrecubrimiento finito de R. Obsérvese que
si Y = X entonces Ty es la topologia discreta, ya estudiada (Ejemplo
7.3).

Ejemplo 7.6 Cualquier espacio cofinito es compacto. Si R es un recu-
brimiento abierto de X en la topologia cofinita, entonces fijado 4;, € R
se tiene que X — A;, = {x1, ..., &, } es un conjunto finito. Para 1 < k <n
existird A;, € R con xy, € A;,, y por tanto S = {A;,, Aiy, ..., Ai, } es un
subrecubrimiento finito de R.

Ejemplo 7.7 (R,T,) no es compacto, pues {(—n,n)},en €s un recu-
brimiento abierto que no admite ningin subrecubrimiento finito. Como

consecuencia, los espacios métricos no tienen por qué ser compactos.

Ejemplo 7.8 Con la topologia de Sorgenfrey, R tampoco es compacto,
pues el recubrimiento abierto {[—n, 00)},en no admite ningin subrecu-

brimiento finito.
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En el ejemplo 7.5 se ha probado que dado conjunto X, la topologia
de subconjuntos de Y & X hace que X sea un espacio compacto. Sin
embargo, por el Ejemplo 2.1.4 sabemos que basta tomar Z C Y para
que la topologia inducida por Ty en Z sea la discreta, y si Z es infinito
(Z,(Ty)z) no sera compacto (Ejemplo 7.3). Asi pues, la compacidad no
es una propiedad hereditaria.

Sin embargo, si que se comporta muy bien respecto a las aplicaciones
continuas.

Proposicién 7.1 Sea f : X — X' una aplicacién continua y sobre. Si

X es compacto entonces X' es compacto.

Demostracion:

Si R = {A’;}icr es un recubrimiento abierto de X’ entonces, por
la continuidad de f, se tiene que f~'(A’;) € T para todo i € I,y
ademds ] f71(A7) = £ ([ 4) = F7H(X') = X. Luego {f (A }iex
icl i€l
es un recubrimiento abierto del espacio compacto X, y por tanto admite
un subrecubrimiento finito {f~1(A4;,)}72_,. Como f es sobre se tiene
n

que U Al U FOFHAL)) = f<U FHAL)) = f(X) = X',y se

concluye que {A } r_, constituye un subrecubrlmlento finito de R que
garantiza la compacidad de X'. ]

Corolario 7.1 La compacidad es una propiedad topoldgica.

Ademas, como las identificaciones son aplicaciones sobreyectivas y

continuas, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 7.2 Si f : X — Y es una identificacion y el espacio X es
compacto entonces el espacio Y también es compacto. En consecuencia,
si X es un espacio compacto y R es una relacion de equivalencia sobre

X entonces el espacio cociente X/R es compacto.

La compacidad también se comporta bien con respecto a productos.
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Proposicién 7.2 Un espacio producto X XY es compacto si y sdlo si
X eY lo son.

Demostracién:

Como las proyecciones son aplicaciones continuas y sobreyectivas, por
la Proposicidn 7.1 es claro si X XY es compacto entonces X = px (X xY)
eY =py (X xY) también lo son.

Reciprocamente, consideremos un recubrimiento abierto R de X x Y.
Si fijamos xp € X, para todo y € Y existe Wj° € R con (zo,y) €
We. Como los productos de abiertos forman una base de la topologia
producto, existen Uy® C X y V7 C Y abiertos con (x9,y) € U x Vo C
W,o. Evidentemente {Vy’”‘) }yey es un recubrimiento abierto de Y, y como

este es un espacio compacto existira {Vyg”0

1 ?

-y Vo '} subrecubrimiento
finito. Tomando Uy, = Uy N ... N UZ° = se tiene que
X xr x X
Uy X V30 CTWy0, . Uy, X Vyrgo C Wyio

Haciendo este proceso para todos los puntos de X se obtiene un
recubrimiento abierto {U, }.cx de X, que al ser X compacto admitird un
subrecubrimiento finito {Uy,, ..., U, }. Ademds, por su construccién se
tendrdn para 1 < i < n recubrimientos abiertos {V,7i,...,V;" } de YV
verificando que:

Ug, x Vii CW,

x4 s
iy ey Uz X Vym C Wym

Como para todo (z,y) € X XY existe i € {1,...,n} tal que z € Uy,
(al ser {Uy,, ..., Uz, } un recubrimiento de X) y existe j € {1,..,m;} tal
que y € Ve (al ser {Viii, ..., Vyf:l} recubrimientos de Y, para 1 <i < n)
se concluye que
n m; n my
X xY = U, x Vi) c | JJ W)
=1 j=1 i=1 j=1

y por tanto {Wi} 1"

i.j=1 €s un subrecubrimiento finito de R ]
,

La compacidad se define para subconjuntos de un espacio topoldgico

como ya suponemos que se debe hacer.
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Definicién 7.2 Un subconjunto de un espacio topoldgico se dird com-
pacto cuando sea un espacio compacto, con la topologia inducida.

A partir de esta definicién, conociendo la topologia inducida se sa-
be directamente si un subconjunto es compacto. A continuacién vamos
estudiar la compacidad de subconjuntos cuyas topologias inducidas son
ya conocidas.

Ejemplo 7.9 Todo subconjunto finito de un espacio es compacto, como
consecuencia directa del Ejemplo 7.1.

Ejemplo 7.10 Todo subconjunto Y de un espacio indiscreto (X, T7) es
compacto, pues la topologia inducida en cualquier subconjunto ¥ C X
por la indiscreta es de nuevo la indiscreta (Ejemplo 2.1.1) y todo espacio
indiscreto es compacto (Ejemplo 7.2).

Ejemplo 7.11 Los unicos subconjuntos compactos de un espacio dis-
creto (X,Tp) son los finitos, pues la topologia inducida en cualquier
subconjunto Y C X por la discreta es de nuevo la discreta (Ejemplo

2.1.2) y un espacio discreto es compacto s6lo cuando es finito (Ejemplo
7.3).

Ejemplo 7.12 Si dado Y C X se considera la topologia de super-
conjuntos de Y, entonces un subconjunto Z C X es compacto si y
s6lo si Z—Y = (X —=Y) N Z es finito. Esto es consecuencia de que
(TY)z = TY"Z (Ejemplo 2.1.3) y de que (Z,TY"%) es compacto si y
s6losi Z—(YNZ)=Z-Y es finito (Ejemplo 7.4).

Ejemplo 7.13 Siahora, dado de nuevoY C X, se considera la topologia
de subconjuntos de Y, entonces Z C X es compacto siy sélo si Z es finito
0 no estd contenido en Y. Esto es consecuencia de que (Ty)z = Tynz
(Ejemplo 2.1.4) y de que (Z,Tynz) es compacto si y sélo si Z es finito
6Y NZ# Z (Ejemplo 7.5).

Ejemplo 7.14 Cualquier subconjunto de un espacio cofinito es com-
pacto, pues la topologia inducida por la cofinita es de nuevo la cofinita
(Ejemplo 2.1.5), y cualquier espacio cofinito es compacto (Ejemplo 7.6).
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Ejemplo 7.15 Los intervalos abiertos no son subconjuntos compactos
de la recta real usual.

Sia < b es ficil probar que R = {(t, $)}a<t<s<p €s un recubrimiento
abierto de (a,b) que no admite ningin subrecubrimiento finito. Los casos
R = (—00, ), (a,00) y (—o0,b) se resuelven de forma parecida, y se deja
como ejercicio buscar los recubrimientos abiertos adecuados.

La Definicién 7.2, implicitamente, maneja abiertos de la topologia
inducida (los pertenecientes a los recubrimientos que aparecen en la de-
finicién de compacidad). Pero, como ocurria en conexidad, es posible
caracterizar la compacidad de un subconjunto en funcién de abiertos de

la topologia original.

Para simplificar los enunciados es conveniente usar una terminologia
derivada de la Definicién A.2.4.

Definicién 7.3 Dado un subconjunto Y de un espacio topoldgico (X, T),
se llamard recubrimiento abierto de Y en X a cualquier colecciéon R =

{A;}ier C T verificando que Y C U A;.
=

Proposicién 7.3 Dado un espacio topolégico (X,T), un subconjunto
Y C X es compacto si y sélo si todo recubrimiento abierto de Y en X
admite un subrecubrimiento finito.

Demostracion:

(=) Sea R ={A;}icr CT tal que Y C U A;. Considerando Y N A4; €
iel
Ty, paratodos € I, se tiene que U(YﬂAi) = YO(U A;) =Y. Por
icl iel
consiguiente {Y N A;};cr constituye un recubrimiento abierto de

Y,y por h1p0tes1s existe un subrecubrimiento finito {Y N Alk} 1
n

Como Y N ( UA“ = U(YﬁAik):Y, se tiene que Y C UAim
k=1 k=1 k=1
y por tanto S = {A;,, Ai,, ..., A;, } es un subrecubrimiento finito

de R.
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(<) Sea Rl = {A;NY} ier C Ty tal que Y = U(AZ NY). Como
iel
Y = U(AZ ny) = (U A;) NY, se deduce que R = {A;}ier
iel i€l
es un recubrimiento abierto de Y en X. Por hipétesis, existe un

subrecubrimiento finito S = {A4; }}_, de R. Por consiguiente
n

Ui, ny)=(JAa)nYy =Y,y 8 = {4, NY}_, esun
k=1 k=1

subrecubrimiento finito de R’.

[ |

Ejemplo 7.16 Si Y es un subconjunto no acotado de la recta usual
entonces no es compacto, pues R = {(—n,n)},en es un recubrimiento
abierto de Y en R que no admite subrecubrimiento finito alguno.

Ejemplo 7.17 Los intervalos cerrados y acotados son subconjuntos com-
pactos de la recta usual.

Sea {A;}icr un recubrimiento abierto de [a,b] en R. Se define

K ={z € [a,b] / existen iy, ...,i, € I con [a,x] C U A}
k=1

Claramente K C [a,b], y ademds K # () pues a € K (existe A; con
{a} = [a,a] C A;). Como [a,b] es conexo (Ejemplo 6.1.10), si K fuese
abierto y cerrado en [a, b] ocurrirfa que K = [a,b], y como en particular

b € K se tendria el resultado.

Para probar que K es abierto en [a, b] veamos que es entorno de todos sus
puntos. Si z € K entonces [a,z] C A;; U...U A, . En particular z € A;, ,
para algun k € {1,...,n}, y al ser A;, un abierto en T,, existird € > 0 con
B(z,e) C A;,. Pero claramente B(z,e) N [a,b] C K.

Para probar que K es cerrado en [a,b] veamos que coincide con su
clausura. Obsérvese que como CI(K) C Cli([a,b]) = [a,b], se tiene que
Clia)(K) = CU(K)Na,b] = CI(K) C [a,b] C | Ai. Si 2 € Cligy(K) =
CIl(K) entonces existe ig € I tal que z € Aigl,e;f como A;, € T, existe
e > 0 con B(z,e) C A;,. Ahora bien, como z € CI(K) se tiene que
B(z,e) N K # (), por lo que existe 2’ € B(z,e) N K. Asi, [a,7'] C A;; U
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...UA;, ,y por consiguiente [a, z] C [a,2'|UB(z,¢) C A;, U...UA; UA
de donde z € K.

309

Ejemplo 7.18 Los n-cubos I™ C R™ son compactos, pues el intervalo
I = [0,1] es compacto en R (Ejemplo 7.17 anterior) y el producto de
compactos es compacto (Proposicién 7.2).

Ejemplo 7.19 El subconjunto del plano usual P = ([0,1] x {0}) U

1

(U{f} x [0,1]), conocido como el peine (ver ejemplo 6.1.13) no es
n

neN

compacto. Considerando A; = (1,2) xRy 4, = (17, -1

TH’ n—1
todo n € N—{1}, se tiene que R = {4, }nen es un recubrimiento abierto

) x R, para

de P en R? que no admite subrecubrimiento finito.

Ejemplo 7.20 Sabemos que considerando en un conjunto X la topo-
logia de superconjuntos de Y C X, un subconjunto Z C X es compacto
siy sblosi Z—Y es finito (Ejemplo 7.12). Probemos de nuevo este hecho,
pero ahora usando la Proposicién 7.3

Si Z — Y es infinito entonces R = {YU{z} /2 € Z —-Y} es un
recubrimiento abierto de Z en X que no admite subrecubrimiento finito.
Si Z —Y es finito y R es un recubrimiento abierto de Z en X, entonces
fijado A4;, € R se tiene que Y C A;,. Por tanto Z—A;, = (X —A4;,)NZ C
(X-Y)NZ = Z—-Y serd un conjunto finito, que podemos representar por
Z — Ay =A{x1,...,x,}. Para 1 < k < n existird A;, € R con z € A4;,,
y por tanto S = {4;,, 4;,, ..., A;, } es un subrecubrimiento finito de R.

Tlustraremos la importancia del concepto de compacidad usandolo
para probar un conocido resultado de andlisis matemaético: el Teorema
de Bolzano- Weierstrass. Para ello veremos previamente la siguiente pro-

piedad.

Proposicién 7.4 Todo subconjunto infinito de un espacio compacto tie-

ne puntos de acumulacion.

Demostracion:

Hagamos la demostracién por el contrarreciproco.
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Si Der(A) = () entonces todo punto z € X tendrd un entorno abierto
U, de forma que (Uy — {z}) N A = (. Luego U, N A C {z}, para todo
x € X. Como R = {U, }zex es un recubrimiento abierto de X, que es

un espacio compacto, existird un subrecubrimiento finito {Uy,, ..., Uz, }.
Pero entonces A = X NA = Uz, U...UU, )NA= U, NA)U...U
(U, NA) C{x1,...,2n}, y por tanto A serd un conjunto finito. [

Corolario 7.3 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Cualguier suce-

ston real acotada tiene una subsucesion convergente.

Demostracion:

Sea {z,} es una sucesién real acotada. Supondremos que esta suce-
sién no es convergente, pues si lo fuese el resultado se tendria trivialmen-
te. También podemos suponer que ningin término se repite un niimero
infinito de veces, pues si esto ocurriese la subsucesién constante en di-
cho término serfa la subsucesion convergente buscada. De esto 1ltimo se
deduce que la sucesion considerada tiene un ntimero infinito de térmi-
nos distintos, pues si s6lo tomase un ntimero finito de valores entonces
alguno de ellos se repetirfa infinitas veces.

Como {z,} es acotada, existe C € R* tal que {z, / n € N} C
[-C, C]. Pero [—C, C] es un espacio compacto con la topologia inducida
por la usual (Ejemplo 7.17) y hemos dicho que la sucesién considerada
tiene un nimero infinito de términos distintos, luego por la Proposicién
7.4 el conjunto de términos de la sucesion tiene un punto de acumulacién
xo € [-C, C]. Una forma de construir una subsucesién {y, } convergente
a xo es la indicada a continuacién, mostrando los tres primeros pasos:

- Se define y; como el primer término de la sucesién tal que y; €

B(xo,1) — {x0}.

- Elegimos n; € N verificando que n% < |y1 — o, y se define yo como
el siguiente término de la sucesién tal que yo € B(xy, n%) —{zo}.

- Elegimos ny € N con i < |ly2—xol, y se deﬁne 1y como el siguiente
término de la sucesion tal que y2 € B(xg, — s —{xo}. |
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Usando la Proposicién 7.1 se tiene un interesante método para probar
que ciertos subconjuntos son compactos. Por ejemplo, la compacidad de
los segmentos, de la circunferencia o de los espacios obtenidos mediante
identificacién topoldgica en un n-cubo (ver Ejemplo 7.18) se deducen de
él.

Proposicién 7.5 Si f : X — Y es una aplicacion continua y Z C X es
compacto entonces f(Z) CY es compacto.

Los subconjuntos compactos verifican ciertas propiedades que vamos
a estudiar a continuacién, y que seran de utilidad para analizar ejemplos

concretos.

Respecto a la unién, cabe destacar lo siguiente.

Proposicién 7.6 La union finita de subconjuntos compactos es un sub-
conjunto compacto.

Demostracion:

Sea (X, T) un espacio topoldgico y Cq,Ca, ..., C,, subconjuntos com-
n

pactos de X. Si R es un recubrimiento abierto de U C; en X entonces es
i=1
claro que R también un recubrimiento de C; en X, para todo 1 <i < n.

Aplicando la compacidad de cada C;, habrd subrecubrimientos finitos S;
n

de R, para 1 < i <n. Entonces § = U S, es subrecubrimiento finito de
i=1

R que prueba la compacidad de U C;.
i=1

Ejemplo 7.21 Laesfera S? C R? es un compacto, como se puede probar
usando las Proposiciones 7.5 y 7.6, siguiendo un proceso similar al usado
para demostrar su conexidad (Ejemplo 6.1.17).

Obsérvese que no toda unién de compactos es compacto, pues como
todos los conjuntos unitarios lo son se llegaria a que cualquier espacio es
compacto, lo cual sabemos que no es cierto. Tampoco la interseccién de

compactos es en general compacto, ni siquiera en el caso finito.
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Ejemplo 7.22 En R se considera la topologfa de subconjuntos de (0, 1).
Por el Ejemplo 7.13 sabemos que un subconjunto de R serd compacto si
y sblo si es finito o no estd contenido en (0,1). Por tanto [0,1) y (0, 1]
son subconjuntos compactos, pero (0,1) = [0,1) N (0, 1] no lo es.

Sin embargo, si que se obtienen compactos de la siguiente manera.

Proposicion 7.7 La interseccion de un subconjunto compacto con un

cerrado es un subconjunto compacto.

Demostracion:

Sean C, F C X con C compacto y F cerrado, y sea R = {A;}icr un
recubrimiento abierto de C' N F en X.

Como X — F' es abierto, se deduce que {A;}icr U{X — F} es un
recubrimiento abierto de C' en X. La compacidad de C' permite extraer
un subrecubrimiento finito, que puede ser de la forma {4;, }}_, o bien
{A4;,}7_; U{X — F}. En ambos casos, como (CNF)N (X —F) =0, se

deduce que § = {4;, }}_, es el subrecubrimiento finito de R buscado.
|

Corolario 7.4 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es

compacto.

Ejemplo 7.23 El subconjunto A = {1 / n € N} U {0} de la recta real
usual es compacto, al ser un cerrado contenido en el compacto [0, 1] (ver
Ejemplo 7.17).

Ejemplo 7.24 El subespacio del plano usual

([0,1] > {0}) U ({0} x [0,1]) U(U{%} x [0,1])

neN

que es la clausura del peine (ver ejemplo 7.19) es un compacto, al ser un
cerrado contenido en el compacto I x I (ver Ejemplo 7.18).

El Corolario 7.4 no es generalizable a cualquier subconjunto. Es decir,

la compacidad no es propiedad hereditaria.
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Ejemplo 7.25 Ya hemos comprobado que, dado Y & X, la topologia
de subconjuntos de Y hace a X un espacio compacto (Ejemplo 7.5). Sin
embargo, si Y es infinito entonces no es un subconjunto compacto, pues
R = {{y}}yev es un recubrimiento abierto de ¥ en X que no admite
subrecubrimiento finito.

En los espacios de Hausdorff los compactos tienen la siguiente pro-
piedad.

Proposicién 7.8 Los subconjuntos compactos de espacios de Hausdorff

son cerrados.

Demostracién:

Sea (X, T) un espacio de Hausdorff y C' C X un subconjunto com-
pacto. Veamos que X — C es abierto, esto es, que es entorno de todos
sus puntos.

Siz e X —C, como X es T, y los entornos abiertos de un punto
forman una base de entornos, para cada ¢ € C existen U. € Enty(x)
y V. € Entr(c) tales que U. NV, = (. Como C es compacto y C' C

n

U V., existen cq,co,...,c, € C tales que C C U Ve, . Considerando
ceC k=1

UzﬂUckyVZ UVCk se tiene que U € Entr(z) y UNV =0, de
k=1 k=1
dondezeUcCcX-VcCcX-C. ]

Esta Proposicion 7.8 ayuda a probar el siguiente resultado, que tiene
interesantes consecuencias.

Proposicién 7.9 Si f: X — Y es una aplicacion continua, X es com-

pacto e Y es de Hausdorff entonces f es cerrada.

Demostracion:

Si F es cerrado en X entonces, por el Corolario 7.4, es un subconjunto
compacto de X. Como f es continua, de la Proposicicion 7.5 se deduce
que f(F) es un subconjunto compacto de Y, y como Y es Ty por la
Proposicién 7.8 se tiene que f(F') es cerrado en Y. ]
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Corolario 7.5 Si f: X — Y es una aplicacion continua y sobre, X es

compacto e Y es Hausdor[f entonces [ es identificacion.

Demostracién:

Basta aplicar la Proposicién 4.2.3 ]

Corolario 7.6 Si f: X — Y es una aplicacion continua y biyectiva, X

es compacto eY es Hausdorff entonces f es homeomorfismo.

Teniendo en cuenta que todo espacio métrico es de Hausdorff, la
Proposicién 7.8 garantiza que todo subconjunto compacto de un espacio

métrico es cerrado. Pero en este caso, aun es posible afirmar maés.

Proposiciéon 7.10 Todo subconjunto compacto de un espacio métrico

es cerrado y acotado.

Demostracion:

Sea (X,d) un espacio métrico y C C X un subconjunto compacto.

Sélo resta ver que C estda acotado. Fijado x¢g € X, es claro que C' C
n

U B(zg,e) = X. Como C es compacto entonces C C U B(xzg, &) =
e>0 i=1
B(zg, p), donde p = max{e;}1,. ]

Como caso particular de la Proposicién 7.10 anterior se tiene que todo
subconjunto compacto de la recta real usual es cerrado y acotado. Pero
ademas los cerrados y acotados son los tnicos subconjuntos compactos
de (R,T.,).

Proposicién 7.11 (Teorema de Heine-Borel) Un subconjunto de la

recta real usual es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Demostracion:

Como la Proposicién 7.10 prueba (=), sélo resta demostrar la impli-
cacion hacia la izquierda.

Sea A C R cerrado y acotado. Entonces existen x € R y € > 0 tales
que A C B(z,¢) =[x — &,7 + ¢]. Como A es cerrado, de la compacidad
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de [z —¢,x+¢€] (ver Ejemplo 7.17) se deduce la compacidad de A, usando
el Corolario 7.4. ]

Como consecuencia de la Proposicién 7.2 y del Ejemplo 7.17, el pro-
ducto de intervalos cerrados y acotados es un compacto en R™. Esto
permite generalizar la demostracion de la Proposicién 7.11 para probar

lo siguiente.

Corolario 7.7 Un subconjunto del espacio euclideo R™ es compacto si

y solo si es cerrado y acotado.

Ejemplo 7.26 La n-esfera
S™ = {(x1,T2, .y Tp1) ER™ /22 122 4 422 =1} cR™T!

es un compacto. Evidentemente es acotado, pues estd contenido en la
bola cerrada de radio 1, y es cerrado como se puede observar sin mas de
pensar que S™ es la antimagen del conjunto {1} por la aplicacion continua
f:R"1 — R definida por f((z1,22,...,Tn11)) = 23 + 23 + ... + 22.

Otra consecuencia directa de la Proposicién 7.11 es el resultado que
ya adelantamos en el primer parrafo de este capitulo

Corolario 7.8 Cualquier aplicacion real con variable en un espacio com-

pacto alcanza su minimo y su mdximo.

Demostracion:

Basta combinar las proposiciones 7.5 y 7.11, teniendo en cuenta que
todo cerrado y acotado en R alcanza su méximo y su minimo. ]



Apéndice A

Teoria de conjuntos

En este apéndice se van a introducir las nociones de teorfa de conjun-
tos necesarias para el desarrollo de los capitulos precedentes. Salvo en el
pérrafo dedicado a cardinalidad, la mayoria de los resultados se enuncia

sin demostracion.

A.1. Conjuntos

El concepto de conjunto es primario y muy intuitivo, y por tanto
se podria dar por supuesto que es de todos conocido. Sin embargo, es

importante tener la nocién exacta.

El gran matematico Cantor, creador de la teoria de conjuntos, dio la
siguiente definicion:

“Un conjunto es la reunion en un todo de determinados objetos bien

definidos y diferenciables unos de otros”.

Aunque realmente, para que el concepto de conjunto esté bien defi-

nido, es necesario anadir las siguientes exigencias:

1. De cada objeto se puede decir, sin ninguna ambigiedad, si estd o
no en un determinado conjunto.

2. Todos los objetos de un conjunto son distintos.

141
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Los objetos de un conjunto se denominaran elementos del conjunto.
Si un objeto x es elemento de un conjunto X se dird que z pertenece a
X (denotado z € X). En caso contrario se dird que z no pertenece a X
(z ¢ X).

Un conjunto se puede enunciar por comprension, dando una propie-
dad que defina totalmente a los elementos del conjunto, o por eztension,
enumerando entre llaves y separados por comas todos y cada uno de sus
elementos.

Definicién A.1.1 Diremos que un conjunto B es subconjunto de otro
A, denotado por B C A, si todo elemento de B lo es también de A.

Cuando B C A también se puede escribir A D B, y se puede decir
que B esta contenido en A, que A contiene a B o que A es superconjunto

de B.

Definicién A.1.2 Diremos que un conjunto A es igual a otro B (deno-
tado A= B) cuando A C By B C A.

Definicién A.1.3 Llamaremos conjunto vacio, denotado por @, al con-

junto que no tiene ningin elemento.

Obsérvese que todo conjunto A contiene a (), puesto que z € () =
x € A (al no haber elementos en (), ningin elemento contradice esta

implicacién).

Definicién A.1.4 Dado A C X, complementario de A en X (denotado
por X — A, y también por A” o A si no hay lugar a confusién) al conjunto
de los elementos de X que no pertenecen a A:

X-A=A=A={sec X /xz¢gA}

Esta notacion se puede extender a cualquier par de conjuntos X, Y
definiendo
X-Y=X-(XnY)

Si A, B C X se verifica que A— B = (X — B)N A.
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Definicién A.1.5 Dado un conjunto X, el conjunto de las partes de X
(denotado por P(X)) es el que tiene por elementos a todos los subcon-
juntos de X:

PX)={A/ACX}

Una de las herramientas méas potentes dentro de la teoria de los con-
juntos es el llamado azioma de eleccion. En esencia, lo que afirma es lo

siguiente:

Dada cualquier familia de conjuntos no vacios, es posible “elegir” un
elemento de cada conjunto.

Esto parece razonable, pero al poder ser aplicado a cualquier familia
de conjuntos se torna muy general. De hecho, no se puede probar que
siempre se pueda realizar una eleccién de este tipo, y ni siquiera es un
axioma aceptado por todos los matematicos.

En lo que a nosotros respecta, haremos uso de este axioma en algunas
demostraciones, ya que existen muchos resultados que todavia no pue-
den ser probados sin usarlo. Para evitar remordimientos de conciencia,
tendremos presente que Godel, en el ano 1938, probd que utilizar este
axioma no nos llevard a contradicciones que no estén ya presentes sin su
uso.

A.2. Operaciones entre conjuntos

Las principales operaciones que se pueden definir entre conjuntos
son la union, la interseccion y el producto cartesiano. En esta seccion las
definiremos y se veran sus principales propiedades.

Definicién A.2.1 Dados dos conjuntos A, B se define el conjunto unidn
de A y B (denotado AU B) como el formado por los elementos que estan
en Aoen B.

AUB={zx/z€Abx € B}
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Definicién A.2.2 Dados dos conjuntos A, B, se define el conjunto in-
terseccion de Ay B (denotado AN B) como el formado por los elementos

que estan en A y en B.
AnNB={x/x € Ayx € B}.

Si dos conjuntos no tienen elementos comunes, es decir, AN B = (),

se dird que son disjuntos.

Proposiciéon A.2.1 Sean A, B,C C X. Entonces:

AUB=BUA . )
1. ANB=BNA (propiedades conmutativas)

(AUB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC =AN(BNC) (propiedades asociativas)

AN(BUC) =(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (propiedades distributivas)

4. j ﬁ g(::AA (identidades)

AU(X —A) =X
AN(X —-A) =10

(complementarios)

Las anteriores propiedades se pueden considerar como las basicas de
las operaciones entre subconjuntos de un conjunto, en el sentido de que
las todas las demaés se pueden deducir de ellas. A continuacién senalamos
otras propiedades interesantes. Es un buen ejercicio tratar de demostrar-
las usando las cinco propiedades anteriores.

Corolario A.2.1 Sean A, B,C C X. Entonces:

AUA=A4 ‘
a) ANA—A (idempotencias)

b) ﬁﬁé(_:@X (mazimalidad del total y minimalidad del vacio)

¢) X — (X — A) = A (involucion)
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AN(AUB)=A o y
4) AUEAQB;:A (simplificacion)

X — (AUB) = (X — A)n (X — B)

¢) X-(ANB)=(X - A)U(X - B) (leyes de Morgan,).

La unién e interseccién pueden ser generalizadas a familias cuales-

quiera de conjuntos.

Sea {A;}ier una familia de conjuntos (todo elemento i perteneciente
al conjunto I tiene asociado un conjunto A;). Entonces:

- Se dird que = € U A; cuando x € A; para algin j € I.
iel

- Se dird que = € ﬂ A; cuando = € A; para todo i € I.
iel

Evidentemente U Ay ﬂ A; son conjuntos. Por definicién de estas

iel iel
operaciones, son conmutativas y asociativas. Ademaés:

Proposicién A.2.2 Para todo conjunto A se tiene que:

1. ((JA)nAa=J@inA).

i€l el
((NA)UA=[(4iuA).
i€l i€l

2. Siexiste j €1 con AC Aj entonces A C U A;.
iel
Si existe j € I con A; C A entonces m A; C A
il

3. UAiCA(@AiCApam todo i € I.

iel

AC mAiéACAi para todo i € I.

iel
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4. Sipara todo i € I existe j € J tal que A; C A; entonces U A; C

i€l
U 4.

jeJ

Si para todo j € J existe i € I tal que A; C A; entonces ﬂAi C

€T
) 4;-

jeJ
5. Si{A;}ier C P(X) entonces X — (U Ay) = m(X —A) y X —

(4 = Jx - 4).

i€l iel

Unos conceptos derivados de la unién de conjuntos, y que son de
gran utilidad para hablar de espacios topoldgicos compactos, son los de

recubrimiento y subrecubrimiento.

Definicién A.2.3 Un recubrimiento de un conjunto X es una coleccién

R = {A;}icr de subconjuntos de X verificando que X = UAi' Se

iel
denomina subrecubrimiento de R a cualquier subcoleccién S C R que
también sea recubrimiento de X.

Con la misma nomenclatura también se denomina un a nocién lige-

ramente diferente.

Definicién A.2.4 Si X es un conjunto e Y C X, se denomina un re-
cubrimiento de' Y en X a toda coleccién R = {A;};cr de subconjuntos

de X verificando que Y C U A;. También aqui se denomina subrecubri-
iel

miento de R a cualquier subcoleccion S C R que sea recubrimiento de

Y en X.

Un tipo particular de recubrimiento es el siguiente.

Definicién A.2.5 Se denomina particién de un conjunto X a todo re-
cubrimiento {4;}ier de X verificando que A; N A; = () para todo @ # j.
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Otra operacién interesante entre conjuntos es el producto cartesiano.

Definicién A.2.6 El producto cartesiano de dos conjuntos X y Y (de-
notado X xY') es el conjunto de todos los pares ordenados cuya primera
componente es un elemento de X y la segunda componente es un ele-
mento de Y.

XxY={(z,y) /JreXeyeY}

Como (z,y) = (¢/,y') si y sélosi x = 2’ e y = ¢/, se tiene que
X xY #Y x X, salvo que X =Y.

El concepto anterior se puede generalizar, y definir el producto car-
tesiano de n conjuntos Ai, Ao, ..., A, como el conjunto

Al x Ay x ... x A, = {(al,a27 ...7an) / a; € Al, as € AQ, vy € An}

La siguiente propiedad caracteriza el complementario de un producto
cartesiano.

Proposicién A.2.3 Si AC X y BCY entonces

XxY—-(AxB)=((X-A)xY)U(X x (Y -B))

A.3. Aplicaciones

El objetivo de esta seccién es dar una manera de relacionar conjuntos
entre si, y esto se logra gracias a las aplicaciones.

Definicién A.3.1 Establecer una aplicacion entre dos conjuntos X e Y
es asignar, mediante una ley o por simple eleccion, a todo elemento de X
uno y sélo un elemento de Y. La notacion f : X — Y representard a una
aplicacion f entre los conjuntos X e Y. Se llamard imagen de un elemento
z € X al elemento de Y asignado a x por la aplicacién (denotado y =
f(x)).Sif: X — Y esuna aplicacién, X se denominard conjunto inicial
e Y conjunto final de f.

Las siguientes aplicaciones son muy usadas.
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Aplicacion identidad.

Para todo conjunto X se tiene la aplicacién 1x : X — X definida
por 1x(z) = x.

Aplicacion inclusion.

Para todo A C X se tiene la aplicacién i : A — X definida por
i(a) = a.

Aplicaciones constantes.

Para todo par de conjuntos X,Y e y € Y se tiene la aplicacién
constante en y Cy : X — Y definida por Cy(z) = y.

Aplicacion caracteristica.

Para todo A C X se define la aplicacién x4 : X — {0,1} por

(2) = 1, z€A
XaW=%0, = ¢ A
Aplicacion vacia.

Existe una tnica aplicacién @y : ) — X desde el conjunto vacio en
cualquier otro conjunto X. Como en vacio no hay elementos, no es
necesario definir ley alguna que caracterice la aplicacién.

Obsérvese que si X # ) no existe ninguna aplicacién f : X — ().

Definicién A.3.2 Si f: X — Y esuna aplicacion y A C X, llamaremos

conjunto imagen de A (denotado f(A)) al siguiente subconjunto de Y

flA) ={f(z) /Jze A} ={yeY /existex € Acon f(x) =y}

Cuando A = X el subconjunto f(X) C Y se denominard imagen de

f, y también se suele denotar por I'm f.

Definicién A.3.3 Si f: X — Y una aplicacién y B C Y, llamaremos

imagen reciproca de B, o bien antimagen de B (denotado por f~1(B)),

al siguiente subconjunto de X:

f7H(B)={zre X/ f(z) € B}
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Si se tiene una aplicacién f: X — Y e y € Y, se denotara f~1(y) =
F~1({y}) y se dird que los elementos de f~!(y) son antimagenes de y.

Proposicién A.3.1 Dada una aplicacién f: X — Y se verifica:
a) fI(Y) = X.
b) f(@)=0y f~1(0) =0.

c) Si A C X entonces A C f=(f(A)).
Si C C Y entonces f(f~1)(C) c C.

d) Si AC B C X entonces f(A) C f(B)CY.
Si C C D CY entonces f~1(C) c f~1(D) C X.
e) Si {Ai}ier C P(X) entonces f(| JA;) = f(A).
el iel
Si {Ci}ier € P(Y) entonces f=1(|J €)= [ £71(Ch).
el el
f) Si {A;}ier C P(X) entonces f([ ] As) C [) f(A).
el iel
Si {Ci}ier € P(Y) entonces f=1([)Ci) =)/~ (Ch).
el 1=

g) SiC CY entonces f~H(Y —C) =X — f~1(C).

Obsérvese que si A y B son subconjuntos disjuntos de X e y € Y,
considerando la aplicacién C, constante en y se tiene que Cy(ANB) =
0 ¢ Cy(A)NCy(B) = {y} Nn{y} = {y}. Por tanto en la segunda parte
del apartado (f) no se da, en general, la igualdad.

Asimismo, si Y # {y} entonces Cy(X — A) = {y} e Y — Cy(4) =
Y — {y}. Asi, en general, no existe ninguna relacién de inclusién entre

complementarios e imagenes.

Sabemos a cada elemento del conjunto inicial le corresponde, median-
te una aplicacién, uno y sélo un elemento del conjunto final. No obstante
no se sabe en principio si todos los elementos del conjunto final son ima-
gen de alguno del inicial, o si hay algin elemento del conjunto final que

es imagen de varios elementos del inicial. Asi, surgen nuevas definiciones.
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Definicién A.3.4 Una aplicacién f: X — Y se dira
- inyectiwa si f(z) = f(a’) implica x = .

- suprayectiva (o simplemente sobre) si para todoy € Y existe z € X
tal que f(x) =y.

- biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Teorema A.3.1 Una aplicacion f : X — Y es biyectiva si y sélo si
g:Y — X definida por g(y) = x si f(z) = y, es una aplicacién biyectiva.

La aplicacién g anterior serd denominada aplicacion inversa de f, y
se denotara f~!.

Proposicién A.3.2 Dada una aplicacién f : X — Y, una familia
{A;}icr de subconjuntos de X, AC Xy BCY.

a) Si f es inyectiva entonces A = f~1(f(4)).
b) Si f es sobre entonces f(f~!(B)) = B.

c) Si f es inyectiva entonces f(ﬂ A;) = ﬂ f(AY).

i€l iel
d) Si f es inyectiva entonces f(X — A) C Y — f(A).
e) Si f es sobre entonces Y — f(A) C f(X — A).

f) Si f es biyectiva entonces f(X — A) =Y — f(A4).

Definicién A.3.5 Se denominara composicion de dos aplicacciones X EN
Y % Z ala aplicacién g o f : X — Z definida por (go f)(z) = g(f(z)).

La composiciéon de dos aplicaciones X Ly % 7 también se deno-
tara simplemente por gf.

Proposicién A.3.3 Dadas aplicaciones X Ly % zMK.

a) flx =1y f=f.
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b) (hg)f = h(gf) (asociatividad de la composicidn).

c) (gf)~HC) = (g X(C)), para todo C C Z.

d) Si f es biyectiva entonces ff ' =1y y f~1f =1x.
e) Si f y g son inyectivas entonces gf es inyectiva.

f) Si f y g son sobreyectivas entonces gf es sobreyectiva.
g) Si f y g son biyectivas entonces gf es biyectiva.

h) Si f y g son biyectivas entonces (gf)~1 = f~tg~ L.

i) Sigf es biyectiva entonces f es inyectiva y g es sobre.

A.4. Relaciones de equivalencia

Toda relacion R entre los elementos de un conjunto X estd determi-
nada por un subconjunto G C X x X, en el sentido de que x esta re-
lacionado con y si y sélo si (x,y) € G. En general xRy denota que un
elemento z estd relacionado con otro y, y el subconjunto G C X x X se

denomina grafo de la relacion.

Son particularmente interesantes en topologia las denominadas rela-
ciones de equivalencia, que son aquellas que verifican tres propiedades

concretas.

Definicién A.4.1 Una relacién en un conjunto X se dird de equivalen-

cia cuando verifique las siguientes propiedades:

- Refleriva: Todo elemento estd relacionado consigo mismo.

- Simétrica: Si un elemento x estd relacionado con otro y entonces

y estd relacionado con .

- Transitiva: Si un elemento x esta relacionado con otro y e y esta re-

lacionado con un tercero z, entonces = esta relacionado con z.
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Las relaciones de equivalencia sobre un conjunto dado permiten cons-
truir unos nuevos conjuntos de gran interés: los conjuntos cociente. Para

ello en necesario definir un concepto previo.

Definicién A.4.2 Si R es una relacién de equivalencia en un conjunto
X y xz € X, el subconjunto

[#] ={ye X /zRy} C X

se denominard clase de equivalencia de x. El conjunto cuyos elementos
son las clases de equivalencia de los puntos de X se denominara conjunto
cociente de X por R,y se denotard por X/R.

Un elemento cualquiera de una clase de equivalencia serd denominado
representante de la misma.

Por la propiedad reflexiva, todo punto z € X pertenece a [z]. Adem4s,
si z € [z] N [y] entonces, aplicando las propiedades simétrica y transitiva,

se tiene que [z] = [y]. En consecuencia:

Proposicién A.4.1 Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto
X, el conjunto cociente X/R es una particién de X.

Ejemplo A.4.1 Consideremos la relaciéon de equivalencia que dado un
subconjunto A de un conjunto cualquiera X se define por xRy si y sélo
siz =y 6ux,y€ A En este caso [x] = {z} cuando z ¢ Ay [z] = A
cuando x € A. Asi, X/R se puede interpretar como un conjunto que se
obtiene a partir de X colapsando A en un punto.

Toda relacién de equivalencia tiene asociada canénicamente una apli-

cacion.

Definicién A.4.3 Dada una relacién de equivalencia R en un conjunto
X, se denomina proyeccion en el cociente a la aplicaciéon 7 : X — X/R
definida por 7 (z) = [z].

Por la propiedad reflexiva, es claro que las proyecciones en el cociente
son aplicaciones sobreyectivas.
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A.5. Cardinalidad

Intuitivamente, una propiedad bésica de todo conjunto es el niimero
de elementos que tiene. Sin embargo, la formalizacién de este concepto
no es tan inmediata como parece.

Definicién A.5.1 Diremos que dos conjuntos X e Y son equipotentes

si existe una aplicacién biyectiva entre ambos.

Es facil comprobar que la equipotencia de conjuntos verifica las pro-
piedades de una relacién de equivalencia. Esto permite introducir el si-
guiente concepto.

Definicién A.5.2 Se denomina cardinal de un conjunto X a su clase de
equivalencia por la relacién de equipotencia, esto es

Card(X) ={Y / X e Y son equipotentes}

Como consecuencia de la anterior definicién, dos conjuntos X e Y
son equipotentes si y sélo si Card(X) = Card(Y).

Es conveniente fijar notacién y nomenclatura para una serie de con-
juntos distinguidos que pueden servir como referencia.

- Un conjunto X se dird finito si es vacio o existe un niimero natural n
con Card(X) = Card({1,2,...,n}). Esto se denotard Card(X) =0
6 Card(X) = n, respectivamente.

- Un conjunto X se dird infinito si no es finito.

- El cardinal de los nimeros naturales se denotara por xo.
- Un conjunto X se dird numerable si Card(X) = xo.

- Un conjunto X se dird contable si es finito o numerable.

- El cardinal de los nimeros reales denominara cardinal del continuo

y se denotard por C.

- Se dird que X tiene el cardinal del continuo si Card(X) = C.
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Proposiciéon A.5.1

a) Cualquier intervalo abierto tiene el cardinal del continuo.
b) Todo subconjunto infinito de los nimeros naturales es numerable.

¢) Si existe una aplicacion inyectiva desde un conjunto X en un con-

junto numerable entonces X es contable.

d) La unidn numerable de conjuntos numerables es numerable.
Demostracion:

(a) La aplicacién f = tag|—z =): (=%, %) — R, restriccién de la apli-
cacién tangente, es una biyeccién con inversa definida por f~*(z) =
arctag x. Ademds, si a < by ¢ < d, la aplicacién ¢ : (a,b) — (¢, d)
definida por g(t) = c+ % es también biyectiva, con inversa

definida por ¢g71(t) = a + (b*g)ﬁ.

(b) Sea A C N infinito. Definimos ¢ : N — A inductivamente por
¢(1) = minimo de A y ¢(n) = minimo de A,, donde A, = A —
o({1,...,n —1}), para n > 2. Claramente ¢ es biyectiva.

(c¢) Es posible generalizar la demostracién del apartado anterior.

(d) Sea {A;}nen una familia de conjuntos numerables. Entonces todo
A,, puede expresarse como A4,, = {a},a},...}. La siguiente figura da

la idea de cémo construir una biyeccién entre N y U A, siguiendo

neN
el orden indicado por las flechas y evitando los elementos repetidos.

al» al a;, »a, aj » e
2/2/'2‘/ 2/2/
al a2 a3 a4 a‘S °
v K AN
al az/a3 a34/'a35/.
X
ot w ata w,
v O T 7
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Corolario A.5.1

a) Todo producto cartesiano finito de conjuntos numerables es un con-

junto numerable.

b) El conjunto de los nimeros racionales es numerable.

Es posible definir diversas operaciones entre cardinales, que gene-
ralizan las respectivas entre nimeros enteros no negativos (cardinales

finitos). En primer lugar introduciremos la suma de cardinales.

Definicién A.5.3 Dada una familia de conjuntos {A;}icr, se define

> Card(A;) = Card(|_| Aj)

i€l iel

donde |_| A; = LJ(A7 x {i}) (unidn disjunta).

iel i€l
A continuacién, el producto finito de cardinales.
Definicién A.5.4 Dados conjuntos Aq, Ao, ..., A, se define

Card(Ay).Card(Asz)...Card(A,) = Card(A; x Az X ... x A,)
Y por ultimo la exponenciacién.
Definicién A.5.5 Dados dos conjuntos A, B, se define
Card(B)¢* ¥4 = Card(B*)
donde BA = {a: A — B / a es aplicacion}.
La siguiente relacién entre cardinales sera de gran utilidad.
Proposicién A.5.2 Card(P(X)) = 2¢¢"¥X) para todo conjunto X.

Demostracion:

Es facil probar que o : P(X) — {0,1}* definida por a(A4) = x4 :
X — {0, 1}, aplicacién caracteristica, es una biyeccién. ]
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Definicién A.5.6 Diremos que el cardinal de un conjunto X es menor
0 igual que el cardinal de otro Y, denotado Card(X) < Card(Y') cuando
exista una aplicacién inyectiva f : X — Y. Diremos que el cardinal de
X es menor estrictamente que el cardinal de Y, denotado Card(X) <
Card(Y), cuando Card(X) < Card(Y) y Card(X) # Card(Y).

Veamos una caracterizacién de la anterior definicién. Obsérvese que
en su demostracion se hace uso del axioma de eleccién.

Proposicién A.5.3 Dados dos conjuntos no vacios Ay B, Card(A) <

Card(B) si y s6lo si existe una aplicacién suprayectiva 3: B — A

Demostracién:

Sia: A — Besunaaplicacién inyectiva, existente porque Card(A) <
Card(B), fijando un punto cualquiera ag € A se puede definir una apli-
cacién sobre 8 : B — A por
a=1(b), sial(b)#0

b) =10

1
agp, si a~t(b)

s0) = {

Reciprocamente, si 3 : B — A es sobre entonces 5~ !(a) # () para
todo a € A. Asi, es posible definir una aplicacién inyectiva o : A — B
tomando a(a) € 371 (a). m

Usando de nuevo el axioma de eleccion es facil probar lo siguiente.
Proposicién A.5.4 Si X es un conjunto infinito entonces yo < Card(X).
Otra propiedad interesante:

Proposicién A.5.5 (Teorema de Cantor) Para todo conjunto X se
verifica que Card(X) < Card(P(X)).

Demostracién:
Evidentemente, f : X — P(X) definida por f(z) = {z} es una
aplicacién inyectiva. Por tanto Card(X) < Card(P(X)).



A.5. CARDINALIDAD 157

Supongamos ahora que existe una aplicacién biyectiva g : P(X) —
X. Paratodo z € X ocurrird que g~*(z) = {B,} C P(X). Considerando
el subconjunto A = {x € X /g ' (z) =0 V x ¢ B, } C X, entonces
g(A) € A= g(A) ¢ A, lo cual es absurdo. [

El siguiente resultado es muy t1til a la hora de probar igualdades

entre cardinales.

Proposicién A.5.6 (Teorema de Cantor-Berstein) Si Card(X) <
Card(Y) y Card(Y) < Card(X) entonces Card(X) = Card(Y).

Demostracion:

Como existen aplicaciones inyectivas h : X — Yy g:Y — X,
llamando B=h(X) CY y A= g(Y) C X podemos considerar h : X —
Byg:Y — A, aplicaciones biyectivas.

Sea f=i49iph:X — X,dondeiy : A— X eig: B — Y son las
inclusiones. Claramente f es inyectiva, y permite conseguir una biyeccién
¢: X — A, que garantiza que Card(X) = Card(A) = Card(Y).

Tomamos C = A— f(X) y definimos el conjunto S = C'U( U (),

n>1
donde f™ denota la composicion de f consigo misma n veces. Claramente,

S =CU f(S). Ahora se define

{x ,six €S

() = flx) ,sizeX—-S

Tenemos que ¢(S) = S. Por tanto ¢ es sobre, como demuestran las
siguientes igualdades:

6(X) = () U(X — §) = SUF(X = §) = CU f(S)UF(X —5) = A

Finalmente, probemos que ¢ es inyectiva. Puesto que ¢|s y ¢|x_s
son inyectivas por definicién, basta probar que ¢(S) =Sy ¢(X — 5) =
f(X —S) son disjuntos. Si existiese z € S = CU f(95) tal que x = f(z'),
con ' € X — 5, entonces ¢ € C, puesto que f es inyectiva. Por tanto
xz ¢ f(X), lo cual contradice que z = f(z'). [

Asi, podemos probar:
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Proposicién A.5.7 Card(P(N)) =C.

Demostracion:

Por el apartado (a) de la Proposicién A.5.1, es suficiente probar que
Card(P(N)) = Card((0,1)).

- Card(P(N)) < Card((0,1)):
Definimos la aplicacién f : P(N) — (0,1) como sigue. Todo sub-

conjunto A C N se puede ordenar de menor a mayor, esto es, se
puede expresar como A = {ay,as,...,an,@nyt1, ...} sl es infinito, o
como A = {ay,as,...,a,} si es finito. Ademds todo nimero natu-
ral, en particular los a;, se puede expresar en base dos de forma
Unica como una lista ordenada y finita de ceros y unos. Usando lo
anterior definimos

F(A) = 0'a12a92..a,2a4p112... , si A esinfinito
] 0a12a902a32...a,222... , si Aes finito

donde a; representan los elementos de A, ordenados y expresados
en base dos.

Evidentemente, f es una aplicacién inyectiva.

- Card((0,1)) < Card(P(N)):

La aplicacién g : (0,1) — P(N) se define por g(0'ajazas...) =
{1lay, 2as, 3as, ...}, donde todos los elementos de (0, 1) se consideran
con infinitos decimales, aunque sean ceros por la derecha.

Sabemos que existen las siguientes igualdades entre niimeros reales:

ai, a2a3...an—14y = a1, a203...(a,—1 — 1)99999...

A pesar de ello, podemos suponer cada nimero real con una ex-
presién fija, y por tanto g es aplicacién. Ademads, por cémo ha sido
construida, es claro que g es inyectiva.
|
Como consecuencia inmediata de las Proposiciones A.5.5 y A.5.7 se
tiene el siguiente resultado.
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Corolario A.5.2 El cardinal del conjunto de los nimeros naturales es
menor estrictamente que el cardinal del conjunto de los numeros reales,
esto es, xo < C.

Otra propiedad interesante es:

Proposicién A.5.8 Si A es un conjunto infinito y B es un conjunto
contable entonces Card(A) + Card(B) = Card(A).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad se puede suponer B = {b1,ba, ..., bm, ...}
y BNA=4.

Evidentemente Card(A) < Card(AU B) = Card(A) + Card(B).

Por ser A infinito existe una aplicacién inyectiva o : N — A. Si
denominamos a(n) = a, € A, se define la aplicacién inyectiva 5 : AU

B — A por
x, six € A— a(N)
Blx) =< agn—1, siz=a, € a(N)
as;, sixr=b; € B [

Dado un conjunto X, el subconjunto de P(X) formado por todos los
subconjuntos finitos de X se denominara conjunto de partes finitas de
X. Esto es:

Pr(X)={AC X / A finito}
Andlogamente se puede construir el conjunto de partes infinitas de

X:
Pr(X)={AC X / Ainfinito}

Proposiciéon A.5.9 FEl conjunto de las partes finitas de un conjunto nu-
merable es numerable. El conjunto de las partes infinitas de un conjunto
numerable no es contable.

Demostracion:
Consideremos, sin pérdida de generalidad, Pr(N) y P;(N)

Sea A,, el subconjunto de Pr(N) formado por los subconjuntos de N
cuyo cardinal es n € N. La aplicacién f : A, — Nx ™). xN definida por
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f{a1,az,...,an}) = (a1, asg, ..., a,) es inyectiva (considerando el conjunto
{a1,aq,...,a,} ordenado de forma creciente). Asi, por el apartado (a) del
Corolario A.5.1 y el apartado (¢) de la Proposicién A.5.1, se tiene que
A,, es numerable. Por el apartado (d) de la Proposicién A.5.1 se concluye

que Pp(N) = U A, U{0} es un conjunto numerable.
neN
Finalmente, P;(N) no puede ser contable pues si lo fuese entonces
2x0 = Card(P(N)) = Card(Pp(N)) + Card(P;(N)) = xo, lo cual con-
tradice la Proposicién A.5.5. ]

Proposicién A.5.10 Card(P;(N)) = 2Xo.

Demostracién:

Evidentemente P;(N) C P(N) y por tanto Card(Pr(N)) < 2Xo,

Sia:N— {0,1}, se define h(a) = {1a(1),2a(2), ...,na(n),...} C N.
Esto da lugar a una aplicacién inyectiva h : {0,1}Y — P;(N), luego
2# < Card(Pr(N)). [ |

Destaquemos por 1ltimo una cuestion acerca de cardinalidad que atn
se mantiene abierta. Esta es la el problema de la hipdtesis del continuo.

La hipdtesis del continuo de Cantor postula que el cardinal del con-
tinuo es el menor cardinal no numerable. En 1940 Godel demostré que
esta hipdtesis es consistente en la teoria de conjuntos, es decir, con las
propiedades actualmente atribuidas a los conjuntos es imposible probar
que es falsa. Sin embargo, en 1963 Cohen probd que la negacion de la
hipotesis del continuo también es consistente en la teoria de conjuntos, o
lo que es lo mismo, que es imposible probar que el cardinal del continuo
es el menor cardinal no numerable.

Como hemos visto, a pesar de que el problema del infinito ha sido
protagonista de grandes revoluciones en la historia de las matemaéticas,
todavia representa algo indefinido y ambiguo que provoca un cierto sen-
timiento de desesperacién. En lo que a nosotros respecta, como hemos
dicho que es imposible probar la existencia de un conjunto no numerable
cuyo cardinal no sea mayor o igual que C', supondremos que la hipdtesis
del continuo es cierta.



Apéndice B

Espacios métricos

Desde el comienzo de este curso se hace patente la gran relacion
existente entre el concepto de espacio topolégico y el de proximidad. Pero
la nocién matemaética que permite establecer rigurosamente lo préximos

que se encuentran los elementos de un conjuntos es la distancia.

Definicién B.1 Una distancia (o métrica) sobre un conjunto X es una
aplicacion d : X x X — R verificando las propiedades:

D1. d(x,y) > 0, para todos z,y € X.
D2. d(z,y) =0siy sélosiz=y.
D3. d(z,y) = d(y, ), para todos z,y € X.

D4. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), para todos x,y,z € X (Desigualdad

triangular).

Un conjunto X sobre el cual hay definida un distancia d se denomina
espacio métrico, y se denota por (X, d).

Ejemplo B.1 La distancia mas comiunmente usada en R es la definida
usando el valor absoluto por d(z,y) = |z —y|, que se denomina distancia
usual o euclidea. Pero hay una infinidad de distancias distintas, como
pueden ser la dada por d(z,y) = (x — y)?, o la distancia trivial d; :

161
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0, siz=y

1, siz#y
distancia trivial puede ser definida de forma andloga para un conjunto

R x R — R definida por di(z,y) = . Noétese que la

cualquiera.

Ejemplo B.2 La distancia euclidea usual se generaliza a R™ de la si-

guiente manera:

d((@1y ey Tn), Y1y ooy Yn)) = +

Otras métricas en R” son la distancia taxi, asi llamada porque en el caso
particular del plano es la que debe emplear un taxista para medir la
distancia entre dos puntos de su trayecto, suponiendo que la ciudad en
la que trabaje tenga sus calles en dos sistemas perpendiculares de rectas

paralelas:
n

d((‘rl? ...,lEn), (yla 7yn)) = Z |xl - y1|

i=1

o la distancia maz, definida utilizando un méaximo de numeros reales:
d((xh vy xn)v (yla ceey yn)) = mdz{\xl - yi|}1§i§n

Ejemplo B.3 En el conjunto de los nimeros naturales se puede definir

d(n,m) = |+ — L], entre otras.

Para considerar los puntos que rodean a otro, es decir, los que estan
“suficientemente cerca”, son fundamentales los conjuntos denominados

bolas.

Definicién B.2 Dado un punto x de un espacio métrico y un ntmero
real € > 0, se define la bola abierta de centro x y radio € por:

B(l‘,&) :{yGX/d(Jc,y) <€}

Anélogamente, la bola cerrada de centro x y radio € se define por:

B(r,e) ={y e X /d(z,y) <&}
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La siguiente figura nos muestra cuales son las bolas abiertas en tres
de las métricas que hemos definido en el plano:

ot o8N . &
Bola euclidea de Bola “taxi” de Bola “max” de
radio € radio € radio €

La anterior definicién permite introducir de manera sencilla el con-
cepto de subconjunto acotado de un espacio métrico.

Definicién B.3 Un subconjunto de un espacio métrico se dird acotado
cuando estd contenido en alguna bola.

Otros conceptos interesantes son el de distancia desde un punto a un
subconjunto y distancia entre subconjuntos de un espacio métrico.

Definicién B.4 Sea (X, d) es un espacio métrico, z € X y A, B C X. se
define la distancia del punto z al subconjunto A como el siguiente infimo

de nuimeros reales:

d(x, A) = inf {d(z,y) / y € A}

Mas generalmente, se define la distancia entre los subconjuntos A y B
por
d(A,B) =inf {d(z,y) / = € A, y € B}

Proposicién B.1 Si (X,d) es un espacio métrico, v,y € X y A C X
entonces d(z, A) < d(x,y) + d(y, A).

Demostracion:

Para todo a € A se verifica que d(z,a) < d(x,y) + d(y, a). Asi

d(z, A) inf {d(z,a) / a € A} <inf {d(z,y) +d(y,a) /a € A} =
d(z,y) +inf {d(y,a) / a € A} = d(z,y) +d(y, A)
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