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5. Cuerpos de descomposicion. Clausura algebraica

5.1

5.2

5.3
5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

Sea x una raiz del polinomio X2 + X + 1 de Z/(2)[X]. Dar las tablas de sumar y
multiplicar del cuerpo [Z/(2)](z).

Sea x una raiz del polinomio f(X) = X3 — 2 de Q[X]. ;Es Q(z) cuerpo de descompo-
sicién de f(X) sobre Q7

Dar el cuerpo de descomposicién de X6 4 1 sobre Z/(2).

Mostrar que cualquier extensién algebraica de un cuerpo F' puede sumergirse en la
clausura algebraica de dicho cuerpo, y que cualquier extensién algebraica de F' con la
propiedad de contener alguna copia de todas las extensiones algebraicas de este cuerpo
coincide, salvo F-isomorfismos, con la clausura algebraica de F.

Sea K/F una extensién algebraica. Mostrar que para todo polinomio f(X) de K[X]
existe siempre algtin polinimio no nulo h € K[X] tal que fh € F[X].

Sea f un polinomio de grado n del anillo de polinomios F[X] y K el cuerpo de des-
composicién de f sobre F. Demostrar que [K : F] divide a n!

Sea K/F una extensién finita de cuerpos cuyo grado m es primo con el grado del
polinomio f(X) € F[X]. Demostrar que si f es irreducible sobre F lo es también sobre
K.

Sea K/F una extensién cuadritica y f € F[X] un polinomio irreducible de grado 6.
Comprobar que f es irreducible en K[X] o se descompone en dicho anillo de polinomios
como producto de dos polinomios irreducibles de grado 3.

Sea K el cuerpo de descomposicién sobre Q de un polinomio de grado 8 que es reducible
sobre Q, pero que no admite raices en Q. Demostrar que [K : Q] < 1440.

Sea p un primo positivo y K el cuerpo de descomposicién del polinomio XP — 2 sobre
Q. Calcular [K : Q].

Sea F' un cuerpo de caracteristica 2, K un cuerpo que es extensiéon cuadratica de F.
Demostrar que existe algin a € F' de modo que K es cuerpo de descomposicién sobre
F de algtin polinomio irreducible que es del tipo X2 — a o del tipo X? — X —a.

Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y a, b elementos distintos de F. Sea K
el cuerpo de descomposicién sobre F del polinomio X4 — (a + b)X2 + ab. Demostrar
que [K : F] =4 siy sélo si a,by ab no son cuadrados en F.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Demostrar que K es algebraicamente
cerrado si y sélo si todo polinomio no constante de F[X] tiene todas sus raices en K.

Sea F' un cuerpo de caracteristica p, con p primo positivo. Considérese el polinomio
f(X) = XP — X — a de F[X]. Comprobar que si f tiene alguna raiz en el cuerpo F
entonces las tiene todas. Suponer ahora f sin ninguna raiz en F. Demostrar la irreduci-
lidad de f en F[X] suponiendo la existencia de una factorizacién f(X) = g(X)h(X) con
r =degg < p, siendo r > 1, y llegando a una contradiccién tras estudiar el coeficiente
de X"~ ! en g. Si x es un nimero complejo raiz del polinomio X? — X —a y a es un
entero tal que a # 0(mdéd p), demuéstrese que [Q(z) : Q] = p.

Sea f(X) = XP — X —a un polinomio con coeficientes en un cuerpo F de caracteristica
el ndmero primo p. Supéngase K una extensién del cuerpo F' y z € K una raiz de f(X)
tal que ¢ F. Si y € K es una raiz del polinomio XP — X — axP~!, determinese el
grado de la extensién F(z,y)/F.

Sea p un primo positivo. Demostrar que el cuerpo de descomposiciéon de XP — 1 sobre
cualquier cuerpo F' tiene un grado que divide a p — 1.

Sea p un primo positivo y F' un cuerpo de caracteristica p. Mostrar que el polinomio
XP — a de F[X] es, o bien, irreducible sobre F, o bien, la potencia de un polinomio
lineal de F[X].

Sea F' un cuerpo, m y n enteros positivos primos relativos. Demostrar que el polinomio
X™n" — g de F[X] es irreducible si y sélo si los polinomios X™ —ay X™ — a lo son.

Sea F un cuerpo y f(X) € F[X] un polinomio de grado n estrictamente mayor que
1. Comprobar que f es irreducible si y sélo si f no tiene raices en ningin cuerpo K
extensién de F' tal que [K : F] < n/2.
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Mostrar que un anillo es dominio de integridad si y sélo si puede sumergirse en un
cuerpo algebraicamente cerrado.

(E. Artin ). Sea F' un cuerpo y S el conjunto de todos los polinomios ménicos e irreduci-
bles de F[X]. Sea A = F[Xs]ses. Demostrar que el ideal de A generado por el conjunto
{f(Xy): f € F} es distinto de A. Sea W un ideal maximal de A que contiene al ideal
anterior. Demostrar que F; = A/M es una extensién de un cuerpo Fy isomorfo a F' en
la que todo polinomio no constante de Fy[X] tiene alguna raiz y mostrar a partir de
aqui la existencia de alguna clausura algebraica del cuerpo F.

Sea F' un cuerpo y S un conjunto que contiene a F' tal que card(S) > N card(F'). Sea
S la familia de las extensiones algebraicas de F' que estan contenidas en el conjunto
S. Ordenar S con respecto a la extensién, y demostrando que en S hay elementos
maximales, pruébese que todo cuerpo posee una clausura algebraica.

Sea F' un cuerpo. Identificar el conjunto subyacente a F' con el subconjunto de F[X]|x N
formado por los elementos (X —a,0), a € F. Sea S el conjunto de las extensiones K de
esta copia de F' cuyo conjunto subyacente estd contenido en F[X] x Ny que gozan de la
siguiente propiedad: si (f,n) € K entonces (f,n) es una raiz del polinomio identificado
a f. Ordenar parcialmente S respecto a la relacién de extension, demostrar que existen
elementos maximales y que éstos se pueden identificar con clausuras algebraicas de F.

Sea F' un cuerpo de cardinal infinito no numerable y Fp su cuerpo primo. Para todo
subconjunto finito « de F, dendtese por S, a la familia de los subconjuntos finitos de F'
que contienen a a. Mostrar que la familia 7 de los subconjuntos S, tiene la propiedad
de las intersecciones finitas. Sea U un ultrafiltro que contiene a 7. Mostrar, sin hacer
uso del teorema de Steinitz, que cada uno de los cuerpos Fyp(a) admite una clausura

algebraica Fy(c). Considerando el ultraproducto [], Fo(a)/U, demostrar que F' tiene
una clausura algebraica.
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