Departamento de Algebra,

Geometria y Topologia.
Universidad de Mélaga.

Ejercicios de Algabra Clasica

Relacion 6.
Extensiones normales.

9 de diciembre de 2009.

Profesor de la asignatura:
José Antonio Cuenca Mira.



6. Extensiones normales
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Sea K/F una extensién de cuerpos tal que K = F(S) y siendo [F(z) : F] < 2 para
todo = € S. Demostrar que K/F es una extensién normal.

Sea K/F una extensién normal y E un cuerpo intermedio de dicha extensién. Demostrar
que E/F es normal si y sélo si o(E) C E para todo F-automorfismo o de K.

Demostrar que @(ﬂ, i) es una extensién normal de Q y que cada una de las rafces del
polinomio irreducible X4 — 2X?2 + 9 genera a Q(v/2, i) sobre Q.

Sean K/F y L/F extensiones normales y finitas. Comprobar que existe alguna F-
inmersién o : K — L si y s6lo si hay dos polinomios f y g de F[X] con f | g tal que
K es cuerpo de descomposiciéon de f y L cuerpo de descomposicién de g.

;Existe algin automorfismo del cuerpo A de los ntimeros algebraicos que transforma
V2en —v2y /5 en —/5?

Sea K/F una extensién algebraica. Demostrar que K/F es una extensiéon normal si
y sélo si para todo x € K existe algin subcuerpo E de K que contiene a x y que
constituye una extensién finita y normal de F.

Sea U la clase de todos los cuerpos. Demostrar que la clase de las extensiones normales
satisface la segunda de las condiciones dadas en la definicién de clase U-distinguida de
extensiones.

Sea f(X) un polinomio irreducible de Q[X] que tiene raices reales y no reales y K
el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Demostrar que el grupo de Galois de la
extensién K/Q no es abeliano y comprobar que la hipétesis de irreducibilidad no puede
suprimirse.

Sea K/F una extensién normal y f(X) un polinomio irreducible de F[X]. Supéngase
que g y h son polinomios ménicos irreducibles de K[X| que son factores de f. Demostrar
que existe algin F-automorfismo o de K tal que g° = h. Dar un ejemplo de una
extension que no sea normal y en la que no se tenga un resultado de este tipo.

Sea K/F una extensién algebraica de cuerpos. Demostrar que la extensién es normal si
y sélo si los factores irreducibles en K[X| de cada polinomio irreducible de F[X] tienen
el mismo grado.
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