Capitulo II.

1. PRODUCTO TENSORIAL DE MODULOS

En esta seccién vamos a construir un grupo abeliano a partir de un R-médulo
por la izquierda y un R-moédulo por la derecha.

1.1 DEF Sea R un anillo unitario, M un R-médulo por la izquierda, N
un R-médulo por la derecha y P un grupo abeliano. Se dice que una aplicacion
f: N x M — P es un producto balanceado si verifica:

(i) f(n1 4+ n2,m) = f(n1,m)+ f(ne, m) para todo ny,ne € N, m € M.
(ii) f(n,mq +mo = f(n,m1) + f(n,my para todo n € N, my,my € M.
(iii) f(nr,m) = f(n,rm) para todon € N, r € R, m € M.

1.2 DEF Sea R un anillo unitario, M un R-médulo por la izquierda, N un
R-médulo por la derecha. Se dice que (N ® M,®) es el producto tensorial de N
y M si:

(i) N ® M es un grupo abeliano.

(iil) ® : N X N - M ® M es un producto balanceado de N x M en el grupo
abeliano N @ M.

(iii) Si P es un grupo abelianoy f: N x M — P es un producto balanceado, existe
un tnico morfismo de grupos abelianos g: N ® M — P tal que go® = f, es
decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

@
NxM N@M

No hay que ser crédulo y, valga la redundancia, creer que todo lo que se
define existe. Veamos que dado un anillo conmutativo R, M un R-mdédulo por la
izquierda y N un R-mdédulo por la derecha, existe, salvo isomorfismo, el producto
tensorial de N y M.
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* Demostremos en primer lugar la unicidad (en este caso, no nos va a dar
una idea de como tiene que ser la existencia). Supongamos que P es un grupo
abelianoy f: N x M — P es un producto balanceado que verifica la propiedad
de ser producto tensorial. Podemos entonces construirnos el siguiente diagrama:

P NS M
L h
U:' L4 f
MNxM L N M Id P N x M
h g
f ®
P N®M

en donde g existe, aplicando que P verifica la propiedad de producto tensorial y h
existe aplicado que N ® N verifica la propiedad de producto tensorial. Es mas, si
miramos el lado izquierdo del diagrama, hogo f = ho® = f por lo que, como P
verifica la propiedad del producto tensorial ho g = Id y mirando la parte derecha,
goho® =gof=® ycomo N ® N verifica la propiedad, g o h = Id. Por tanto
g v h son isomorfismos, o lo que es lo mismo P es isomorfo a N ® M como grupo
abeliano.

* Construyamos un grupo abeliano que tenga la propiedad que caracteriza
al tensorial. Sea N x M considerado como conjunto y Z(N x M) el Z médulo
libre generado por este conjunto (recordamos que todo grupo abeliano puede verse
como un Z moédulo y que todo Z modulo es en particular un grupo abeliano).
Recordamos que

Z(N x M) = { Z An,m)(n,m) | en donde casi todo A¢, ) = 0}
(n,m)eENXM

Consideremos Z, el submédulo de Z(N x M) generado por los elementos:
(n1 4+ na,m) — (n1,m) — (ng,m) Vny,nyg € NymeM

Z:=<< (n,my+mz)— (n,m1) — (n,m2) ¥Yne&NmymgeM >
(nr,m) — (n,rm) VneNmeM,reR

y sea N @ M :=Z(N x M)/Z, es decir, el médulo cociente de Z(N x M) sobre
Z. Veamos que este grupo abeliano verifica la propiedad:



Algebra Homolégica (2005-2006) 3

Sea P un grupo abelianoy f : N xM — P un producto balanceado. Entonces,
si consideramos en conjunto {f(n,m)} . m)enxnm, por la propiedad fundamental
de los médulos libres, existe un homomorfismo de Z médulo g : Z(N x M) — P,
tal que (n,m)g = f(n,m). Veamos ahora que cualquier generador del submédulo
Z estd contenido en el Ker(g):

* ((n1 +n2,m) — (n1,m) — (n2,m))g = (n1 + n2,m)g — (n1,m)g — (n2,m)g
= f(n1 +ng,m) — f(n1,m) — f(nz,m) =0

* ((n,m1 +ma) — (n,my) — (n,m2))g = (n,m1 +ma)g — (n,m1)g — (n,mz2)g
= f(n,m1+ma) — f(n,m1) — f(n,ma) =0

* ((nr,m) — (n,rm))g = (nr,m)g — (n,rm)g = f(nr,m) — f(n,rm) =0

Por tanto, Z C Kerg y aplicando la propiedad fundamental de los médulos co-
cientes existe una unico homomorfismo de Z médulos g : N ® N — P tal que
go®=f.

La informacién anterior queda resumida en el siguiente diagrama conmutativo,
en donde claramente ® = 7 o i:

NxM '

Z{N x W) T N®M

Luego hemos encontrado una aplicacion, g que hace conmutativo el diagrama.
No obstante si existiera una nueva aplicacién ¢’ que hiciera conmutativo el dia-
grama, por la propiedad fundamental de los médulos libres encontrariamos una
aplicacién g” : Z(N x M) — P tal que hace conmutativo el siguiente diagrama:

@ NS M NxM—

NxM

Z(NJfM) T, N®M

P

/

por tanto, " =gy g =g. m
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1.3 TEOREMA Sean R,S,T tres anillos unitarios, N un (S, R) bimédulo y
M un (R, T) bimédulo. Entonces podemos dotar a N ® M de estructura de (S, 7))
bimdédulo en donde las operaciones externas son:

s(n®@m):=sn®m paratodose SneNmeM
(n®@m)t:=n®mt paratodone€ Nme M,teT

Nota: Si por un casual, M fuera sélo un R moédulo por la izquierda, siempre
lo podré considerar un (R,Z) bimédulo y obtendré que N ® M es un S mdédulo
por la izquierda. Respectivamente, si N es s6lo un R moédulo por la derecha, lo
considero un (Z, R) bimédulo y N ® M sera un T" médulo por la derecha.

En lo que sigue, hablaremos de bimoédulos, considerando que un R modulo
por la izquierda es siempre es un (R, Z bimédulo y un R médulo por la derecha es
siempre un (Z, R) bimédulo.

1.4 TEOREMA Sean R, S,T anillos unitarios, M y M’ dos (R,T) bimédulos,
N y N’ dos (S,R) bimédulos y f: M — M', g: N — N’ dos homomorfismos de
bimédulos. Entonces existe un inico homomorfismo de (.5,7") bimédulos

gRf  NOM — N @M talque ¢g® f(n®@m)=g(n)® (m)f.

Ademas, si N, N' y N” son tres (S, R) bimédulos, M, M’y M" son tres (R, T)
bimédulos fi1, fo € Homg(M, M') y 91,92 € Homgr(N,N’") y ¢’ € Homg(M', M"),
g € Hompg(M', M"). Entonces:

1) 1 +322®fi=0®fi+9® fi.
(i) p@fitfo=0®fi+tnofa
(iii) (¢ @ f)o(g1® f1) =9 0g1 ® f1 o f" (se compone de forma normal, al ser el
tensorial grupos abelianos).
(iv) d®Id =1d
(v) Si fi1 y g1 son isomorfismos, entonces g; ® f1 es un isomorfismo, con inversa

g @ fit
(vi) Si f1 y g1 son epimorfismos, entonces g1 ® f1 es un epimorfismo. m

Nota I: la inyectividad no se me ha olvidado. Si f y ¢g son inyectivas, g ® f

no tiene porque serlo. f :7Z — Z definido por ((z)f = 2z y Id : Zy — Zs verifican
que ambas son inyectivas y Id® [ : Zo ® Z — 7o ® 7 es la aplicacién nula.



Algebra Homolégica (2005-2006) 5

Como propiedad independiente, dada su importancia tenemos:

1.5 TEOREMA Sean R, S, T anillos unitarios, N, M y P tres (R, S) bimédulos
y Q un (T, R) bimédulos. Supongamos que tenemos f: N — M, g: M — P dos
homomorfismos de (R,S) bimédulos tales que

0— N-Lmv-%p_—0

es una sucesion exacta corta. Entonces la sucesién

Qe Noe M0 P —0

es exacta. Es mas, si () es un R mddulo libre la sucesion

0—QeNoe M 0epr —o0

es exacta corta. m
1.6 TEOREMA Sean R, S anillos unitarios, N, M y P tres (S, R) bimédulos

y Q un (R,T) bimédulos. Supongamos que tenemos f: N — M, g: M — P dos
homomorfismos de (S, R) bimddulos tales que
0— N-LM-Lp—0
es una sucesion exacta corta. Entonces la sucesién
N v e pPo g — 0

es exacta. Es mas, si () es un R mddulo libre la sucesion es

0—-NoO Ve reg—o

exacta corta . m

1.7 TEOREMA Sea R un anillo unitario y M un R médulo por la izquierda
(Resp. por la derecha). Entonces M = R® M (Resp. M = M ® R).

1.8 TEOREMA Sean R,S,T anillos unitarios, {M;};c; una familia de (R, T)
bimédulos (Resp. (S, R) bimddulos) y N un (S,R) bimédulo (Resp. (R,T)
bimédulo). Entonces N ® (®ierM;) = Bier(N @ M;) como (S,T) bimbdulos
(Resp. (@ierM;) @ N = @1 (M; ® N) como (S,T) bimddulos).

1.9 TEOREMA Sean Ry, Ra, Rs, R4 cuatro anillos unitarios, N un (R;, R2)
bimédulo, M un (Rs, R3) bimédulo y 7' un (R3, R4) bimédulo. Entonces
(N ®R1 M) ®Rz T= N®R1 (M ®Rz T)

como (Ry, R4) bimédulo.
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2. HOMOMORFISMOS DE MODULOS

En la seccién anterior hemos construido un grupo abeliano a partir de un
R médulo por la izquierda y un R médulo por la derecha (al que dotamos de
estructura de bimédulo si partimos de bimédulos). En esta seccién construiremos
un grupo abeliano (un bimédulo) a partir de dos R médulos por la izquierda (por
la derecha).

2.1 TEOREMA: Sean R,S,T anillos unitarios, M un (R, S) bimédulo y N
un (R, T') bimédulo. Entonces Hompg(M, N), el conjunto de los R médulos por la
izquierda, tiene estructura de (S,7") bimédulo si definimos las operaciones por:

*Operacion interna: (m)f+g:=(m)f+(m)g
*x1%: Operacién externa: (m)(sf) := (ms)f
*x2%: Operacién externa: (m)(ft) .= (m)ft

2.2 TEOREMA: Sean R,S,T anillos unitarios, M, M’ dos (R, S) bimédulos
y N dos (R,T) bimédulos. Entonces asociado a cada par de homomorfismos de
bimoédulos:
f:M — M (homomorfismo de (R, .S) bimédulos) y
g:N— N’ (homomorfismo de (R, T) bimddulos)

existe un homomorfismo de (5,7") bimédulo definido por

Hompg(f,g9): Hompg(M,N) — Hompg(M',/N)
h — fohog
Es mas,esta asociacién se comporta bastante bien con todo:

Si f1, fa : M’ — M son homomorfismos de (R, S) bimédulosy g1,g2 : N — N’
homomorfismo de (R,T) bimddulos, entonces:

*x Hompg(f1 + f2,9) = Homg(f1,g) + Homg(f2, g)
* Hompg(f,g1 + g2) = Hompg(f, g1) + Homg(f, g2)
« Homp(1d, 1d) = Id

Sif': M" — M’ es un homomorfismo de (R,S) biméduloy ¢’ : N — N’ es
un homomorfismo de (R,T") bimddulo, entonces:

x Hompg(f,g) c Homg(f',g") = Homg(f'f,99")
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Por tanto,
* si f y g son isomorfismos, Hompg(f, g) es un isomorfismo.

* Si f es sobreyectiva y g inyectiva, Hompg/(f, g) es inyectiva.

2.3 TEOREMA Sea R un anillo unitario y
0—NLm2p 0

es una sucesion exacta corta de R médulos por la izquierda. Entonces para todo
R modulo por la izquierda @, las sucesiones

0 — Homg (P, Q)" "' Hom» (11, )™Y'V Homr (N, Q)

0 — Homg(Q, N)™ ™5 Homp (Q, M) ™™ 25" Homp(Q, P)

son exactas. Es mds, en la construccion anterior, si () es un R-moédulo libre, las
sucesiones anteriores son exactas.

2.4 TEOREMA Sea, Ry, Ro, R3, Ry cuatro anillos unitarios, M un (Ry, Rs)
bimédulo, N un (Rz, R3) bimédulo y P un (R, R3) bimédulo. Entonces

Hompg, (M ® N, P) = hompg, (M, Hompg, (N, P)).



