Capitulo I: MODULOS.
* ;donde aparece el dlgebra homoldgica? [5]

* Vamos a seguir [3], aunque con definiciones de Jacobson [2].

1. NOCIONES PREVIAS

“wo» a la

1.1 DEF: Sea R un conjunto no vacio con dos operaciones “+” y
primera operaciéon se la suele denominar suma y a la segunda producto. Diremos

que (R,+, ) es un anillo si:
— (R, +) es un grupo abeliano.
— La segunda operacion es asociativa.

— Se verifican las propiedades distributivas: para todo x,y,z € R

(x+y)z=xz+yz 2(x +y) = zx + 2y.

* Diremos que un anillo (R,+, ) es unitario si la segunda operacién posee
elemento unidad. A la unidad se la denotara normalmente por 1.

* Diremos que un anillo (R,+, ) es conmutativo si la segunda operacién es
conmutativa.

* Diremos que un elemento no nulo z € R es un divisor absoluto de cero por
la izquierda (por la derecha) si existe 0 # y € R tal que zy = 0 ( yx = 0). Diremos
que 0 # x € R es un divisor absoluto de cero si es divisor absoluto de cero por
la izquierda o por la derecha. Diremos que un anillo (R,+, ) es un dominio de
integridad si es un anillo conmutativo, unitario sin divisores de cero.

* Diremos que un anillo (R, +, ) es de divisién si todo elemento no nulo de
R tiene inverso.

* Diremos que un anillo (R,+, ) es un cuerpo si es un anillo de divisién
conmutativo.

Nota: Al neutro de la suma se le denotara por 0. Al neutro del producto se
le denota por 1. La unidad, caso de existir es Unica y si a € R es un elemento
inversible, el inverso de a es tnico (al que denotaremos por a~1).
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1.2 PROPOSICION Sea R un anillo. Entonces Z x R con suma y producto:

Ar)+ (s r") s = At pr +77)
A7) (") = A, X' + pr + ')

Tiene estructura de anillo unitario. Es mas. la aplicacién ¢ : R — Z x R dada
por ¥(r) = (0,r) es un monomorfismo de anillos.

1.3 DEF: Sea R un anillo. Se define la unitizaciéon de R, y se representa por
R! como R, si éste ya es un anillo unitario o Z x R caso de que R no sea unitario.
1.4 EJEMPLOS:

I-. Z,Q,R o C son anillos unitarios. 2Z := {2z | x € Z} es un anillo no
unitario.

II-. Los anillos médulo n. Sea n un nimero natural y consideremos Z,, :=
{0,1,2,...,n—1}. Observar que Z,, tiene n elementos. Dados a,b € Z,, definimos:

— La suma de a y b como el resto de dividir a + b por n.
— El producto de a y b como el resto de dividir ab por n.

Entonces (Z,,, +, ) tiene estructura de anillo conmutativo y unitario. Es mas,
si m = p es un numero primo, (Z,,+, ) es un cuerpo (con p elementos).

Nota: Caso de que nuestro anillo R tenga caracteristica n, podemos hacer la
construccién anterior sobre Z, x R, lo que nos dara una envolvente unitaria de R
conservando la caracteristica.

2. CONSTRUCCION DE NUEVOS ANILLOS.

2.1 PROPOSICION Sea I un conjunto de indices y R;, i € I una familia de
anillos. Entonces II;c; R; con su estructura habitual de grupo abeliano:

Hie[Ri = {(’I‘i)iej con r; € Ri, 1€ I}

* Con suma: (r;)ier + (7})ier = (i +75)ier
* y producto dado por componentes, (7;)icr.(7})icr = (5.7} )ier

tiene estructura de anillo, llamado el producto directo de los R;.
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2.2 PROPOSICION Sea I un conjunto de indices y R;, i € I una familia de

anillos. Entonces €,_; R;, con su estructura habitual de grupo abeliano:

iel
@Ri ={(r;)icsr € WerR; | r; =0 para casi todo i}
i€l

* Con suma: (r;)ier + (7})ier = (ri +75)ier

* y producto dado por componentes, (r;)icr.(7})icr = (rir})icr

tiene estructura de anillo, llamado la suma directa externa de los R;.

2.3 PROPOSICION Sea R un anillo y n € N. Entonces M,,(R) con su suma
y producto habitual tiene estructura de anillo. Es mas,

— M, (R) es conmutativo si y s6lo si R es conmutativo y n = 1.
— M, (R) es un anillo de divisién si y s6lo si R es un anillo de divisién y n = 1.
— M, (R) es un cuerpo si y sélo si R es un cuerpo y n = 1.

2.4 DEF: Sea R un anillo. Se define el anillo de las series formales sobre R
y se representa por R[[X]] como:

R[[X]]:={f:N— R | con 0 €N} con operaciones:

(M)(f+g):=(n)f+(n)g

n

(n)(f9):=> (k)f (n—k)g

k=0

Nota: Un elemento f de R[[X]] se denotan por p(X) =Y >~ 7, X™ en donde
T, es (n)f y la suma y el producto son los usuales.

2.5 DEF: Sea R un anillo. Se define el anillo de polinomios sobre R y se
representa por R[X]| como:

R X]:={f:N— R | (n)f =0 para casi todo n, con 0 € N}

()(f+g):=(n)f+(n)g

n

(n)(f.9): = _(k)f (n—k)g

k=0
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Nota: Un elemento f de R[X] se denotan por p(X) = >_" ;X" en donde
r; es (1)f y la suma y el producto son los usuales.

2.6 DEer: Dado un anillo R, se define el opuesto de R y se representa por
R°P como un nuevo anillo en donde el grupo abeliano vuelve a ser (R,+) y el
producto se define por

T.Y 1= Y.

3. LA NOCION DE MODULO.

3.1 DEF: Sea R un anillo y M un conjunto no vacio con dos operaciones,
una interna + : M x M — M y otra externa R x M — M. Se dird que (M, +, )
tiene estructura de R—modulo por la izquierda si verifica:

* La operacion interna (también llamada suma) tiene estructura de grupo abeliano,
es decir,

(1.1) Propiedad asociativa: (m+n)+u=m+ (n+u) Y m,n,ue€ M.

(1.2) Existencia de elemento neutro: 30 € M tal que V. m € M, 0+ m =
m+0=m.

(1.3) Existencia de elemento opuesto: V. m € M, 3 —m € M tal que (—m) +
m=m+ (—m) =0.

(1.4) Propiedad conmutativa: m+n=n+m Vm,nec M.
* La operacién externa verifica,
(2.1) z(m+n)=am+azn Vm,ne M, x € R.
(22) (x+ym=am+ym VmeV, z,ye€R.
(2.3) Ilm=m YwveM.
(2.4) x(ym) = (xy)m VY m e M, z,y € R.
3.2 DEF: Sea R un anillo y M un conjunto no vacio con dos operaciones,

una interna + : M x M — M y otra externa M x R — M. Se dird que (M,+, )
tiene estructura de R—modulo por la derecha si verifica:

* La operacién interna tiene estructura de grupo abeliano,
* La operacién externa verifica,

(2.1) (m+n)xr=max+nxr VYm,neM, x€R.
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(22) m(x+y)=mx+my YmeV, x,y€R.
(2.3) ml=m YwveM.
(2.4) (mx)y =m(zy) YmeM, x,y € R.

3.3 EJEMPLOS 1.- Es claro que todo espacio vectorial por la izquierda ( por
la derecha) es un médulo por la izquierda (por la derecha).

2.- Sea GG un grupo abeliano. Si definimos en G la operacién externa Z x G —
G definida por

g+g+...+g sin>0
ng=4¢ 0 sin=20
—g—qg—...—g sin<0

tenemos que G es un Z-modulo.

Nota: Aunque todo espacio vectorial tenga estructura de moédulo, no pode-
mos esperar que estos ultimos tengan propiedades parecidas a los espacios vecto-
riales. Por ejemplo, no todo moédulo posee base.

3.4 PROPOSICION Si M es un R-mdédulo por la izquierda y definimos la
operacién externa M x R°? — M definida por m.x := xm. Tenemos entonces
que M tiene estructura de R°P-moédulo por la derecha. De forma simétrica todo
R-médulo por la derecha tiene estructura de R°’—moddulo por la izquierda.

Nota: Si R es un anillo conmutativo (R = R°P), todo R-modulo por la
izquierda (por la derecha) tiene estructura natural de R-modulo por la derecha
(por la izquierda).

3.5 DEF: Sean Ry S dos anillos. Diremos que M es un R, S-bimoédulo si M
tiene estructura de R-moédulo por la izquierda, M tiene estructura de S-moédulo
por la derecha y se verifica la propiedad

(3.1) (rm)s =r(ms) paratodor e R, me My se€S.

Nota: Si M es un R-moédulo por la izquierda y S es el centro de R, M tiene
estructura de R, S-bimoédulo. Cuando estudiemos los homomorfismos de médulos
veremos que hay otra estructura natural de bimdédulo asociada a un modulo.

4. HOMOMORFISMOS DE MODULOS

4.1 DEF: Sean M y N dos R-médulos y sea f: M — N una aplicacién. Se
dice que f es un homomorfismo de médulos si verifica:
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(i) (my1 4+ meo)f = (m1)f + (me)f para todo my,mg € M.
(ii) (zm)f =x(m)f paratodox € Ry m € M.

Nota: Los homomorfismos de R-médulos por la izquierda (por la derecha)
los escribiremos por la derecha (por la izquierda).

4.2 DEF: Sean M y N dos R-médulos y f: M — N un homomorfismo de
R-médulos. Entonces:

* Si f es inyectivo se dice que f es un monomorfismo de R-moédulos.

>*

Si f es sobreyectiva se dice que f es un epimorfismo dde R-moddulos.

%

Si f es biyectiva se dice que f es un isomorfismo de R-mdédulos.

* A un homomorfismo de R-médulos g : M — M se le denomina un endomor-
fismo (es decir, si tiene el mismo dominio que co-dominio).

* Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.

4.3 Diremos que dos R-médulos M y N son isomorfos si existe un isomor-
fismo de R-moédulos f: M — N.

Denotaremos por Hompg(M, N) al conjunto de todos los homomorfismos de
R-médulos de M en N y por Endr(M) al conjunto de todos los endomorfismos
de M como R-moédulo.

* Podemos definir una suma en Homp(M, N) que dota a este conjunto de
estructura de grupo abeliano: Si f,g € Homgr(M, N) definimos

(m)(f +9) = (m)f + (m)g.

* Podemos definir un producto en Endg(M), la composicién, que dota a los
endomorfismos de estructura de anillo unitario.

Nota 1: Homp(M, N) no tiene que tener estructura de R-mdédulo.

Nota 2: Si M es un R-mddulo por la izquierda, M tiene estructura natural
de Endgr(M)-médulo por la derecha definiendo el producto mf := (m)f. Es més,
con estas estructuras M es un R, Endg(M)-bimédulo.

5. SUBMODULOS

Nota: Asociada a cada una de las estructuras que vamos a ir introduciendo
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aparecerd un cierto homomorfismo de mdédulos asociado (o una cierta propiedad
fundamental)

5.1 DEF: Sea R un anillo unitario y M un R-moédulo por la izquierda. Se
dice que N C M es un R-subméddulo de M, y se representa por N < M, si tanto la
suma como la multiplicacién de M son cerradas en N y (IV,+, ) tiene estructura
de R-médulo.

Nota: que las operaciones sean cerradas en N significa:

ni+ne € N Vng,ng €N.
xneN VzxzeRneN.

5.2 PROPOSICION Sea R un anillo unitario y M un R-mdédulo por la
izquierda. Entonces un subconjunto N de M es un R-submédulo si y sélo si
las operaciones son cerradas en V.

5.3 LEMA Sean M y N dos R-médulos 'y f: M — N un homomorfismo de
R-médulos. Entonces

Im(f) :={(m)f meM}<N
Ker(f):={meM (m)f=0}<M

5.4 LEMA Sea N un submédulo de un R-médulo M. Entonces la aplicacién
inclusion de N en M es un monomorfismo de moédulos, llamado el monomorfismo
inclusién. Es maés, si f : N — M es un monomorfismo de médulos, N = Im(f) es
un submédulo de M.

Nota: Todo submoédulo queda determinado a partir de un monomorfismo de
modulos y viceversa.

6. MODULO COCIENTE

La estructura cociente va a relacionar las relaciones de equivalencia con la
estructura de moédulo. Asi, si R es un anillo unitario y M es un R-médulo por
la izquierda, vamos a ver que relaciones de equivalencia en M son compatibles
con la suma y el producto por escalares de M (es decir con la estructura de R-
moédulo). Es decir, si 2 es una relacién de equivalencia en M, denotamos la clase
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de equivalencia de un m € M como m, jcuando m +m' :=m+m/ y xm :=Tm
estan bien definidas y dan estructura de médulo al conjunto cociente M/ = 7

Es facil ver que 0 es un submédulo de M y que la relacién de equivalencia es
exactamente m = m/ si y sélo si m —m’ € 0. Por lo que todas estas relaciones
de equivalencia quedan determinadas por submoddulos de M. Es mas, se verifica
el reciproco:

6.1 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, M un R-médulo por la izquierda
y N un submodulo de M. Entonces:

(i) La relacién m = m’ si y sélo si m —m’ € N es una relacién de equivalencia
en M.

(ii) En el conjunto cociente M/ =2, las operaciones:
m+m =m+m/
rm:=Tm
definen una estructura de R-mdédulo.

6.2 DEF. El mddulo definido anteriormente se denomina el médulo cociente
de M sobre N y se representa por M/N.

6.3 DEF: Sea R un anillo unitario, M un R-mdédulo por la izquierda y N un
submédulo suyo. Entonces la aplicacién © : M — M /N definida por (m)m := m
es un epimorfismo de maédulos.

6.4 TEOREMA Sea R un anillo unitario, M un R-médulo por la izquierda
y N un submédulo suyo. Entonces, para cada modulo M’ y cada morfismo de
moédulo f : M — M’ tal que (N)f =0 (N C Ker(f)) existe un homomorfismo
de médulos f : M/N — M’ tal que 7f = f. Es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo.

g

6.5 DEF: Sea R un anillo unitario, M, M’ dos R-médulos y f: M — M’
un homomorfismo de R-moédulos. Se define la coimagen de f y se representa
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por Colm(f) := M/Ker(f), se define el conicleo de f y se representa por
CoKer(f):= M'/Im(f).

6.6 TEOREMA Sea R un anillo unitario, M, M’ dos R-médulosy f: M — M’
un homomorfismo de R-médulos. Entonces:
(i) f es inyectivo si y sélo si Ker(f) = 0.
(ii) f es sobreyectivo si y sélo si CoKer(f) = 0.
6.7 TEOREMA(1° TEOREMA DE ISOMORF{A) Sea R un anillo unitario,

M, M’ dos R-médulos y f: M — M’ un homomorfismo de R-mdédulos. Entonces
CoIm(f) = Im(f).

7. PRODUCTO DIRECTO DE MODULOS

7.1 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, I un conjunto de indices y M;,
1 € I una familia de R-mdédulos. Entonces

e M; :={(m;);e;r con m; € M;, i€l}

* Con suma: (m;)ier + (m;)ier = (M; +mj)ier
x y producto dado por componentes, r(m;);c; = (rm;)icr

tiene estructura de R-méddulo, llamado el producto directo de los M;.

7.2 DEF: Sean M;, i € I una familia de R-médulos y sea M = Il;c; M; el
producto directo de los M;. Se define la proyeccién “canénica” de M en M,
con k € I, como:

Tk - M — Mk
(Mi)ier = my.

Es facil ver que para cada k € I, 7, es un epimorfismo de R-moddulo.

7.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL PRODUCTO DIRECTO DE MODULOS.
Sean M;, i € I una familia de R-mddulos y sea M = Il;c;M; el producto directo
de los M;. Entonces para cada R-médulo M’ y cada familia de homomorfismos de
moédulos f; : M’ — M; existe un tinico homomorfismo de médulos f : M/ — M
tal que para cada k € [ el siguiente diagrama es conmutativo:
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"

Es més, Si M es un R-médulo y p; : M — M; son una familia de epimorfismos
de anillos tales que para cada anillo M’ y cada familia de homomorfismos de anillos
fi : M — M; existe un tnico homomorfismo de anillos f : M’ — M tal que para
cada k € I el diagrama anterior es conmutativo, entonces M es isomorfo a ILer M;.

8. SUMA DIRECTA DE MODULOS

8.1 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, I un conjunto de indices y M;,
1 € I una familia de R-mddulos. Entonces

@Mi = {(m;)ics € WjerM; | m; =0 para casi todo i}
icl

* Con suma: (m;)ier + (m})ier = (Mmi +m})ier
* y producto dado por componentes, 7(m;)cr = (rm;)icr
tiene estructura de R-modulo, llamado la suma directa externa de los M;.

Nota: Si #I < oo se tiene que la suma directa y el producto directo son
isomorfos.

8.2 DEF: Sean {M;};cr una familia de R-mddulos y sea P, ; M; la suma
directa de éstos. Entonces para cada k € I se define la inclusion canodnica de
My en ,.; M; y se representa por

pr : My — @Mi
iel

como pi(my) = (;)ier en donde z; = 0 si i # k y xx = my. Es decir, el vector
de II;c; M; que tiene todas las coordenadas cero, salvo la k que vale my. Es claro
que pi es un monomorfismo de anillos.

8.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA SUMA DIRECTA DE R-MODULOS.

Sean {M,};c; una familia de R-médulos y sea €, ; M; la suma directa de éstos.

iel
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Entonces para cada R-mdédulo M’ y cada familia de homomorfismos de R-mdédulos

fi © M — M’ existe un tnico homomorfismo de R-médulos f : @, M; — M’

tal que para cada k € [ el siguiente diagrama es conmutativo:

Pk
® M, Mg

fk
- MI

Es mas, Si M es un R-médulo y gi: M; — M son una familia de monomorfis-
mos de R-mdédulos tales que para cada R-médulo M’ y cada familia de homomor-
fismos de R-médulos f; : M; — M’ existe un tnico homomorfismo de R-mddulos
f: M — M’ tal que para cada k € [ el diagrama anterior es conmutativo, entonces
M es isomorfo a Dicr M.

Nota: La suma directa de mdédulos es la nocion “dual” del producto directo
de moédulos.

9. OPERACIONES CON SUBMODULOS

En esta seccién va a quedar patente la gran diferencia entre los espacios vecto-
riales y los médulos. Aqui estudiaremos dependencia e independencia, bases (caso
de que existan) y submdédulos generados.

9.1 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, M un R-mddulo por la izquierda
y {N;}ier una familia de R-submdédulos de M. Entonces:

(i) Existe el mayor submédulo de M contenido en todos los INV;, es mas, este
submddulo es (1, N;.

(ii) Existe el menor submédulo de M que contiene a todos los N;, es mds, este
submodulo es

Z N; = {Z n; conn; € N; casitodos nulos}.

icl icl

9.2 DEer: Al submédulo dado en (ii) se le denomina la suma (interna) de
los submédulos {V;} y se le representa por ) . N;. Si para k € I se verifica que
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N N3z Ni = {0}, diremos que la suma de los N; es directa. En este caso, la
suma interna de los IV; es isomorfa a la suma directa externa de los médulos {N;}.

Nota: La unién de submoédulos no tiene que ser un submaodulo.

9.3 DEF: Sea R un anillo unitario y M un R-médulo por la izquierda
sobre R. Diremos que un submoédulo N de M es un sumando directo de M si
M = N @& N’ para N’ un submédulo de M.

9.4 DEF: Sea R un anillo unitario y sean M, M’ dos R-médulos por la
izquierda sobre R. Un monomorfismo de médulos f : M — M’ se dird que es
directo si Im(f) es sumando directo de M’. Un epimorfismo f : M — M’ se dird
que es directo si Ker(f) es un sumando directo de M.

9.5 DEF: Sea R un anillo unitario, M un R-moédulo por la izquierda y
X C M. Se define una combinacion lineal de elementos de X como cualquier
elemento m € M tal que existan r;, € Ry z; € X con m = Z:.L:l X5,

Nota: En algunos casos entenderemos por combinacion lineal, no al elemento
m en si, sino a la expresién formal > | r;x;.

9.6 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, M un R-médulo por la izquierda
y U C M. Entonces existe el menor submoédulo de M que contiene a U. A este
submodulo se le denomina el submoédulo generado por U y se le representa por
< U >. Es mas,
<U>:{Z TiUjg qu'EU,xZ'ER}

finitas

Es decir, < U > es el subconjunto de todas las combinaciones lineales de elementos
de U.

9.7 DEF: Sea R un anillo unitario y M un R-médulo por la izquierda.
Diremos que un subconjunto U de M es un sistema de generadores de M si el
submodulo generado por U es M, es decir, < U >= M. Es claro que M siempre
es un sistema de generadores de M. Diremos que M es finitamente generado si
posee un sistema de generadores finito.

9.8 DEF: Sea R un anillo unitario y M un R-médulo por la izquierda.
Diremos que un subconjunto U de M es un conjunto independiente si toda combi-
nacién lineal de elementos de U igual a cero forzosamente tiene todos sus escalares
cero.
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Nota: En espacios vectoriales todo vector no nulo forma un conjunto de
vectores independientes. En el caso de moédulos este resultado no es cierto. Es
mas, en Z, como Z-mdédulo no hay conjuntos de vectores independientes.

9.9 DEF: Sea R un anillo unitario y M un R-mddulo por la izquierda de
R. Diremos que B C M es una base de M si es un conjunto independiente y un
sistema de generadores de M.

Nota: No todo R-médulo posee base. Por ejemplo Z, como Z-médulo no
posee base.

9.10 DEeF: Sea R un anillo unitario y M un R-médulo por la izquierda de
R. Diremos que M es libre, si posee una base.
Nota: en el caso de espacios vectoriales, el cardinal de una base es un invari-

ante, llamado la dimension, en moédulos esto no sucede.

9.11 PROPOSICION Sea R un anillo unitario, M un R-mdédulo por la izquierda
y {m;}icr un subconjunto de M. Entonces la aplicacién

finita finita
f:®ierR— M, definido por ( Z x)f = Z Tim;
i€l i€l

es un homomorfismo de R-médulos. Es mas,

(i) f es un monomorfismo si y sélo si {m;};cr es una familia de vectores inde-
pendientes.

(ii) f es sobreyectiva si y sélo si esta familia es un sistema de generadores de M.

9.12 COROLARIO Sea R un anillo unitario y M un R-mdédulo por la izquierda
libre. Entonces, si B = {b; };cs es una base para M, M = m;cR; con R; = R para
todo 1.

9.13 TEOREMA Sea M un R mdédulo libre con base {b;};c;. Entonces para

cada R-médulo N y cada subconjunto {n;};c; existe un tnico homomorfismo de
R-médulos f: M — N tal que (b;)f = n,.

9.14 COROLARIO I Sea R un anillo unitario. Entonces todo R-modulo por la
izquierda es cociente de un R-médulo libre. Es mas, si M es finitamente generado,
M es cociente de un médulo libre con base finita.
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9.15 COROLARIO II Sea R un anillo unitario y M un R-médulo por la
izquierda Libre. Entonces, para cada par de R-médulos N, N’ y homomorfismos de
R-médulos f: M — Ny g: N — N con g sobreyectivo, existe un homomorfismo
de R-médulos (no necesariamente tnico) h : M — N’ que hace conmutativo el
diagrama, hg = f.

10. SUCESIONES DE MODULOS

10.1 DEF: Sea R un anillo unitario. Se define una sucesién de R mddulos
como una familia {M;},cz de R mddulos junto con una familia f; : M; — M;
de homomorfismos de R-moddulos tales que para cada ¢ € Z, f;fi+1 = 0. Es decir,

fi—2 fi—l

R § ¢—1—>M¢i> Hl@...
en donde Im(f;) C Ker(f;+1). En caso de que Im(f;) = Ker(f;41), diremos que la
sucesion {M;};cz es exacta. Una sucesion exacta de la forma

0— N mw-2%p_—0

se dirda exacta corta. Diremos que una sucesién exacta corta de R modulos es
escindida si Ker(g) = Im(f) es un sumando directo de M.

Nota: Sea M es un R-médulo y N es un submédulo suyo, la sucesion
0— NLMLM/N—0
es exacta corta. Si M y M’ son dos R-médulos, la sucesion
0— M-LMeM-LMm —0

en donde f(m) = (m,0) y g(m + m’) = m’ es una sucesién exacta corta es-
cindida.

10.2 PROPOSICION Sea R un anillo unitarioy 0 — NLvtp 0 una
sucesién exacta corta de R modulos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe un homomorfismo de R-médulos ¢’ : P — M tal que ¢'g = Idp.

(ii) La sucesién es escindida.
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(ii) Existe un homomorfismo de R-médulos f’': M — N tal que ff' = Idy.
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