Capitulo 3

Anillos

Objetivos del capitulo

Se recuerda el concepto abstracto de relacién binaria. Se estudian las propiedades asociadas a una
relacién binaria. Se pretende que propiedades que han sido estudiadas en diferentes momentos se
asimilen como un mismo concepto, por ejemplo unicidad del inverso en aplicaciones biyectivas o
en Z,.

Se introduce la nocién abstracta de Anillo y sus propiedades (anillo conmutativo, unitario). Se
estudian los elementos inversibles de un anillo introduciendo la nocién de anillos de division y
cuerpo.

Se empiezan a estudiar métodos para encontrar Anillos nuevos a partir de anillos dados: se estudian
subanillos. La suma y el producto directo de anillos, Los anillos de matrices, de polinomios y de
series formales. Se estudian el anillos de endomorfismos de un grupo abeliano.

Se estudian las aplicaciones naturales entre anillos, los homomorfismos de anillos y sus propiedades.

Se estudia la unitizacion y la caracteristica de un anillo.

1.

Operacion binaria, semigrupo, monoide.

Definicién 1 Sea X un conjunto no vacio. Se define una operacién binaria en X como
una aplicacién * : X x X — X. Normalmente, un conjunto con una operacién binaria se
denotara por (X, *).

Nota: Genéricamente dados a,b € X denotaremos al producto de a con b como a*by se
leera a operado con b. En casos concretos nos van a aparecer dos notaciones distinta de
producto (de hecho, ya estamos acostumbrados a ellas):

e La notacién multiplicativa, a % b, a - b o simplemente ab (la operacién simplemente

se denota por yuxtaposicién)

e La notacién aditiva, a + b (la operacién se denota por “+7).
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50 3.1 Operacién binaria, semigrupo, monoide.

Ejemplos A

* La suma o el producto en N, Z, Z,, Q o R.

* La resta en Z, Q o R (la resta no es operacién en N).

* La divisiéon no es operaciéon binaria en ninguno de estos conjuntos.

* La divisién es una operacién binaria en Q — {0} o R — {0}.

* El maximo comtn divisor y el minimo comin miltiplo son operaciones binarias en Z.
* La unién, la interseccién, la diferencia o la diferencia simétrica son operaciones binarias.
* La composicién de aplicaciones es una operacién binaria en A :={f | f: X — X}.

* Dado un conjunto no vacio X, las siguientes son operaciones binarias en X: dado ¢ € X,
para todo a,b € X definimos,

axb= a
axb= b
axb= c¢

Definicién 2 Sea X un conjunto no vacio y * una operacion en X. Se dice que *

e cs asociativa si Va,b,c € X, ax(bxc)=(axb)x*c.

e es conmutativasi Va,be X, axb=bxa.

e Posee elemento neutro por la derecha si existe e € X tal que Va € X, axe =a.
e Posee elemento neutro por la izquierda si existe e € X tal que Va € X, exa = a.

e Posee elemento neutro si existe elemento neutro por la izquierda y por la derecha.

Lema 3 Si e es neutro por la izquierda y €' es neutro / /
por la derecha, entonces e = ¢’. Por lo que el elemento € T € x € = €.
neutro, caso de existir es unico.

e es neutro por la izquierda

e’ es neutro por la derecha

Corolario 4 Sea X un conjunto no vacio y % una operacion en X. Entonces, si * posee
un elemento neutro éste es unico.

wDemoz Corolario trivial de lo anterior. [ |

Nota: Sea X un conjunto con una operacion que posee elemento neutro. Dependiendo de
que notacion estemos usando para denotar dicha operacién asi denotaremos al elemento
neutro:

e En notaciéon multiplicativa (la operacién se denota por *, - o por yuxtaposicion): al
elemento neutro se le suele denotar por e o a veces por 1.

e En notacién aditiva (la operacién se denota por +): al elemento neutro se le suele
denotar por 0.

Definicién 5 Sea X un conjunto no vacio y * una operacién en X.


Puntos clave

Por reducción al absurdo, supón que hay dos neutros y aplica la demostración anterior
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e Diremos que (X, *) es un semigrupo si * es asociativa.

e Diremos que (X, %) es un monoide si * es asociativa con elemento unidad (normalmente
denotado por e, si la notacién es multiplicativa, a veces, por 1y si es aditiva, por 0).

e Un monoide (X, *) con operacién * conmutativa se dird monoide conmutativo.
Nota: Tal como su nombre indica, en una operacién binaria podemos operar elementos
de dos en dos. Por tanto, en principio, no tiene sentido expresiones tales como a * b * c.

No obstante, si * es asociativa tenemos que (a * b) *x ¢ = a * (b x ¢). El siguiente teorema
demuestra que es innecesario el uso de paréntesis en una operacion asociativa.

Teorema 6 Sea (X, *) un semigrupo. Entonces el producto arbitrario de n elementos de
X es independiente de la disposicion de los paréntesis.

wDemoz Por hipétesis
(axb)*xc=ax(bxc)

por lo que lo podremos denotar por a * b * c.
(((axb)xc)xd)=(axb)*(cxd) = (ax(bx(cxd)))

se denotard por a*b* c*d. Supongamos que en un producto de n — 1 elementos no afecta
la posicion de los paréntesis y consideremos un producto de n términos. Entonces:
4 Los paréntesis del ultimo producto serdn (aj * - - - * ay) * (agy1 % - - - * a,,) para algin
k € {1,...,n— 1}. Por la hipdtesis de induccién los paréntesis interiores a éstos pueden
ordenarse como mejor nos convenga. Por ltimo, al ser la operacion asociativa:
(aq % -+ -k ag) * (apyr * Qg1 * - % ay)) = (a3 %k agy) * (Qppo * -k ay)
((ay %k ag_1) *ag) * (Qgpr % xay) = (ay * - *kag_1) * (g * - *ay)

Por lo que el ultimo producto, y por tanto todos, pueden ser cambiados a nuestro antojo.
Lo que demuestra el teorema. |

Nota: Observar que aqui teniamos que demostrar que una propiedad era cierta para
todo natural mayor que 3 y hemos adaptado el principio de induccién generalizado a este
caso.

Definicién 7 Sea (M, *) un monoide con elemento unidad e. Diremos que un elemento
a € X posee

e Inverso por la izquierda si existe b € X tal que b*xa = e.
e Inverso por la derecha si existe b € X tal que axb=e.

e Inverso si existe b € X tal que axb=e="0bx*a.

Lema 8 Sea (M, *) un monoide con elemento neutro e y sea a € M. Entonces:

(i) Si @ tiene un inverso por la izquierda y un inverso por la derecha, ambos coinciden
y a es inversible.


Puntos clave

Hay que aplicar el principio de inducción generalizado al numeró de elementos que hay en el producto. Para n=3 es la hipótesis, el caso de n elementos sale a partir de los anteriores
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(ii) Sia posee inverso éste es tnico. Por tanto lo denotaremos de forma especial. Asi, el
inverso de un elemento a € M se denotara por:

e ! si estamos en notacién multiplicativa.

e —¢ sl estamos en notacién aditiva.

wDemoz Sea b inverso por la izquierda de a y b’ inversos por la derecha de a. Tenemos
entonces que

V=exb =(bxa)xb =bx(axb)=bxe=0. |

Nota: El inverso de un elemento no tiene porqué existir: por ejemplo en (Zg, -) (Zg con
el producto) 3 no tiene inverso [no hay ningin elemento de Zg que cuando lo multiplico
por 3 me de 1]. En Z con el producto no suele haber inversos (solo el 1 y el —1 tienen
inversos). Por tanto, aunque sea muy grande la tentacién (por ejemplo para resolver un
ejercicio) si @ € G (G un conjunto con una operacién) no puede aparecer de improviso el
elemento a~* a no ser que demostremos que a posee inverso, en particular G tiene que ser
un monoide.

Nota: Ya hemos estudiado muchos elementos inversible en este curso: Los opuestos para la
suma en Z, Q,R 6 Z, verifican esta propiedad. Los inversos en R, Q, Z,, o las aplicaciones
inversibles verifican esta propiedad.

Definicién 9 Sea (M, *) un monoide. Se dice que un elemento a € M es una unidad de
M, si es un elemento inversible de M. El conjunto de las unidades de un monoide M se
denota por U(M).

Proposicién 10 Sea (M, *) un monoide y sean a,b € M. Entonces:

(i) El elemento neutro de M es una unidad.

(i) Si @ es una unidad, a! es una unidad y (a=*)"! = a.
(iii) Si @ y b son unidades de M, a * b es una unidad de M y (a*b)"' =b"txa™l.
(

iv) En general el producto arbitrario de unidades es una unidad.

(al*"'*an—1*an)_1:agl*a;h*‘”*al_l

wDemo: (i) v (ii) son triviales.
(iii) Veamos que b~! x a~! es el inverso de a * b:

(axb)x (b xa™!) =ax(b*xb ) xa'=axexa ' =¢

(bt xaHNx(axb) =blx(a'xa)xb=b"lxexb=c¢

(iv) Vamos a dar una demostracién por induccién: el caso n = 2 es el apartado anterior.
Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, entonces:

Ys(ap -k ap_y)

(ay - *Qpoy *ay) " = ((ay % *ap_y) ¥a,) ' =a,

-1, —1 —1
. *ka, " - *ag

Lo que demuestra la proposicion. [ |


Puntos clave

Es la misma demostración que la unicidad del neutro

Puntos clave

Son solo comprobaciones rutinarias, debes de saberte las definiciones. (iv) se demuestra por inducción
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Ejemplos B Veamos cuales son las unidades en algunas operaciones binarias estudiadas:
* En (N ) sélo 1 es unidad. En (Z, -) las unidades son {1, —1}.
* En (Q,-) o (R, ) las unidades son, respectivamente Q — {0} y R — {0}.

* Para (A,o) con A = {f | f: X — X} y o la composicién, las unidades son las
aplicaciones biyectivas.

* En (Z,, ) las unidades son los elementos @ € Z, tales que m.c.d(n,a) = 1.

* En (M, (R), +), suma de matrices, todo elemento es unidad, mientras que en (M,,(R), -)
las matrices de determinante no nulo (las inversibles) son las unidades.

* Sea X un conjunto no vacio. En (P(X),U) sélo 0, que es el elemento neutro, es unidad.
En (P(X),N) sélo X, que es el elemento neutro, es unidad. En (P(X), A), todo elemento
es unidad. ;Quien es el elemento neutro?

2. Nociones basicas sobre Anillos

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicién 1 Sea G un conjunto no vacio y * una operacién en G. Diremos que (G, %)
es un grupo si:

= % es asociativa.
= % tiene elemento unidad, normalmente denotado por e.
= Todo elemento de G tiene inverso.

Si ademas * es conmutativa se dirda que GG es un grupo abeliano.

Ejemplos A Z,Q, R, Z, son grupos abelianos respecto de la suma. Q—{0} y R—{0} son
grupos abelianos respecto del producto. (P(X), A) es un grupo abeliano para cualquier
conjunto no vacio X. El conjunto de las matrices inversibles en My (R) con el producto
es un grupo no abeliano.

W

Definicién 2 Un anillo es una terna (R, +, ) en donde R es un conjunto y “+”, son

dos operaciones en R tales que:
(1) (R,+) es un grupo abeliano:

e Propiedad asociativa: (a +b) + ¢ = a + (b + ¢) para todo a,b,c € R.
e Elemento neutro: existe 0 € R tal que a +0 =0+ a para todo a € R

e Elemento opuesto: para todo a € R existe —a € R tal que
a+ (—a)=(—a)+a=0.

e Propiedad conmutativa: a + b = b+ a para todo a,b € R.

(2) (R,-) verifica la propiedad asociativa: (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b,c € R.
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(3) Se verifican las propiedades distributivas: para todos a, b, c € R,
(a+b)-c=a-c+b-c c¢-(a+b)=c-a+c-b

W

* Diremos que un anillo (R, +, ) es conmutativo si “” es conmutativa.
* Diremos que un anillo (R, +,-) es unitario si “-” es una operacién unitaria y R tiene
mas de un elemento (0 y 1 son dos elementos distintos de R).

Nota: La primera operacién se llamard suma. El neutro de la suma lo denotaremos por
0. Al inverso de la suma lo llamaremos Opuesto. La segunda operacion se llamaré pro-
ducto y la denotaremos por yuxtaposicién. Al neutro del producto lo denotaremos, si
existe, por 1. El inverso del producto, si existe, se llamara inverso.

Ejemplos B » Si consideramos (G, +) un grupo abeliano y definimos un producto en
G por: a-b:= 0 para todo a,b € G, (G, +, ) tiene estructura de anillo conmutativo.

» Z,Q,R,C con las operaciones usuales (todos son anillos conmutativos y unitarios).
M, (R), el anillo de matrices sobre los Reales, con las operaciones usuales (anillo
unitario, no conmutativo para n > 2). 2Z con las operaciones usuales de Z (anillo
conmutativo no unitario).

= Los anillos realmente no tienen que ser de “nimeros”: sea X un conjunto no vacio
y denotemos por P(X) el conjunto de partes de X. Entonces (P(X),A,N) tiene
estructura de anillo conmutativo y unitario.

Nota: A denota la diferencia simétrica: dados A, B C X,

AAB = (A—B)U(B— A) = (AN B°) U (B N A°)

» Los anillos médulo n: Sea n un nimero natural y consideremos
Zy:=A{0,1,2,...,n—1}.
Observar que Z, tiene n elementos. Dados a,b € Z,, definimos:

e La suma de a y b como el resto de dividir a + b por n.

* (Zn, +) es el grupo abeliano ya estudiado anteriormente.

e El producto de a y b como el resto de dividir a - b por n.
Entonces (Z,, +, ) tiene estructura de anillo conmutativo y unitario, n > 2.

Proposicién 3 Sea (R, +,-) un anillo. Entonces:
(i) 0-a=a-0=0 para todo a € R.
(ii) a-(—=b) = —(a-b) = (—a) - b para todo a,b € R.

Si ademés R es unitario,
(iii) la unidad es tnica.

(iv) Sia € R es un elemento inversible, el inverso de a es tinico (lo denotamos por a™!).
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wDemoz (i). Sabemos que al ser 0 el neutro de la suma, 0 + 0 = 0. Por tanto,
0a = (04 0)a = 0a + Oa

Simplemente hemos aplicado la distributiva de la suma. Ahora, Si sumamos en ambos
lados de la igualdad el opuesto de Oa tenemos,

0= (—0a) + 0a = (—0a) + (0a + 0a) = ((—0a) + 0a) + 0a = 0 + 0a = Oa

El caso a0 = 0 se demuestra de forma analoga.
(ii). Queremos ver que a(—b) = —(ab), es decir, que a por el opuesto de b es el opuesto
de ab. Pero
ab+ a(=b) = a(—=b) + ab = a((—=b) +b) = a0 =0

por lo que cuando a ab le sumo a(—b) me da cero. Esto nos dice exactamente que el
opuesto de a es a(—b) (ya que el opuesto es Unico), es decir, —(ab) = a(—b). de forma
analoga se demuestra que —(ab) = (—a)b.

(iii) y (iv). Sabemos que en cualquier operacién, en particular para el producto de un
anillo R la unidad caso de existir es Unica y el inverso de un elemento, caso de existir, es
unico. [

Corolario 4 (Ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces 0 # 1.

Ejemplos C A los elementos inversibles de un anillo R se les denomina unidades. El
conjunto de las unidades de un anillo R se denota por U(R).

Corolario 5 (Ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces (U(R),-) tiene es-
tructura de grupo. Es mds, si R es conmutativo, U(R) es un grupo abeliano.

Definicién 6 Se dice que un anillo (R, +,-) es un anillo de divisién si es unitario y
todo elemento no nulo de R tiene inverso. Si ademds es conmutativo, se dice que (R, +,-)
es un cuerpo.

Nota: Q,R, C son cuerpos. Si p es un nimero primo, Z,, el anillo de congruencias
moédulo p, es un cuerpo (se ha demostrado en el corolario 7 (Pag. 40)).

Propiedades 7 Vamos a pensar ahora en una propiedad que normalmente hemos usado
en los anillos “de ntimeros” (Z,Q,R o C):si a-b = 0, entonces a = 0 0 b = 0. Curiosamente
esta propiedad no es cierta en todo anillo: Veamos varios contraejemplos:

(1) Si consideramos las matrices de tamano n (con n € N, n > 2) tenemos que
(M, (R), 4+, -), las matrices con su suma y producto usual tienen estructura de anillo
(anillo unitario, no conmutativo si » > 1). Y ya sabemos que podemos tener dos
matrices no nulas de producto cero:

01\ (5 2\ _ (00
0 0 00/ \0O
(2) Podemos considerar algunos anillos de congruencias modulo n, que son conmutativos
y unitarios, (Z,,+, -): Por ejemplo, en Z,,

6-4=0pero6#A0y4+#0


Puntos clave

No te lies, un anillo es un conjunto con dos operaciones que verifica unas propiedades. Aquí se demuestra que si multiplicas (segunda operación) el neutro de la suma (primera operación) con cualquier elemento del anillo da el neutro de la suma
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Definicién 8 Sea R un anillo. Se dice que un elemento no nulo a € R es:
e Un divisor de cero por la izquierda si existe 0 # b € R tal que a-b = 0.
e Un divisor de cero por la derecha si existe 0 # b € R tal que b-a = 0.

Un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero por la izquierda y por la derecha
se denomina un dominio de integridad (normalmente denotaremos los dominios de
integridad por D.I.)

Corolario 9 (ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo y sea a un elemento inversible de R.
Entonces a no es divisor de cero (ni por la izquierda ni por la derecha) en R.

Corolario 10 (ejercicio) Todo cuerpo es un dominio de integridad. Z es un D.I. que no
es cuerpo.

Definicién 11 Se dice que un anillo R verifica la ley de cancelacién por la izquierda
si para todo elemento no nulo a € R y para todos x,y € R se verifica que

ar=ay = T =1.

Se dice que un anillo R verifica la ley de cancelacion por la derecha si para todo
elemento no nulo a € R y para todos x,y € R se verifica que

ra=ya = T =1.

Proposicién 12 (ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) R no posee divisores de cero por la izquierda (Resp. derecha).

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién por la izquierda (Resp. derecha).

Corolario 13 (ejercicio) Para un anillo conmutativo y unitario (R, +,-) las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) R es un dominio de integridad.

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién en R. Es decir,

Si ax = ay con a # 0, entonces r =y

Nota: Sélo hemos escrito una de las leyes de cancelacién ya que el anillo es conmutativo,
con lo que la otra es inmediata.

% Los ejercicios del 1 al 15 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.
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2.2. Swubanillos

Definicién 14 Sea (R,+,-) un anillo. Se dice que A C R es un subanillo de R, y se
representa A < R, si:

e La suma de R es una operacion interna en A: a +b € A para todos a,b € A.
e FEl producto de R es una operacion interna en A: a-b € A para todos a,b € A.

o (A +,) tiene estructura de anillo.

Nota: Observar que los dos primeros puntos significan que la suma y el producto de
R definen operaciones en A.

Nota: Por tanto, para demostrar que un subconjunto A de un anillo R es un subanillo
tenemos que demostrar 9 propiedades. No obstante algunas son triviales:

Teorema 15 Sea (R, +,-) un anillo y sea A C R. Entonces A es un subanillo de R si y
solo si:

(i) La suma de R es una operacién interna en A: a + b € A para todos a,b € A.
(i) 0 € Ay para todo a € A, —a € A.
(iii) El producto de R es una operacién interna en A: a-b € A para todos a,b € A

wDemO: Supongamos en primer lugar que A es un subconjunto de R que verifica las
propiedades (i), (ii) y (iii). Entonces,
% (A,+) es un grupo abeliano:

e (i) nos dice que la suma define una operacién en A.

e Como se verifica (ii), 0 € A y por tanto 0 es el elemento neutro de A (si para todo
elemento = de R se tiene que x + 0 = 0 4+ z = z, para todo elemento a de A, que en
particular es un elemento de R, se tiene que a +0 =0+ a = a).

e Sia€ A, por (ii), —a € A por tanto a tiene opuesto en A, el elemento —a.

e por ultimo, como x4y = y + = para todo elemento x,y € R se tiene que esta misma
propiedad se verifica para los elementos de A.

% (A,-) verifica la propiedad asociativa:

e (iii) nos dice que el producto define una operacién en A.

e Como (zy)z = x(yz) para todo elemento z,y, z € R se tiene que esta misma propie-
dad se verifica para los elementos de A.

% (A,-) verifica la propiedad distributiva:

e Como (z+y)z =zz+yzy z(x +y) = zx + zy para todo elemento x,y,z € R se
tiene que estas mismas propiedades se verifican para los elementos de A.

Por tanto, si se verifica (i), (ii) y (iii) (A, +, -) tiene estructura de anillo, lo que implica
que es subanillo de R. Veamos el reciproco.

Supongamos ahora que la suma y el producto de R dotan a A de estructura de anillo.
En primer lugar, la suma es una operacién en A, por lo que para todo a,b € Aa+b € A.
De forma similar, el producto es una operaciéon en A por lo que para todo a,b € A a-b € A.
Es decir, se satisfacen (i) y (iii) del enunciado.

Veamos que también se satisface (ii). En primer lugar demostremos que 0 € A: Por
hipétesis (A, 4) tiene estructura de grupo abeliano, por lo que posee un elemento neutro.
Denotémoslo por 0’ € A (en principio nadie nos dice que tenga que ser el elemento neutro


Puntos clave

???
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de la suma de R, que denotamos por 0). Ahora, 0’ = 0/ + 0/ ya que 0" es el neutro de
(A,+) pero 0' +0 = 0" ya que 0 es el neutro de R. Por tanto,
0+0=0+0.

Si sumamos en esta expresion por el opuesto de 0’ en R tenemos 0 = —0'+ 0 +0 =
—04+0+0=0¢€A

Demostremos ahora que para cada a € A, —a € A: dado a € A, como (A, +) es un
grupo abeliano, a tiene su opuesto en A, denotémoslo por d', asi,

at+ad=d+a=0 L

(ya que hemos visto que el neutro de (A, +) era el 0). Pero & nos dice que @’ es el opuesto
de a en R, es decir, que a' = —a. [ |

Ejemplos D 2Z<Z<Q<RLC.

Lema 16 (ejercicio) Un subanillo de un anillo unitario no tiene que ser unitario. Es
mas, aunque sea unitario la unidad del anillo y del subanillo no tiene que coincidir.

Nota: Aunque la unidad de R, si existe, (el elemento neutro del producto de R) no
tiene que pertenecer al subanillo, el neutro de la suma si pertenece a cualquier subanillo,
por lo que R y cualquier subanillo suyo tienen el mismo neutro para la suma.

Lema 17 (ejercicio) Todo subanillo unitario de un dominio de integridad es un dominio
de integridad. En particular, todo subanillo unitario de un cuerpo es un dominio de
integridad.

% Los ejercicios del 16 al 19 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccidn.

3. Homomorfismos de anillos

Definicién 1 Sean (R, +,.) y (R',+',.") dos anillos. Se define un homomorfismo de R
en R’ como una aplicacién f : R — R’ tal que:

fla+0) = f(a)+' f(b) paratodo a,be R,
fla-b)= f(a) f(b) paratodo a,b € R.

Si f es inyectiva, se dice que f es un monomorfismo.

Si f es sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo.

Si f es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo. En este caso se dice que los
anillos Ry R’ son isomorfos.

Si R = R/, se dice que f es un endomorfismo.

Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.

Si Ry R son dos anillos unitarios, diremos que f : R — R’ es un homomorfismos
de anillos unitarios si f(1g) = 1.

Proposicién 2 Sean Ry R’ dos anillos y sea a un elemento invertible de R (con inverso
a~1). Entonces:
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e La aplicacién nula, f : R — R’ definida por f(z) = 0’ para todo x € R es un
homomorfismo de anillos.

e La aplicacién identidad, Id : R — R definida por Id(x) = z para todo € R es un
automorfismo de anillos.

e La aplicacién f, : R — R definido por f,(r) = a 'za es un automorfismo de R.
Llamado el automorfismo interno asociado al elemento inversible a.

wDemo . Veamos que la aplicacion f : R — R’ definida por f(z) = 0/ para todo
x € Resun homomorﬁsmo de anillos:

fle+y)=0=0+0=f(2) + fly) v [flay)=0=0-0=f(z)- f(y)
(2). Veamos que la aplicacién identidad es un homomorfismo de anillos:

diz+y)=x+y=Id(x)+1d(y) v Idz-y)=2 -y=1d(z)- 1d(y)

(3). Por ultimo demostremos que f, verifica las propiedades que tienen que verificar
los automorfismos de anillos:

falw+y)=a (v +y)a=a'za+a ya= f.(x) + fu(y)
falz-y) = a twya = a ' 2(aa ya = a 'zaa ya = fu(x) - fa(y)

Es més la aplicacién inversa de f, es f,-1 en donde f,-1(z) = (a7 ') ‘za™! = aza™

ya que

fao fomr(z) = fa(axa’l) =a Yava a =2
fa*l o fa(x) fa ((l xra a(a_lxa)a_l =X

Lo que demuestra el ejemplo. |

Lema 3 Sean Ry R son dos anillosy f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) £(0)
i)

= 0.
fl=a) = =

(i f(a)

wDemo . Ya hemos hecho alguna demostracion con la misma idea.

f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0)
Si ahora sumamos en ambos lados el opuesto de f(0) en R’ tenemos,
0" = £(0) = f(0) = f(0) + £(0) = f(0) = (0)
(ii). Sea a € R. Entonces
fla)+ f(=a) = fla+(=a)) = f(0) =0 y [f(=a)+ fla) = f((=a) +a) = f(0) =0
Por tanto el opuesto de f(a) en R es f(—a). |

Lema 4 (Ejercicio) No tiene que suceder que si R y R’ son anillos unitarios, f(1) =1".
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Proposiciéon 5 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S” un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces

(i) f(S) es un subanillo de R'.
(i) f7YS") :={r € R| f(r) € S’} es un subanillo de R.

wDemo: (i). % Tenemos que ver que la suma es una operacién interna en f(S):
Sean z,y € f(S). Entonces existen a,b € S tales que x = f(a) e y = f(b). Por tanto

r+y=fla)+ ) = fla+b) e f(5),

ya que como S es un subanillo de R, a +b € S.
% Tenemos que ver que el producto es una operacién interna en f(S):
Sean z,y € f(5). Entonces existen a,b € S tales que x = f(a) e y = f(b). Por tanto

z-y=fla)- f(b) = fla-b) € f(5),

ya que como S es un subanillo de R, a-b € S.

% Por tltimo, como 0 € S (ya que S es un subanillo de R) 0/ = f(0) € f(S) y dado
x € f(9) existe a € S tal que z = f(a), por tanto —x = —f(a) = f(—a) € f(5), ya que
—a €S,

(ii). % Tenemos que ver que la suma es una operacién interna en f~!(S’):
Sean a,b € f~1(S") (por definicién f(a), f(b) € S’). Entonces f(a+0b) = f(a) + f(b) € S’
ya que S’ es un subanillo de R’.

% Tenemos que ver que el producto es una operacién interna en f~1(S’):
Sean a,b € f~1(S’) (por definicién f(a), f(b) € S’). Entonces f(a-b) = f(a)- f(b) € S
ya que S’ es un subanillo de R'.

% Por tltimo, f(0) =0’ € S’ (ya que S’ es subanillo de R') y por tanto 0 € f~1(5").
Por ultimo, si a € f71(S') (es decir, f(a) € S'), f(—a) = —f(a) € S" y por tanto
—a € f7H9). |

Corolario 6 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S’ un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) Ker(f):= f7'(0), llamado el nicleo o Ker de f, es un subanillo de R.

(ii) Im(f) := f(R), llamada la imagen de f, es un subanillo de R'.

Nota: Cuando lleguemos a la estructura cociente en anillo veremos que Ker(f) tiene
propiedades mucho mas interesantes que la de ser simplemente un subanillo.

Proposiciéon 7 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S” un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces

(i) f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = 0.
(ii) f es un epimorfismo si y sélo si Im(f) = R'.
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wDemO: (i). Recordamos que Ker(f) = {a € R | f(a) = 0'}. Por tanto, si f es inyectiva
sélo el cero puede ir al cero y por tanto Ker(f) = {0}. Reciprocamente, supongamos que
Ker(f) = {0} y sean a,b € R tales que f(a) = f(b). Entonces

0" = f(a) + (=f(b)) = fla—1b)

por lo que a — b € Ker(f) = {0} y por tanto a — b = 0, es decir, a = b.

(ii). es una consecuencia de ser f aplicacién (no intervienen las nociones de anillo para
demostrar esto). [ ]
Proposicién 8 Sean (R,+,.) y (R',+',.) dos anillos y f : R — R’ un isomorfismo de
anillos. Entonces f~1 : R' — R también es un isomorfismo de anillos.

Cada estructura que demos en algebra tendra su homomorfismo asociado. Por ejemplo,
la nocién de subanillo estd ligada con la nocién de monomorfismo:

Proposiciéon 9 Sea R un subanillo de R’. Entonces la inclusién de R en R', i : R — R
definida por i(r) = r es un monomorfismo de anillos. Es mds: si f : R — R’ es un
monomorfismo de anillos, entonces R es isomorfo a Im(f) < R’ (por lo que se puede
considerar que R es un subanillo de R').

En la proxima secciéon vemos mas homomorfismos asociados a distintas construcciones
de anillos.

% Los ejercicios del 20 al 28 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.

4. Construccion de nuevos anillos

4.1. El producto directo de anillos.

Proposiciéon 1 Sea [ un conjunto de indices y R;, ¢ € I una familia de anillos. Entonces
[T;c; R; Tiene estructura de anillo con la suma y el producto definidos por componentes:

e R; :={(ri)ic;r con r;€R;, i€}
*x Con suma: (7;)ier + (rh)ier = (ri + 71)ier

* y producto, (1;)ier - (rh)ier = (75 - 71)ier

Ejemplos A Veamos un ejemplo antes de demostrar la proposicion. Sean los anillos Zo
y Zs. Entonces la proposicion anterior nos dice que
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Demo: (Proposicién 1 (Pag. 61)) Es claro que la suma y el producto en Il;c/R; estdn
bien definidos ya que si (7;)ier, (75)icr € Hier Ry, para cada i € I, r; e r, € R; y por tanto
ri+r € Ry yri-r € Ry, por lo que (1; + 7l)ier, (i - 75)ier € ier R;. Veamos ahora que
se verifica que (IL;c;R;, +, -) tiene estructura de anillo:
* (II;crR;, +) tiene estructura de grupo abeliano:

* Asociativa: sean (x;)ier, (Yi)ier ¥ (2i)ier € Ilier R;. Entonces,

[(@i)ier + (Yi)ier) + (2i)ier = (25 + vi)ier + (2i)ier = ([2i + yi] + 2i)ier
= (2 + [yi + 2zi))ier = (Ti)ier + (Yi + Zi)ier
= (i)ier + [(Wi)ier + (2i)ic1]-

* Conmutativa: sean (z;)ier € (vi)ier € ier R;. Entonces,
(Ti)ier + Wi)ier = (i + Yi)ier = (Vi + Ti)ier = (Yi)ier + (Ti)ier
* Neutro: sea (;);e; € IierR; y consideremos 0; € R; el neutro del anillo R;. Entonces,

(z3)ier + (0:)ier = (25 + 03)ier = (T4)ier
(0d)ier + (xi)ier = (0 + 2i)ier = (T4)ier

Por tanto el neutro para la suma en IL;c; R; es (0;);er-
* Opuesto: sea (z;)ier € e/ R;. Para cada k € I sea xy (el elemento de Ry que esté en
la coordenada k). Sea —xj, su opuesto en Ry y consideremos (—x;);e; € Il;c; R;. Entonces,

(25)ier + (=2i)ier = (¥ — x3)ier = (03)ier
(—2i)ier + (i)ier = (=25 + 2i)ier = (05)ier
Por tanto el opuesto de (z;)ier en e R; es (—x;)ier € Wier R;.
* (ILic; Ry, -) es asociativa: sean (x;)ier, (Yi)ier v (2i)ier € e R;. Entonces,
[(fb’i)z‘el : (yz')z'el] ’ (Zi)iel = (56’@ : yi)iel : (Zi)iel = ([sz : yz] 'Zi)z'el
= (zi - [Yi - zi))ier = (@s)ier - (Vi - Zi)ier
= (SUz')z‘el : [(yz‘)z’el : (zi)iel]'

* (IL;er Ry, +, ) verifica la distributiva: sean (;)ier, (¥i)ier v (2i)ier € e R;. Entonces,

Por tanto (IL;c;R;, +, ) tiene estructura de anillo. [ |
El producto directo de anillos esta ligado a la nocién de proyeccién candnica y a cierta
propiedad estructural:
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Definicién 2 Sean R;, i € I una familia de anillos y sea R = I, R; el producto directo
de los R;. Se define la proyeccion “canonica” de R en Ry, con k € I, como:

My, R — Ry
(ri)ier —> Tk

Proposicién 3 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = Il R; el pro-
ducto directo de los R;. Entonces, para cada k € I, la proyeccion canonica 7y, : ;e Ry —
Ry es un epimorfismo de anillos.

Proposicién 4 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = Il;c;R; el pro-
ducto directo de los R;. Entonces,

o R es unitario st y solo si Ry es unitario para todo k € 1.
o R es conmutativo si y sélo si Ry es conmutativo para todo k € 1.
e Si #I > 2, R tiene divisores de cero. Por tanto, en este caso, R no puede ser

dominio de integridad, ni anillo de division ni cuerpo.

4.2. La suma directa de anillos.

Proposicién 5 Sea I un conjunto de indices y { R;}icr una familia de anillos. Entonces
@ Ri = {(r3)ier € WierR; | i =0 para casi todo i}

icl
es un subanillo de 1l;cr R;, llamado la suma directa externa de los R;
Nota: Al ser un subanillo la suma y el producto se definen por componentes:
* Suma por componentes: (1;)icr + (7})icr = (ri +71)ier
* Producto por componentes: (r;)icr - (rl)ier = (13 - 75)ier

Demo: Es claro que si sumo o multiplico dos elementos del producto con un niimero
finito de coordenadas no nulas, obtengo un elemento con un ntimero finito de coordenadas
no nulas, ver la proposicién 1 (Pag. 61) para la definicién de producto directo de anillos.
Es mas,

* (0;) € B,c; Ri (el elemento neutro de la suma de ILic; R;) y

* s (r3)ier € @,e; Ris su opuesto (respecto de la suma en ILic;R;) es (—7;)icr que
pertenece a @, ; R;.

Por tanto, por el teorema 15 (Pag. 57), @,.; Ri < i/ R;. [

Nota: Si #] < oo se tiene que la suma directa y el producto directo coinciden.

Definicién 6 Sean {R;}ic; una familia de anillos y sea @,.; R; la suma directa de éstos.
Entonces para cada k € I se define la inclusion candnica de Ry en @, ; R; y se
representa por

el

1€l
como pr(rr) = (z;)ier en donde x; =0 sii # k y xp = ri. Es decir, la upla de ;e R; que
tiene todas las coordenadas cero, salvo la k que vale ry,.

Proposicién 7 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = @,.; R la
suma directa de los R;. Entonces, para cada k € I, la inclusion canonica p, : R —
@, Ri es un monomorfismo de anillos.
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4.3. El anillo de matrices

Proposicién 8 Sea R un anillo y n € N. Entonces El conjunto M,,(R) definido como:

11 Q12 - Aip
Q21 QA2 -+ A2y o

M, (R) = _ . _ cona;; € Rparai,j=1,2,...,n
Ap1 Gp2 - Gpp

con su suma definida por componentes y producto habitual de matrices tiene estructura
de anillo. Es decir, dadas

ailz Qi - Aip b1 by - by

a1 Q22 -+ A2y bar bay -+ by
A= 7 T B=

Ap1 Ap2 -+ Qpp bnl bn2 e bnn

Nota: En notacion reducida, A = (a;;) y B = (b;).

ayp +bnn aig+big - ay, + by,
a1 +boy  agy +by -+ ag, + by
OA—FB:(CLZ]—'—Z)Z]): .
an1 + bnl an2 + an ot Apn + bnn
Yoo @ik b gy bke o Yo 1k - big,
. Dbt ok brr D gy op bro - D0 aok - b
o A B = (g ain - biy) = : : N :
Zzzl Ank bkl Zzzl Ank * bk2 e Zzzl Ank * bkn

Demo: % Es claro que la suma es una operacién bien definida en M,,(R). Es més, la suma
se define componente a componente, por lo que (siguiendo la demostracién del producto
cartesiano de anillos), (M, (R), +) es un grupo abeliano. Observar que el elemento neutro
para la suma es

0 0 0
0 0 0
0=

y el opuesto para un elemento A = (a;;) € M, (R) es —A = (—a;;).
% Es claro que el producto es una operacién bien definida en M, (R). Algo més
complicado serd demostrar la propiedad asociativa. Usemos la notacion reducida:

n n

A-(B-C) = (aig) - (O bis - co) = (D air - (bra - 7))

s=1 r,s=1
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Nota: Una demostracion con notacion matricial la puedes encontrar al final del tema.
% Demostremos las propiedades distributivas. Usemos la notacién reducida:

n

(A+ B)-C = (ay +by) - (ciz) = O _(am + bir) - &) Zaw eri) + (O bir - )
r=1

r=1
=A-C+B-C
A-(B+C) = (aij) - (bij +cij) = Zaw- (byj + ¢rj)) :(Zair~brj)+(2air~crj)
r=1 r=1
=A-B+A-C

Proposicién 9 (ejercicio) Sea R un anillo y n € N. Entonces

(i) M, (R) es unitario si y sdlo si R es unitario.
(i) M, (R) tiene divisores de cero sin < 2. Por tanto, en este caso, M, (R) no puede
ser ni dominio de integridad, ni anillo de division ni cuerpo.

(ii)) M, (R) es conmutativo si y sdlo si R es conmutativo y n = 1.
(iii) M, (R) es un anillo de division si y solo si R es un anillo de division y n = 1.
(iv) M, (R) es un cuerpo siy solo si R es un cuerpo y n = 1.

% Los ejercicios del 29 al 33 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.

4.4. El anillo de polinomios y el anillo de series formales
El anillo de series formales

Proposiciéon 10 Sea R un anillo. Se define el anillo de series formales sobre R y se
representa por R[[X]] como el conjunto:

R[[X]] == {Z a,X"| con a, € R}

n=0
con suma y producto dado por:

(i) Suma por componentes: » oo a, X" + > " b, X" = > (an + b,) X"
(ii) Producto: Y 07 janX™ > 7 0, X" =320 0 (O gk - buk) X"

Demo: La suma en R[[X]] coincide con la suma por componentes, por lo que la demos-

tracion de que (R[[X]], +) es un grupo abeliano es la misma a la dada para demostrar que

la suma en el producto cartesiano de anillos dota a éste de estructura un grupo abeliano.
% Veamos que el producto es asociativo. Primero dos identidades:

n n—k n n—=k n n
() DD ke =D D sk (k2) Do ar = anr.
k=0 s=0 k=0 s=0 r=0 r=0

En (%;) simplemente estamos reordenando los sumandos. En ambos sumatorios se
suman los elementos
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aoo agl ... Qon_1 Qon En el primer termino de (%) los estamos sumando por
ao ay .. G1p-1 filas mientras que en el segundo término de (%;) los
estamos sumando por columnas. En (%) sumamos los
elementos ay +as + - - - + a, en el primer término de la

An—10 Gp-11 .
" " identidad y sumamos a,, + - - - + as + a; en el segundo.

ano
* (ianX" . ib,)(") . ich” = i (ias . bn_s> X" ich”
n=0 n=0 n=0 n=0 \s=0 n=0
00 n k 00 n k
= <Z <Z Qs+ bk—s) : Cn—k) X" = Z (Z Z Qs - by - Cn—k) X"
n=0 \k=0 \s=0 n=0 \k=0 s=0
*ianX’V (ian" . ic,J(”) = ianX" Z (Zbk Cp k)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=
0o n n—k 00 n n—k
:Zz<a’k ( bs'cn—s—k>>Xn:Z<Zzak'bs'cn—s—k> X"
n=0 k=0 s=0 n=0 \k=0 s=0
00 n n—k 00 n n—k
=02) Z Z ag - bn—k—s : Cs) X" =01) Z ( Qs - bn—k—s : Ck) X"
n=0 \k=0 s=0 n=0 \k=0 s=0
00 n k
—(x3) Z (Z Qg b an) X"
n=0 \k=0 s=0

En donde, en (x3) sumamos s desde n — k a 0 (s hace el papel de 7 en (%2)) y en (x5)
sumamos k desde n a 0 (k hace el papel de r en (x2)).
% Veamos que el producto es distributivo.

* (i an X" + i an”> Z e X" = i (an +bp) X" i e X" =
_ — n=0 n=0
—Z (Z ag + b) - cnk> X" = i (Z ag * Cp—p + by, - an> X"
n=0 \k=0
= Z anX™ - Z cn X"+ i b X™ - i cn X"
n=0 n=0 n=0 n=0
*ich’V (ianX"jLian") i i(an—i-bn)X =
— _ — n=0 n=0
_Z<ch‘ Qp— k"‘bnk)Xn: Y
k=0
- Z cn X Z anX™ + Z cn X" Z by X"
n=0 n=0 n=0 n=0

Por lo que R[[X]] tiene estructura de anillo. |

Mg

Ck * Qp—f + Ck bnk) X"
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Teorema 11 Sea R un anillo. Entonces la aplicacién i : R — R[[X]] definida por i(a) =
a4+ 2, 0X" es un monomorfismo de anillos. Por tanto podemos considerar R como
subanillo del anillo de series formales, R =~ i(R) < R[[X]].

Proposicién 12 (ejercicio) Sea R un anillo y sea R[[X]] el anillo de series formales
con coeficientes en R. Entonces:

(i) R es unitario si y solo si R[[X]] es unitario.
(ii) R es conmutativo si y solo si R[[X]] es conmutativo.
(i1)) R es D.I siy solo si R[[X]] es D.L

En el anillo de series formales suceden algunos hechos curiosos. Por ejemplo, si R es
un anillo unitario 1 + X es un elemento inversible de R[[X]] con inverso )~ (—1)"X".
Es mas:

Proposicién 13 (ejercicio) Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series
formales con coeficientes en R. Entonces un elemento Y~ a, X" € R[[X]] es inversible
st y solo si ay es un elemento inversible de R.

Corolario 14 Sea F es un cuerpo. Entonces

S san X" € F[[X]] es inversible si y sélo si ag # 0.

n=0

El anillo de polinomios

Proposiciéon 15 Sea R un anillo. Se define el anillo de polinomios con coeficientes en R,
y se denota por R[X] como el subanillo de R[[X]] consistente en las series con sélo un
numero finito de coeficientes no nulos, es decir:

R[X] = {Zaka| conneNya, € R k=12,....n}

k=0

Demo: Claramente la suma y el producto son operaciones internas en R[X]. Por otro
lado 0 € R[X] y el opuesto de un polinomio p(X) es —p(X) que también pertenece a
R[X]. |

Definicién 16 Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con coeficientes en R.
Se define el grado de un polinomio p(X) = >_}_, ax X* y se denota por deg(p(X)), como
el mayor k£ € N tal que a; # 0.

Como corolario del Teorema 11 (Pag. 67) tenemos:

Corolario 17 R puede verse como subanillo de R[X] consistente en todos los polinomios
de grado cero.

Proposicién 18 (ejercicio) Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con
coeficientes en R y sean p(X),q(X) € R[X]. Entonces

(i) R es conmutativo si y sélo si R[X] es conmutativo.
(ii) R es unitario si y sélo si R[X] es unitario.
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(iii) R es dominio de integridad si y s6lo si R[X] es dominio de integridad.
(iv) deg(p(X) + ¢(X)) < Max(deg(p(X)), deg(q(X))).
)
)

(v) deg(p(X) - ¢(X)) < deg(p(X)) + deg(q(X)).
(vi) Es mds, R no posee divisores de cero si para todo p(X), ¢(X) € R[X] se tiene que

deg(p(X) - ¢(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)).

Nota: Observar que podemos considerar R como un subanillo de R[X]: dado a € R,
podemos suponer que a es un polinomio de grado cero en R[X]. M&s formalmente, la
aplicacién i : R — R[X] definida por i(a) = a es un monomorfismo de anillos.

Cuando R es conmutativo nos encontramos con algunas propiedades extra en el anillo
de polinomios:

Proposicion 19 Sean Ry S dos anillos conmutativos y sea a € S. Entonces para todo
homomorfismos de anillos f : R — S existe un tinico homomorfismo f, : R[X] — S tal
que fs(X) = sy hace conmutativo al siguiente diagrama:

=V
0

Q/Demo: Estas demostraciones tienen su estrategia de demostracién. Supongamos por
un momento que existe este homomorfismo de anillos f, que hace conmutativo el diagrama
(y veamos quien tiene que ser). Dado un elemento a € R tenemos que

fla) = fooi(a) = fi(a+0X +0X*+--)

y por hipétesis f(X) = s. Por tanto, dado un polinomio p(x) = ag + a1z + - -+ + a, X"
tenemos que

fs(p(x)) = ]?(ao+a17:c+ +anX") = f.(a 0)7—|— folarw) + -+ fo(a, X™)
= f(ao) + fs(ar) fs(x) + folan) fo(X)" = flao) + flar)s + -+ f(an)s"

Esta igualdad nos esta diciendo cual es la tinica posibilidad que tenemos para definir f;.
Por tanto ya hemos demostrado la unicidad. Demostremos ahora que esta definiciéon de
f, verifica lo que dice el teorema: Por construccién f, hace conmutativo el diagrama y
fs(z) = s por tanto sélo tenemos que demostrar que es un homomorfismo de anillos.

Sean p(x) = ag+ a1z +- -+ a, X"y q(z) = by +byx+- - -+ b, X" (puedo representarlos
“con el mismo grado” completando el de grado menor con ceros) dos polinomios de R[X].
Entonces


Puntos clave

Como el enunciado dice que existe un único homomorfismo, tienes que intentar averiguar cual es y una vez que sabes cual es tienes que demostrar el teorema: Al ser el diagrama conmutativo sabes cuanto vale s en R y por la hipótesis sabes cuanto vale en X, por lo que por las propiedades de homomorfismo sabes cuanto vale en todo polinomio. Lo demás es una mera comprobación
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fs(p(x) + q(x))

s(ag+ax+---+a, X" +by+bx+---+b,X")
s(ao+bo+ (ag + b))z + -+ + (a, + b,) X™)

(a0 +bo) + flar +b1)s + - + flan + by)s")

(a0) + flar)s +-- -+ flan)s" + f(bo) + f(br)s + - - - + f(bn)s"
s(p(@)) + fla(@))

s(ap +arz+ -+ a, X") - (b + bz + -+ -+ 0, X"))

(D (Z aj - bi—j) X' = Z (Z flaj - bi—j)) s

i=0 \j=0

_Z<Zfaj ij)s‘
= Sf(ao) + [( ay)s -+ flan)s"™) - (f(bo) + f(br)s+ -+ f(bn)s")
= [s(p(z)) - fs(zq(x))

Observar que el paso que estd marcado con x es cierto al ser R un anillo conmutativo.
Por tanto, f, es un homomorfismo de anillo, lo que demuestra el teorema. |

I
. '\m'\h kh S S

P

=

5/
I

Definicién 20 Sea R un anillo conmutativo y sea R[X] el anillo de polinomios con coe-
ficientes en R. Dado s € R y p(X) € R[X] se define al evaluacion de p(X) en s y se
representa por p(s) como is(p(X)).

Nota: Observar que tal como se demostr6 en la proposicién anterior, si consideramos
el polinomio p(X) = ag+ a1 X + - - + a, X" € R[X], y el elemento s € R

p(s) = is(p(X)) = ag + ais+ -+ a,s"

% Los ejercicios del 34 al 37 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccién.

4.5. La unitizacion de un anillo

En la siguiente proposicién vamos a demostrar que todo anillo se puede ver como
subanillo de un anillo unitario:

Sea R un anillo y sea Z el anillo de los enteros. Entonces podemos definir una aplicacién
® :Z x R — R definida por:

Z4 24 4 2, n >0
O(n,z) =4¢ 0, n=20
—z—z—W— 2 n<O.

Normalmente esta aplicaciéon se denota simplemente por yuxtaposicién, ®(n,z) = nz y
satisface las siguientes propiedades:

(n+m)x =nx + mx n(x +y) = nxr + ny
(nm)z = n(mz) n(ry) = (nx)y = x(ny)
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Proposiciéon 21 Sea R un anillo. Entonces Z x R con suma y producto:

A1)+ (1) o= A+ pr +17)
A r) (') = = Wy M+ 4 1)

Tiene estructura de anillo unitario. Es mds, la aplicacion v : R — 7Z X R dada por
W(r) = (0,7) es un monomorfismo de anillos.

Definicién 22 Sea R un anillo. Se define la unitizacién de R, y se representa por R!
como R, si éste ya es un anillo unitario o Z X R caso de que R no sea unitario.

5. La caracteristica de un anillo

Definicién 1 Sea R un anillo. Si existe el menor natural n € N tal que a + ", +a=0
para todo a € R se dice que la caracteristica de R es n. En caso contrario se dice que la
caracteristica de R es cero.

Ejemplos A Dadon € N, la caracteristica de Z, es n. La caracteristica de Z es cero.

Proposicién 2 Sea R un anillo unitario. Entonces la caracteristica de R o es cero o el

menor natural tal que 1+ . + 1 =0 (o excluyente).

k
Demo: Si no existe ningtin k£ € N tal que 1 + - ). + 1 = 0, entonces, por definicion, la

k
caracteristica de R es cero. Supongamos que existe un k € N tal que 14 - ). +1=0ysea
n el menos natural que cumple esta propiedad. entonces, para todo a € R,

k) k) k)
at+-4+a=al+---4+al=a(l+-"-4+1)=a0=0

Por lo que n es la caracteristica de R. [ |

Proposicién 3 (ejercicio) La caracteristica de un anillo y de su unitizacién no tienen
que coincidir. Es mds, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

Proposicién 4 (ejercicio) ;Se te ocurre una nueva construcciéon para “sumergir’ un
anillo no unitario en un anillo unitario manteniendo la caracteristica?

Proposiciéon 5 La caracteristica de un dominio de integridad D es cero o un numero
primo.

Demo: Si la caracteristica de D es cero no hay nada que demostrar. Supongamos por
tanto que D tiene caracteristica n € N. Por reduccién al absurdo, si n no fuera primo,
existiria ;s € N, con 1 < r, s < n tales que n = rs. En este caso,

r) s)

O=1+-+1=1+-"4+1)1+-"-+1).

Lo que implicaria, al ser n el menor natural con 1+ . +1=0quel+ 7 +1y 1+ ) +1
son dos elementos no nulos de D de producto cero, una contradiccion ya que en D no hay
divisores de cero. |

% Los ejercicios del 38 al 42 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.
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6. Los Cuaterniones de Hamilton

Hasta ahora no hemos visto un anillo de divisién que no sea conmutativo, es decir, un
anillo de divisién que no sea cuerpo. Veamos aqui el primero.

La construccion del anillo de los cuaterniones de Hamilton es muy parecida a como se
construye C, los nimeros complejos, a partir de R, el cuerpo de los reales:

Vamos a considerar como conjunto base H := R xR x R x R. Denotamos los siguientes

elementos como:
1:=(1,0,0,0) i:=(0,1,0,0)
j:=1(0,0,1,0) k:=(0,0,0,1)

Con esta notacion tenemos que los elementos de H son de la forma
H := {01 + agi + asj + ask |o; € R =1,...,4}.

En este conjunto definimos la suma por componentes, con lo que (H, %) tiene estructura
de grupo abeliano (es una mera comprobacion). Definimos el producto en H siguiendo las
siguientes reglas:

i=—-1 j?=—-1 k®>=—-1 1-h=h-1VheH vy

Si multiplicas dos de estos siguiendo la direccién de las flechas te da el K \
siguiente, 1 -7 = k j-k = 1 k-i = 7. Si multiplicas dos de estos
en sentido contrario a las flechas te da el siguiente cambiado de signo,
jri=—k k-j=—i 1-k=—j. j<—/

1
Todos los demas productos aparecen aplicado la propiedad distributiva:

(o1 + agi + azj + auk) - (Br + Pai + B3j + Bak) 1 = a1 — aafla — azfs — aufhs
+ (182 + By + asfBy — aufBs)i
+ (1 f3 — By + asBy + aufBa)j
+ (a1Bs + By — azfa + auf)k

Teorema 1 Con las notaciones anteriores, (H, +, ) es un anillo de divisién no conmuta-
tivo (por tanto no es un cuerpo).

Demo: El principio de la demostracién de la proposicién 1 (Pag. 61) nos demuestra que
(H, +) es un grupo abeliano, por lo que s6lo nos tenemos que preocupar de demostrar las

demés propiedades:
* La asociatividad del producto: Denotemos por p; = 1, ps = 2, p3 = j, p4 = k. Tenemos

entonces

((Z Oész)(Z 51]72)) (Z fylpl) = Z arﬁs%& (prps>pt

r,s,t=1

(Z aipi) ((Z 51]72)(272]7@)) = Z arﬁthPr(]?spt)

r,s,t=1
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Luego, si para todo 1, s,t € {1,2,3,4}, (p,ps)pe = pr(pspt), entonces los dos sumatorios
anteriores seran iguales y habremos demostrado la propiedad asociativa.

(a). Sir=10s=1o0t=1, entonces (p1ps)p: = PsPt = P1(PsPt)-

(b). Sir =s =k, (p.pr)pr = —0" = pr(prpr). Veamos las siguientes 24 igualdades
restantes:

Jji)i = —ki = —j = j(i1)
i = ji = —k = k(id)

( ( G (
( ' ( )

(Jik = —k=ji=jk) (j ) (kj)j = —ij = —k = k(jj)
(Ji)i=—i=—jk=j(ji) (ji)j=—kj=1i=jk=7(ij) (ij)j=kj=—i=1i(jj)
(kk)i = —i = kj = k(ki) (ki)k = jk =1 = —kj = k(ik) (ik)k = —jk = —i = i(kk)
(kk)j = —j = —ki=k(kj) (kj)k = —ik =j=ki=k(jk) (jk)k=1ik = —j = j(kk)
(i))k = k* = i* =i(jk) (ji)k = —k* = —5° = j(ik) (ik)j = —j° = —i* = i(kj)
(ki)j = j* =k =k(ij)  (jk)i =14 = j? = j(ki) (kj)i = —i* = —k* = k(ji)

* Es claro que (H, +, -) es unitario, con unidad 1.

* Es claro que (H, +, ) no es conmutativo, ya que ij = k, y ji = —k.

* Tenemos que demostrar ahora que todo elemento no nulo de (H,+,:) posee un
inverso. Pero,

(a1 + aoi + aszj + ask) - (a1 — asi — azj — auk) = af + a3 + aj + o

por tanto, si h = a; + agi +azj + auk #0,0#a? + a3+ a2 +af €Ry

Bl — Qi . ) i a3 j— Qy
adt+ai+ai+a? al+ai+tai+tal A2+ali+ai+al’ a4 a2+ ad+al

Lo que demuestra que todo elemento no nulo de H posee inverso.
* Por tltimo la distributiva es evidente, por la propia definicion del producto. [ |

Definicién 2 Sea (H,+,-) el anillo de division de los Cuaterniones de Hamilton. Se
define:

» El conjugado de un elemento h = oy + i + azj + auk € H y se denota por h como
h:= a1 — OéQi — Oégj — Oé4]€.

= Se define la norma de un elemento h = a1 + ant + agj + ask € H y se denota por
|| como |h| := a} + a2 + a2 + a3,

Nota: Observar que el inverso de un elemento no nulo h € Hes h™! = %

7. Ampliacion de contenidos

7.1. Anillos de endomorfismos de un grupo abeliano

Nota: El conjunto de los homomorfismos entre dos anillos R y R’ no tiene muy
buenas propiedades, ya que ni la suma natural de aplicaciones es un homomorfismo: si
consideramos la identidad en Z, el anillo de los enteros, se tiene que Id + Id no es un
homomorfismo. ;Cuales son los endomorfismos de Z?
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Definicion 1 Sean G y G’ dos grupos. Se define un homomorfismo de grupos de G
en G' como una aplicacion f: G — G’ tal que:

fla+b) = f(a)+' f(b) para todo a,b € G

Se define Hom(G, G") como el conjunto de todos los homomorfismos de G en G'. Por
End(G) denotaremos al conjunto de todos los homomorfismos de G en G.

Proposicion 2 Sean G y G’ dos grupos. Entonces
(1) Hom(G,G") es un grupo con la suma usual: dados f,g € Hom(G,G'),
f+9:G— G definida por [+ g(a)= f(a)+ g(a).
Es mas, si G' es conmutativo, Hom(G, G') es un grupo abeliano

(2) End(G) con la suma usual y la composicion de aplicaciones, (End(G),+,0) es un
anillo unitario.

Teorema 3 Todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo de endomorfismos de un
cierto grupo abeliano.

Demo: Consideremos R! con su estructura de grupo abeliano. Veamos que la aplicacién
® : R — End(R') definida por @,(r') = rr’ es un monomorfismos de anillos: dados r; y
ro elementos de R,

= Oy, (1) = (o)’ = 11’ +rgr” = B, (1) + By, (1)

- &, Py (T,> =N (T2T,> = (Tl'r?)TI = O, (T,>

Lo que demuestra que es un homomorfismo de anillos. Por ultimo, si &, = 0, 0
®,.(1) =, lo que demuestra que es inyectiva.

Nota: Este teorema nos dice como son todos los anillos (resultado poco til).
Nota: La aplicacion inversa de un automorfismo f : R — R es precisamente el inverso
de f en End(R) (considerado R tnicamente como grupo abeliano).

7.2. Propiedad fundamental del producto directo de anillos

Proposicion 4 Sean R;, i € I una familia de anillos y sea R = 1l;c;R; el producto
directo de los R;. Entonces para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de
anillos f; : R — R; existe un inico homomorfismo de anillos f : R' — R tal que para
cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

Tk
et Ry ———— Ry,

A

7 f

P

Es mds, Si R es un anillo Y pi: R — R; son una famalia de epimorfismos de anillos
tales que para cada anillo R' y cada familia de homomorfismos de anillos f; : R — R;
existe un unico homomorfismo de anillos f : R — R tal que para cada k € I el diagrama
anterior es conmutativo, entonces R es isomorfo a Il R;.
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Demo: Tenemos que demostrar la existencia y unicidad del homomorfismo f : R' — R
que hace conmutativo el diagrama. La estrategia que vamos a usar para demostrarlo va
a consistir en demostrar que hay una tnica aplicacion que hace conmutativo el diagrama
y para luego demostrar que esta unica posibilidad es el homomorfismo de anillos que
buscamos:

1-. Supongamos que existe f : R — Il;c;R; tales que 7, o f = fi. tenemos entonces
que dado " € R, fi(r") = mp(f(r")), por lo que la coordenada k-esima de f(r’) es fi(1).
Asi, f(r') tiene que ser forzosamente (f;(7'))icr-

2-. Comprobemos entonces que la aplicacion f : R — I/ R; definido por f(r') =
(fi(r"))ier es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ¢ Es homomorfismo de grupos?

fry+75) = (filry +15))ier = (fi(rh) + fi(ry))ier = (fi(r))ier + (fi(rh)ier
= f(ry) + f(r3)
* ¢ Es homomorfismo de anillos?
friry) = (fi(rirg))ier = (fi(r))-fi(ry))ier = (fi(r1))ier-(fi(r2))ier
= f(r)f(ry)

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro

w0 f(r') = me((fi(r"))ier)) = fulr).

Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto cartesiano
de los {R; }ies. Sea R un anillo y gi: R — R; una familia de epimorfismos de anillos tales
que para cada anillo R y cada familia de homomorfismos de anillos f; : R — R; existe
un unico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que para cada k € I el diagrama

N gk
R Ry,
I3
i
R/

es conmutativo.
Si consideramos ahora R’ = Il,c;R; v f; = m; las proyecciones candénicas tenemos:

R ....... HieIRi

Tridngulo B : . Tridngulo A :
Tk
= g
' ' 9k

Ry, zGIR Ry,

>\g v g Mot
- Tk é
Tridngulo A : Tridngulo B v ?

R( ...... HZEIRZ Grvend ;

59 <
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En donde f es la tnica aplicacién que hace conmutativo el tridngulo B (aqui estamos
aplicando que Il;c;R; verifica la propiedad del producto cartesiano, apartado 1-.) y en
donde g es la tnica aplicaciéon que hace conmutativo el tridngulo A (aqui estamos aplicando
que, por hipdtesis, R satisface la propiedad). Ahora,

grold=gy=meog=(guoflog=gro(foyg)
Luego como R verifica la propiedad, Id; = f o g (estamos haciendo uso de la unicidad
de la solucién). Pero igualmente, si nos fijamos en el exterior del segundo diagrama,

mpold=m, =grof=(mrog)of=mo(gof)
Luego como II;c;R; verifica la propiedad, Idp, ,z, = g o f (estamos haciendo uso de

la unicidad de la solucién). Por tanto f y g son isomorfismo de anillos lo que demuestra
que I,/ R; v R son isomorfos. [ |

7.3. Asociatividad en el producto de matrices

an Gz -0 Aip b1 bz -+ by C11 Ci2 *** Cin
Q21 Q22 -+ d2p bar bay -+ by Co1 Co9 -+ Cop
L Ap1 Ap2  *+° Qpn bnl an PN bnn Cnl Cn2 ' Cnn
n n n
Zr:l A1y * brl Zr:l aiy - br2 e Zr:l Ay - brn Ci1 Ci2 *°* Cin
n n n
ZT‘Zl Aoy * bT‘l ZTZl Aoy - bT’Q e Zril Qo * brn Co1 Coo st Cop
n n n
ZT‘:l Qpy - brl Er:l Qe br2 Cen Zr:1 Ay * brn Cnl Cn2 " Cpn
n n n
ZT,S:l(alr ’ brs) " Cs1 Zr,s:l(alr ' brs) * Cs2 Zr,s:l 1r brs) Csn
n n n
ZT’Szl(aQT ’ brs) "Gl 27"75:1(&27" ’ bm) "Cs2 v Zr,s:l(a'Qr : brs) * Csn
n n n
ZT,S=1<CL"T ) brs) " Cs1 Zr,s:l(anr ) brs) “Cs2 Zr,s:l(anr ) brs) * Csn
i Gz - OQin bit bz - by C11 Ci2 " Cip
a1 Q22 -+ d2n bar baa -+ by Co1 Cog - Cop
Ap1 Qpa  “ Qup L bnl an ce bnn Cnl Cn2 " Cpn
n n n
app Q2 - Qg S biscCst Yo bistCea e Yo bl Cepn
n n n
R R Sor i basCst Yom  basCsr e Don bog Con
n n n
pi QApna **+ Gpp S bps o S bsCo S b Con
n n n
ZﬁS:l arr - (brs ) 051) Zr,s:l air - (brs : 052) T Zr,s:l air (brs : Csn)
n n n
Zr,s:l @ar - (brs ’ 651) ZT,S:l or - (bTS ) 682) T Zr,s:l Qor - (brs : Csn)

E:«iszl Apny * (brs : Csl) 223:1 Apy * (brs : CsQ) tU Z:«iszl Ay * (brs : Csn)
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8. Ejercicios del Tema

1 Decir si los siguientes conjuntos, con las operaciones indicadas, tienen estructura de
anillo. En caso afirmativo: json conmutativos?, ;junitarios?, ;de division?... jcudles son
sus elementos inversibles?

(i) Z* con la suma y producto usual.
(ii) {a +bv2 | a,b € Q} con la suma y producto usual.

(iii) N con primera operacion: el producto y segunda operacién la potencia, es decir:

“a 4+ bigual a ab” y “a por b igual a a®”.

(iv) {z € Q | 3z € Z} con las operaciones usuales.

2 Sea X un conjunto no vacio, P el conjunto de partes de X y A la operaciéon diferen-
cia simétrica. Demuestra que (P(X),A,N) es un anillo conmutativo y unitario. Da una
condicién necesaria y suficiente para que sea dominio de integridad.

3 Sea (R,+,-) un anillo y sea a € R. Demuestra que R con su misma suma y un nuevo
producto dado por x -, y = xay tiene estructura de anillo, es decir, que (R,+,-,) tiene
estructura de anillo. jSe te ocurre alguna condicién para que este nuevo anillo sea unitario?

4 Sea R un anillo unitario y sea U(R) el conjunto de los elementos inversibles de R. De-
muestra que el producto de R define una operacién en U(R) que dota a éste de estructura
de grupo. Demuestra que si R es un anillo conmutativo, (U(R),-) es un grupo abeliano.

5 Sea R un anillo. Demuestra que si @ € R es un divisor de cero, entonces a no es
inversible.

6 ;Puedes encontrar un anillo R con divisores de cero por la izquierda pero sin divisores
de cero por la derecha?

7 Sea (R, +, ) un anillo. Demuestra que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) R no posee divisores de cero por la izquierda (Resp. derecha).

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién por la izquierda (Resp. derecha).

8 Demuestra que para un anillo conmutativo y unitario (R, +, -) las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(i) R es un dominio de integridad.

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién en R. Es decir,

Si ax = ay con a # 0, entonces r =y

Si za = ya con a # 0, entonces r =y

9 Sea (R, +,-) un anillo. Demuestra que R verifica la ley de cancelacién por la izquierda
si y solo si verifica la ley de cancelacién por la derecha.
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10 Demuestra que en un anillo unitario (R, +,-) el cero (neutro para la suma) y el 1
(neutro para el producto) son elementos distintos.

11 ;Es posible dar una estructura de anillo en el conjunto Z en donde la primera ope-
racion sea el producto? ;Y en la que la segunda operacion sea la suma? Demuestra que

no es posible o construye dicha operacion.

12 Sea R un anillo unitario y a € R tal que existe b € R con ab = 1. Demuestra que son

equivalentes:

= ¢ no es inversible.
m existe ) € Rcon b’ #byall =1.
m ¢ es divisor de cero.

Demuestra que en las condiciones anteriores, R contiene un idempotente no trivial (dis-

tinto de 0 y 1).

13 Sea R un anillo. Demuestra que si para todo a,b € R la ecuacién aX = b tiene a lo
sumo una solucién, entonces en R no hay divisores de cero. ;Es cierto del reciproco?

14 Demuestra que en Z;, la ecuacién X? —1 = 0 tiene mas de dos soluciones. Demuestra
que en un dominio de integridad la ecuacion anterior sélo posee, a lo sumo, dos soluciones.
/Sabrias encontrar un anillo en donde sé6lo posea una?

15 Sea R un anillo. Un elemento € R se dice idempotente si # = x?. Demuestra que
un anillo en donde todo elemento es idempotente es conmutativo.

16 Sea R un anillo y e € R un idempotente. Demuestra que
eRe:={exe |z € R} ={x € R | ze =ex =z}

es un subanillo unitario de R (que no se te olvide comprobar la igualdad de los conjuntos
anteriores). Demuestra que si eRe = R, entonces e = 1.

17 Demuestra que todo subanillo unitario de un dominio de integridad es un dominio
de integridad. En particular, todo subanillo unitario de un cuerpo es un dominio de
integridad.

18 Demuestra que si R es un anillo unitario y S es un subanillo suyo, S no tiene por
qué ser unitario. Es més, si S es unitario las unidades de R y S pueden no coincidir.

19 Sea R un anillo sin divisores de cero y S un subanillo de R. Demuestra que si S es
unitario, entonces R es unitario con la misma unidad.

r 0

20 Sea R un anilloy f: R — My(R) definido por f(r) = < 0 0

). Demuestra que f
es un monomorfismo de anillos.
21 Sean n,m € N primos entre si. Demuestra que la aplicacion f : Z,,, — Zy X Znp,

definida por f(7) = (7,7) es un isomorfismo de anillos. (Acuérdate de demostrar que f
estd bien definida)
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22 Sea Runanilloy f : R — R un homomorfismo de anillos. Demuestra que la aplicacién
f o My(R) — My(R) definido por f(a;;) = (f(a;)) es un homomorfismo de anillos.
Demuestra que si f es un monomorfismo f también lo es. ;Si f es un epimorfismo, f tiene
que serlo?

23 Encuentra un homomorfismo f: R — R’ con Ry R’ anillos unitarios y f(1g) # 1g.
24 ;Cuales son los endomorfismos de Z7
25 Sea R un anillo. Encuentra dos monomorfismo de anillos f : R — M (R).

26 Se dice que una propiedad (que pueda poseer un anillo) es estructural si siempre que
la verifique un anillo R la verifica cualquier anillo isomorfo a él (R y R’ son isomorfos
si existe un isomorfismo f : R — R’). Demuestra que ser conmutativo, ser unitario, no
poseer divisores de cero, poseer n elementos inversibles son propiedades estructurales. ;Se
te ocurre alguna mas?

27 Demuestra que no hay ningin isomorfismo entre Zy y Zo X Zo.

28 Sean Ry R' dos anillos y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) Si R es un anillo unitario, Im(f) es un anillo unitario con unidad f(1).
(ii) Si a es un elemento inversible de R, f(a) es un elemento inversible de Im(f).
(iii) Si f es sobreyectiva, entonces f(1) = 1"y f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.
(iv) Si Ry R’ son unitarios y f(1) =1', f(a) es inversible para todo elemento inversible
a € R.

29 Sea {R;}icr una familia de anillos y sea R = ;e R; el producto directo de los R;. De-
muestra que para cada k € I, la proyeccion canonica 7y, : l;ef R; — Ry es un epimorfismo
de anillos.

30 Sean {R;}icr, {Sitier dos familia de anillos indizadas en el mismo conjunto I. Su-
pongamos que para cada i € I existe un homomorfismo de anillos f; - R; — S;. Demuestra
que eziste un inico homomorfismo de anillos f : {R;}icr — {S:i}ier tal que fion! = wiof.

31 Sea {R;}icr una familia de anillos y sea R = ;e R; el producto directo de los R;.
Demuestra que,

o R es unitario st y solo si Ry es unitario para todo k € 1.

e R es conmutativo si y solo si Ry es conmutativo para todo k € 1.

o Si #I > 2, R tiene divisores de cero. Por tanto, en este caso, R no puede ser
dominio de integridad, anillo de division o cuerpo.

32 Sea {Ri}icr una familia de anillos y sea R = @,.; R; la suma directa de los R;.
Demuestra que para cada k € I, la inclusion candnica py, : R, — @,c; Ri es un mono-
morfismo de anillos.

33 Sea R un anillo y n € N. Demuestra los siguientes enunciados:
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(i) M, (R) es unitario si y sdlo si R es unitario.
(i) M, (R) tiene divisores de cero sin < 2. Por tanto, en este caso, M, (R) no puede
ser dominio de integridad, anillo de division o cuerpo.

(ii) M, (R) es conmutativo si y solo si R es conmutativo y n = 1.
(iii) M, (R) es un anillo de division si y solo si R es un anillo de division y n = 1.

(iv) My(R) es un cuerpo si y sélo si R es un cuerpo y n = 1.

34 Sea R un anillo y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en R.
Entonces:

(i) R es unitario si y solo si R[[X]] es unitario.
(ii) R es conmutativo si y solo si R[[X]] es conmutativo.
(ii)) R es D.I si y solo si R[[X]] es D.L

35 Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en
R. Entonces un elemento Y " a,X™ € R[[X]] es inversible si y solo si ay es un elemento
inversible de R.

36 Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en
R.Calcula el inverso de la serie p(z) =1 — x.

37 Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con coeficientes en R y sean
p(X),q(X) € R[X]. Entonces

(i) R es conmutativo si y sélo si R[X] es conmutativo.
(ii) R es unitario si y sélo si R[X] es unitario.

(iv) deg(p(X) + ¢(X)) < Max(deg(p(X)), deg(q(X))).

(v) deg(p(X) - q(X)) < deg(p(X)) + deg(¢(X)).

)
)
(iii) R es dominio de integridad si y s6lo si R[X] es dominio de integridad.
)
)
(vi) Es mds, R no posee divisores de cero si para todo p(X), ¢(X) € R[X] se tiene que

deg(p(X) - q(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)).

38 Sea R un anillo sin divisores de cero y sea R! su unitizacién. ;Puede suceder que R*
tenga divisores de cero?

39 Demuestra que la caracteristica de un anillo y de su unitizaciéon no tienen que coin-
cidir. Es més, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

40 ;Se te ocurre una nueva construcciéon para “sumergir’ un anillo no unitario en un
anillo unitario manteniendo la caracteristica?

41 Sea R un anillo (no necesariamente unitario) de caracteristica 6. Demuestra que en
R hay divisores de cero.

42 Sea R un anillo de caracteristica n y S un anillo de caracteristica m. Determina la
caracteristica de los siguientes anillos:
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(i) El anillo producto cartesiano, R™

(iii) El anillo de polinomios, R[X].

)
(ii) El anillo producto cartesiano, R x S.
i)
(iv) El anillo de matrices, M (R).

43 Sea (M, *) un monoide. Demuestra que si existe a € M, a distinto del neutro, con

a®> = a, entonces (M, *) no es un grupo.

44 Sea H el anillo de los cuaterniones de Hamilton. Calcula la norma vy el inverso de
los siguientes elementos:

T4itj+k, 1—itj—k 1+

45 Sea H el anillo de los cuaterniones de Hamilton. Calcula todos los elementos x de H
que verifiquen que 2 + 1 = 0.

46 Se dice que un elemento x en un anillo R es nilpotente si existe n € N, con n > 1,
tal que 2" = 0. Encuentra una condicién necesaria y suficiente para que Z, no tenga

elementos nilpotentes. Calcula los nilpotentes de Zo.

47 Demuestra que un anillo R no posee elementos nilpotentes si y solo si el tnico ele-
mento x € R tal que 22 =0 es x = 0.

48 Demuestra que en un anillo sin divisores de cero los tinicos (posibles) idempotentes
son 0 y 1 (llamados idempotentes triviales). Encuentra algin idempotente no trivial en

M, (R).
49 Demuestra que en un anillo sin idempotentes no triviales, si ab = 1 entonces ba = 1.

50 Sea R un anillo con al menos dos elementos. Supongamos que para cada 0 # x € R
existe un tnico y € R con x = xyx. Demuestra que: R no tiene divisores de cero. Si
xyx = x, entonces yry = y. R es unitario. R es un anillo de division.

51 Encuentra un anillo R que no sea de division y tal que para cada x € R existay € R
con r = TYT.

[+]

52 ;Puedes encontrar un anillo R y un elemento a tal que a sea divisor de cero por la

*
*

derecha pero no sea divisor de cero por la izquierda?

53 Da un ejemplo de un anillo R no conmutativo tal que el conjunto de sus elementos
inversibles, U(R) sea un grupo abeliano y otro en el que sea un grupo no abeliano (con el

producto de R). ok

54 Sea (M, *) un monoide. Demuestra que M es un grupo si para todo a,b € M la

[+]

ecuacion a - X = b tiene solucién (es decir, existe s € M tal que a-s =b.

El simbolo [#] significa dificultad moderada y [++] dificultad media.



