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Capitulo 1

Conceptos Basicos

Objetivos del capitulo

= Introducir los conceptos bésicos de la Teoria de conjuntos. Estudiar las operaciones entre conjuntos
y sus propiedades.

= Estudiar el concepto de aplicacién. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas, biyectivas. Composicién
de aplicaciones. Aplicacién inversible y caracterizaciones.

= Estudio de las relaciones de equivalencia y su relacién con las particiones. Estudio de las relaciones
de orden y sus elementos notables.

= Nociones basicas sobre cardinales.

1. Conjuntos.

Toda teoria matematica consta de axiomas, o elementos primitivos, a partir de estos
se construyen las definiciones. Las relaciones “légicas” entre definiciones dan lugar a los
teoremas (Lema, Proposicién, Teorema y Corolario). Comenzamos este capitulo con la
nocién de conjunto.

1.1. Definiciones basicas.

Conceptos A Un conjunto es una colecciéon de objetos. Para construir o crear un con-
junto damos explicitamente cada uno de sus elementos o bien damos una propiedad que
caracterice a dichos elementos.

* Hasta que no se han dado o caracterizados los elementos de un conjunto, este no es, por
lo que la propiedad que determina a los elementos de un conjunto no debe de hacer uso
del conjunto en si. Esta propiedad, como puede verse en el ejercicio 40 (Pag. 48), puede
ser algo escurridiza.

* Por la misma razén, un conjunto no puede ser elemento de si mismo (para incluirlo
como elemento tiene que ser algo y un conjunto no es algo hasta que se fijan todos sus
elementos).
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Definicién 1 Diremos que un elemento “a” pertenece a un conjunto X, y lo denotare-
mos por a € X, si a es uno de los miembros de X. Si a no es miembro de X diremos que
a no pertenece a X y lo denotaremos por a € X.

Nota: Para que un conjunto esté correctamente definido debe de poderse determinar si
un objeto pertenece o no pertenece a él de forma inequivoca.

Notacion: Los conjuntos los denotaremos por letras maytusculas mientras que los ele-
mentos seran denotados por letras mintsculas.

Ejemplos B

* El conjunto de los niimeros naturales, N.

* El conjunto de los ntimeros naturales que son pares.
* A=:{1,2,a}; B=:{a,b,c};C=:{2,3,5,7,11}.
xY = {neN|jeN}

* X =:{1,2,3,{1,c},{a},b}. En este caso, algunos de los elementos de este conjunto
son a su vez conjuntos. Esto nos puede llevar a cierta confusion a la hora de saber si un
elemento pertenece o no a un conjunto. Asi, en este ejemplo,

1,b,{l,c} € X, pero a,c{1},{2} ¢ X

Definicién 2 Sean X e Y dos conjuntos:
e Diremos que X es un subconjunto de Y, y lo representaremos por X C Y, que se
leera X contenido en Y, si todo elemento de X es elemento de Y, es decir,

XCY < VaeeX, =tacY

En caso contrario, cuando X no sea subconjunto de Y (lo que significa que hay un
elemento de X que no es elemento de Y') se denotard por X ¢ Y.
e Diremos que X es igual a Y, y lo representaremos X =Y si

XCcYeYCX

Denotaremos por X # Y cuando X no sea igual que Y.
e Diremos que X estd estrictamente contenido en Y, y lo denotaremos X C Y si

XCYyX#Y.

e Definimos el conjunto vacio, denotado por (), como aquél que carece de elementos.
e Definimos el conjunto partes de X, y lo representamos por P(X) como el conjunto
que tiene por elementos los subconjuntos de X.

*Relacién légica <= : establece que las proposiciones a izquierda y derecha de ella son o ambas
falsas o ambas verdaderas. A veces es usada para dar una definicién

1V: se lee para todo

fRelacién légica =: establece que si la proposicién de la izquierda es verdadera, la de la derecha
también lo es
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Nota: Observar que de la igualdad de conjuntos se deduce que no importa el “orden”
en el que se encuentren colocados los elementos de un conjunto. Asi, el conjunto {a, b, c}
es el mismo que el conjunto {c, a, b}.

Ejemplos C

* Las nociones de pertenece y contenido, aunque faciles pueden llegar a confundirnos. Sea
X ={1,{1},{1,a},{a}}. Entonces

1L,{a} € X, a¢ X, {1},{{a}}CX, {l,a} g X

Observar que en este ejemplo {1} € X y {1} C X.
* Para A = {1,2,a}, se tiene que

P(A) = {0, {1}, {2}, {a}, {1,2}, {1, a},{2,a},{1,2, a}}.

1.2. Operaciones con conjuntos

XNy Definicién 3 Dados dos conjuntos X, Y, se define la interseccién
X Y de X con Y y se representa por X NY a un nuevo conjunto que tiene
los elementos que estan tanto en X como en Y.

XNY={z|zeXyzeY}

Nota: Diremos que dos conjuntos X, Y son disjuntos si X NY = (.

XUY
Definicién 4 Dados dos conjuntos X, Y, se define la unién de X X Y

con Y y se representa por X UY a un nuevo conjunto que tiene por
elementos tanto los elementos de X como los de Y.

XUY={z]|zeX6z€Y}

X-Y Definicién 5 Dados dos conjuntos X, Y, se define la diferencia de
X con Y y se representa por X — Y al conjunto formado por los
elementos de X que no estan en Y. Es decir,

X-Y={:eX|z¢Y}

Definicién 6 Dados dos conjuntos X,Y, se define la diferencia XLY

simétrica de X con Y y se representa por XAY al conjunto forma-
do por los elementos de X que no estdn en Y junto con los de Y que
no estan en X.

XAY = (XUY)=(YNX)=(X-Y)U(Y - X)
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Definicidn 7 Dados dos conjuntos X, Y, con X subconjunto de Y se
define el complemento de X en Y y se representa por X al conjunto
formado por los elementos de Y que no estan en X. Es decir,

X={r€Y|z¢X}

Definicién 8 Dados dos conjuntos X, Y se define el producto cartesiano de X e Y y
se representa por X X Y como un nuevo conjunto formado por todos los pares (z,y) en
dondex € X eyeY.

XxY ={(r,y) |reXeyeY}

Ejemplos D Dados A ={1,2,a} y B = {a,b,c} se tiene que
Ax B:={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢), (a,a),(a,b),(a,c)}

Nota: Los conjuntos X x Y e Y x X son distintos siempre que X # Y.

Proposicion 9 Sean XY, Z tres conjuntos. Entonces:
(i) Propiedad Conmutativa: X UY =Y UX; XNY =Y NX.

(ii) Propiedad asociativa: (X UY)UZ =X U (Y UZ)
(XNY)NnZ=XnNn(YnN2Z).

(iii) Propiedad distributiva: (X UY)NZ =(XNZ)U (Y NZ)
(XNY)UZ=(XuZ)n(Yu2z)
XNYUuzZ)=(XnY)u(XnZ)
XUl nNnZ)y=(XUuY)n(Xu2Z).

(iv) Propiedad Idempotente: X UX =X; XNX = X.
(v) Leyes de simplificaciéon: (X UY)NX =X; (XNY)UX = X.

(vi) Leyes de Morgan: supongamos que X, Y son subconjuntos de un conjunto 7', entonces:

(XUY)=XnNnY; (XNY)=XUY.

Demo: (i) Demostremos que X UY =Y U X. Para ello tenemos que demostrar que
XUY CYUX yque YUX C XUY. Veamos el primer contenido:

Sea a € X UY tenemos, por definicién de unién de conjuntos que a € X oa € Y. Por
tanto, a € Y U X. El otro contenido es igual.

(ii). Demostremos que (X UY)UZ = XU (Y U Z). Seaa € (XUY)U Z. Por la
definiciéon de uniéon, a € X UY oa € Z y por tanto,a € X oa €Y oa € Z. Asi,a € X
oa €Y UZlo que implica que a € X U (Y U Z). El otro contenido es idéntico.

Nota: Es posible que estas dos primeras demostraciones, de faciles, sean confusas. De-
mostremos algo un poco menos evidente.

(vi). Demostremos una de las leyes Morgan: Sean X,Y C T', entonces

(XUY)=XnY.


Puntos clave

Tenemos que empezar a tener en cuenta las definiciones que se nos han dado. Esta proposición nos dice que ciertos conjuntos son iguales y para demostrar que dos conjuntos son iguales hay que demostrar el doble contenido. Un segundo método de demostración sería usar los diagramas de Venn.
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Como en los casos anteriores tendremos que demostrar el doble contenido:

Sea a € (X UY). Por definicién, a es un elemento de 7" que no es elemento de X NY'.
Por tanto es un elemento de T" que no es elemento de X ni elemento de Y. Como a no es
elemento de X, a € X y como a no es elemento de Y, a € Y. Por tanto a € X NY. Es
decir,

(XUY)cXnyY.

Sea a € X NY. Tenemos entonces que por definicién de interseccién, a € X ya € Y
o lo que es lo mismo, a ¢ X y a ¢ Y. Por lo tanto, a ¢ X UY o lo que es lo mismo,
€ (X UY). Lo que nos demuestra el otro contenido,

XNY c(XUY).

Veamos un ejemplo de demostracion por diagramas de Venn: (iii). X U (Y N Z) =
(XUY)N (X UZ) Representamos por diagramas de Ven los tres conjuntos X, Y, Z:

Ve
wé o

Luego XU (Y NZ) = (XUY)N(XUZ). El resto de la demostracién no tiene mayor
dificultad. ]

1.3. Conjuntos indexados

Normalmente tendremos que trabajar con mas de dos conjuntos, posiblemente con una
coleccion infinita, por tanto vamos a introducir la siguiente notacion:

Definicién 10 Cuando tengamos una familia de conjuntos, los nombraremos por letras
(maytsculas) con subindices (indexar). Asi, diremos: dada una familia de conjuntos X,
con i € I, (en donde I es un conjunto, llamado el conjunto de indices) lo que querrd decir
que para cada elemento ¢ € I tendremos el conjunto Xj.



6 1.2 Aplicaciones

Ejemplos E Consideremos para cada natural n los conjuntos

X,: = {zeN|z<n}
Y,: = {xeN|z>n}.

Tenemos entonces que X; = {1,2,3,4,5,6,7} o X1; = {1,2,3,...,10,11}. Mientras que
Y = {7,8,9,...} e Yoo = {1000, 1001, 1002, . .. }.

Definicién 11 Dada una familia de conjuntos X;, con i € I (conjunto de indices). Se
define la unién de los X; y se representa por (J,.; X; a un nuevo conjunto que tiene por
elementos los elementos que pertenecen a algin X;. Es decir:

UXi ={z| 3% con z € X;}
i€l

Definicién 12 Dada una familia de conjuntos X;, con ¢ € I. Se define la interseccion
de los X; y se representa por [)..; X; a un nuevo conjunto que tiene los elementos que
estan en todos los Xj.

el

iel
Definicién 13 Dada una familia finita de conjuntos no vacios X;, con i = {1,2,...,n}
se define el producto cartesiano de los X; y se representa por X; x Xs x --- x X, a
un nuevo conjunto que tiene por elementos a todas las n-uplas (z1,zs,...,z,) en donde

cada z; € X; parai € {1,2,...,n}.
X1 X Xo x o x X, :={(z1,29,...,2,) | z; € X; parai=1,2,...,n}
Ejemplos F Dados A ={1,2,a}, B={a,b,c} y D ={«, 5},

AxBxC = {(1,a,a),(1,ba),(l,ca),(2aa),(2ba),(2ca),
(a,a,a),(a,b, @), (a,c,B),(1,a,5),(1,b,5), (L, ¢,B),
(2,a,8),(2,b,8),(2,¢,6), (a,a, B), (a,b,8), (a, ¢, B)}

% Los ejercicios del 1 al 5 de este tema pueden servirte para comprobar si has asimilado
las nociones de esta seccion.

2. Aplicaciones

2.1. Definiciones basicas

Definicién 1 Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Se define una correspondencia de
X en Y, como un subconjunto C' C X x Y.

§3: existe.
9v: para todo.
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Definicién 2 Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Se define una aplicacién f de X en
Y, y se representa por f : X — Y, como una correspondencia F' C X x Y tal que para
todo z € X existe un tnico y € Y con (z,y) € F

VeeX FyeY | (x,y)eF!

Este elemento y no es més que lo que usualmente llamamos f(x). Al conjunto X se le
denomina el dominio de f y se representa por Dom(f). Al conjunto Y se le denomina el
codominio de f y se representa por CoDom( f).

Ejemplos A Normalmente daremos una aplicacion dando una regla que asigna a cada
elemento de X un y sélo un elemento de Y. Podemos representar aplicaciones a partir de
diagramas de Venn:

En este caso la aplicacién f tiene dominio X = {1,2, 3,4}, codominio Y = {2,4, 6, 8}
y consiste en el subconjunto F' = {(1,2),(2,4),(3,4),(4,8)} C X x Y. En este caso, f
puede quedar representada por f: X — Y definida por f(z) = —8 + 162 — 722 + 23

Ejemplos B

* Sea f : N — N definida por f(n) = 2n + 1. En este caso la aplicacion es el subconjunto
{(n,2n+1) | n € N}.

* Sean X e Y dos conjuntos no vacios y yy un elemento de Y. La aplicacién constante:
fyo © X — Y definida por f(x) = yo para todo x € X. En este caso la aplicacién es el
subconjunto {(z,yo) | z € X}.

* La aplicacién identidad: Idy : X — X definida por Idx(z) = = para todo x € X. En

este caso la aplicacién es el subconjunto {(z,z) | z € X}.

Definicién 3 Diremos que dos aplicaciones f,g son iguales si Dom(f) = Dom(g),
CoDom(f) = CoDom(g) y para todo = € Dom(f) se tienen que f(z) = g(x) (es de-
cir, el subconjunto que las define es el mismo).

En el ejemplo A (Pag. 7) la aplicacién f puede ser representada por

' f(z) = =8 + 162 — T2 + 23, 0
J:X =Y con {f(:p):16—34x+28x2—9x3+x4,

Ya que ambas definiciones de f tienen el mismo dominio, el mismo codominio y veri-
fican que f(1) =2, f(2) = f(3) =4,y f(4) =8, por lo que son la misma aplicacién.

IV para todo; 3 existe; ! un tnico; | tal que. En conjunto esta formula centrada se lee: para todo x
perteneciente a X existe un unico y perteneciente a Y tal que (x,y) pertenece a F
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Definicién 4 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f: X — Y una aplicacién.

e Dado un subconjunto A de X se define la imagen de A por f y se denota por f(A)
como:

f(A)={f(a) [ac A} CY

Se define la imagen de f como Im(f) := f(X).

Nota: Visto en diagramas de Venn, la imagen de f son los elementos de Y a los que les
llega alguna flecha de algin elemento de X. Si miramos la aplicacién dada en el ejemplo
C (Pag. 8) (un parrafo abajo) la aplicacién f tiene por imagen Im(f) := {y,4,a,1}.

e Dado un subconjunto B de Y se define la imagen inversa de B por f y se denota por
f~YB) como:
f'B)={reX | f(x)eB}CcX

Ejemplos C Consideremos la aplicacion:

Tenemos entonces que

f({lv 2, 3}) = {17 47?/}7 f({27 4, 6}) = {4}7 f({47 5}) = {47 a’}
f_l({b}) = (ba f_l({4}) = {27 4, 6}7 f_l({a’a 4, y}) = {27 3,4,5, 6}

Nota: Dada una aplicacion f : X — Y acabamos de definir dos aplicaciones:

Qs : P(X) = P(Y) definida por ®¢(A) := f(A)
U;: P(Y) — P(X) definida por ¥;(B) := f(B)

Definicién 5 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicaciéon. Diremos
que f es:

e inyectiva: Si para todo par de elementos =,y € X, con = # y, se tiene que f(x) # f(y).
Es decir, dos elementos distintos de X no pueden ir a para al mismo sitio. Esta nocion es
bastante clara cuando usamos diagramas de Venn:

h<
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La aplicacién g; no es inyectiva, ya que al elemento 2 de Y le llegan dos flechas (b y ¢ son
dos elementos distintos de X que tienen por imagen el 2. La aplicacion h; si es inyectiva,
a ningun elemento de Y le llegan dos flechas).

Nota: la inyectividad significa que dos elementos distintos van a parar a sitios distin-
tos, o lo que es lo mismo, que un elemento de Y no puede ser imagen de dos elementos
de X. Por tanto, para demostrar que una aplicacién f es inyectiva se supondra que hay
“dos” elementos x, 2’ € X tales que f(z) = f(2') y se demostrard que = = z’. Estamos
usando la equivalencia de los enunciados:

si p entonces q <=  sino q entonces no p
en donde p es “x es distinto de z/” | g es “f(z) es distinto de f(z')” y por tanto, no p es
x es igual a 2’ y no q es f(x) es igual que f(2').

e sobreyectiva: si para todo y € Y existe un z € X tal que f(z) = y. Es decir,
todo elemento de Y es imagen de algin elemento de X. Al igual que con la nociéon de
inyectividad, la sobreyectividad es bastante clara usando diagramas de Venn:

).<

La aplicacion gy es sobreyectiva, ya que a todo elemento de Y le llega una flecha. La
aplicacion hy no es sobreyectiva, ya que d no es imagen de ningtn elemento de X (a d no
le llega ninguna flecha).

e biyectiva: si es a la vez inyectiva y sobreyectiva. Las aplicaciones h; y go son biyectivas,
ya que a cada elemento de Y le llega una y sélo una flecha de X.
Ejemplos D

* Dada una aplicacién f : X — Y y dado X’ un subconjunto de X tenemos la restricciéon
de f a X' como: f|x: X' = Y definida por f|x/(z) = f(x).

* Dada una aplicacién f : X — Y y dado Y’ un subconjunto de Y con Im(f) C Y’
tenemos restriccién de f a Y’ como: fly : X — Y’ definida por fly/(x) = f(x).

Lema 6 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion. Entonces:
(i) f es sobreyectiva si y sélo si Im(f) =Y.

(ii) Larestriccion de una aplicacién f a suimagen, f|m(s) : X — Im(f) es una aplicacién
sobreyectiva.

(iii) Si f: X — Y esinyectiva y X’ es un subconjunto de X, entonces f|x/ : X' — Y es
también inyectiva.

(iv) f: X — Y es inyectiva si y sélo si para todo y € Y el conjunto f~1({y}) tiene como
mucho un elementos. (ejercicio)
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(v) f: X — Y es sobreyectiva si y sélo si para todo y € Y el conjunto f~'({y}) tiene
al menos un elemento. (ejercicio)

Demo: Los tres apartados son obvios (tenéis que demostrarlo vosotros). |

Ejemplos E
* La aplicacién f : R — R definida por f(z) = 2z + 1 es biyectiva.

* La aplicacién g : N — N definida por g(z) = 2z + 1 es sdlo inyectiva. No existe ningin
natural n tal que f(n) = 4.

x La aplicacién h : R — R definida por h(x) = z? no es ni inyectiva ni sobreyectiva.
h(2) = h(—2) por lo que no es inyectiva y no existe ningin elemento x € R tal que
f(x) = —1, por lo que no es sobreyectiva.

2.2. Composiciéon de aplicaciones

Definicién 7 Sean X,Y, Z tres conjuntosy f: X - Y y g:Y — Z dos aplicaciones. Se
define la composicion de f con g y se representa por g o f como la aplicacion

gof:X — Z definida por go f(x):=g(f(x)) VzeX

Nota: Observar que el dominio de g o f es el dominio de f y el recorrido de g o f es el
recorrido de g.

Ejemplos F Sea N el conjunto de los naturales y sean f : N - N yg: N — N las
aplicaciones definidas por:

fm)=2n+1 y g(n)=n’
Tenemos entonces que go f es la aplicacion go f : N — N definida por
go f(n)=g(f(n)) =g(2n+1)=(2n+1)>"
Y que f og esla aplicacion fog: N — N definida por
fogn) = flg(n) =g(n*) =2n" + 1.
Teorema 8 Sean X,Y, 7 y T cuatro conjuntos no vacios y consideremos
f:X—=Y g Y—>Z h:Z->T

tres aplicaciones. Entonces ho (go f) = (hog)o f.

Demo: Es una mera comprobacion: El dominio de ambas aplicaciones es X y el
codominio de ambas aplicaciones es T'. Es més, dado cualquier x € X se tiene que,

ho(go f)(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(x)))
(hog)o f(z) = (hog)(f(x)) =hlg(f(z)))


Puntos clave

Cualquier apartado debe de poder demostrarse sin problemas.

Puntos clave

Para demostrar este teorema debes de hacer uso de la definición de igualdad de aplicaciones: tienes que demostrar que las aplicaciones h(gf) y (hg)f tienen el mismo dominio y codominio y que evaluadas en cualquier elemento de su dominio ambas coinciden. 
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Luego las aplicaciones ho(go f)y (hog)o f coinciden para todo x € X, lo que demuestra
que son la misma aplicacién, ver definicién 3 (Pag. 7). [ |

Nota: La composicién de aplicaciones no tiene que verificar la propiedad conmutativa.
Es més, si dominio y codominio no son el mismo conjunto no tiene sentido esta pregunta,
e incluso si X un conjunto no vacio y f,g : X — X son dos aplicaciones no tiene que
verificarse que fog=go f.

Ver definicién de Idy en el ejemplo Bxs (Pag. 7).
Lema 9 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f: X — Y una aplicacion.

(i) Si Idy denotan la aplicacién identidad en Y, entonces Idy of = f.

(i) Si Idx denotan la aplicacién identidad en X, entonces f oldy = f.

Demo: Los dos apartados son obvios. [

Proposiciéon 10 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f: X =Y, g:Y — Z dos
aplicaciones. Entonces:

(i) Si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(ii) Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva. (ejercicio)
(ili) Si g o f es inyectiva, entonces f es inyectiva. (ejercicio)
(iv) Si g o f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

(v) fy g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

Demo:

(i). Supongamos que f y g son dos aplicaciones inyectivas y consideremos zy,zy € X
tales que go f(x1) = g o f(x2) (tenemos que demostrar, para ver que g o f es inyectiva,
que z1 = x3). Por definicién

9(f(21)) = g o f(1) = g o f(w2) = g(f(22))

por tanto, como g es inyectiva, f(x;) = f(z2) y como f es inyectiva x; = .

(iv). Supongamos que go f : X — Z es una aplicacién sobreyectiva y veamos que
g :Y — Z es también sobreyectiva. Dado z € Z tenemos que encontrar un y € Y tal que
g(y) = z. Como g o f es sobreyectiva, existe z € X tal que z = go f(z) = g(f(z)). Por
tanto, y = f(x) es el elemento que buscamos:

(v) es corolario de (i) y (ii). [

Proposiciéon 11 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion.
Entonces,

(i) f es sobreyectiva si y sélo si existe g : Y — X tal que fog = Idy. Es més, si g es
Unica, f es biyectiva.


Puntos clave

Simplemente hay que saberse la definición de igualdad de aplicaciones y comprobar que estas aplicaciones son la misma

Puntos clave

Si tienes claras las definiciones debes de poder demostrar cualquier apartado sin problemas.
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(i) f es inyectiva si y sélo si existe g : Y — X tal que go f = Idx. Es més, si g es tnica,
f es biyectiva o #X =1 **.

Demo: (i) Si existe una aplicacién g : Y — X tal que f o g = Idy, por la proposicién
10(iv) (Pag. 11), f es sobreyectiva (ya que la aplicacién Idy es sobreyectiva). Supongamos
ahora que f : X — Y es una aplicacién sobreyectiva (para terminar de demostrar el
apartado tenemos que construir una aplicacién g : Y — X tal que f o g = Idy). Dado
y € Y como f es sobreyectiva, f~'({y}) # 0. Por tanto para cada y € Y elegimos un
z € f1({y}) y definimos g : Y — X como

g(y) =z siendo z el elemento elegido anteriormente en f~*({y}).

Tenemos entonces que f o g(y) = f(g9(y)) = y (ya que por construccién g(y) € f~1({y}).
Es méas como la eleccién de x € f~'({y}) es arbitraria, si existe un y € Y tal que el
conjunto f~'({y}) tiene mds de un elemento, entonces podemos definir mas de una g, en
caso contrario, si para todo y € Y el conjunto f~!({y}) tiene un elemento, la aplicacién
es inyectiva, ver el ejercicio 12 (Pag. 24).

(ii) Si existe una aplicacién g : Y — X tal que g o f = Idx, por la proposicién 10(iii)
(Pag. 11), f es inyectiva (ya que la aplicacién Idx es inyectiva). Supongamos ahora que
f: X — Y es una aplicacién inyectiva (para terminar de demostrar el apartado tenemos
que construir una aplicacién g : Y — X tal que go f = Idy). Sea Im(f) la imagen de f y
consideremos Y = Im(f) U Im(f) (Y queda partido en dos trozos, por un lado la imagen
de f y por el otro lo que falta, el complemento de la imagen). Por ultimo elegimos un
elemento arbitrario de X, llaméandolo zy. Definimos entonces la aplicacion g. Dado y € Y:

o) = { x, siy € Im(f) donde x es el tnico elemento de X tal que f(z) = y;

xg, siy ¢ Im(f).

Tenemos entonces que go f(z) = g(f(x)) y por como hemos definido g, como f(z) € Im(f),
g(f(x)) es el tnico elemento de X, llamémoslo a, tal que f(a) = f(z) es decir, g(f(x)) = .
Por dltimo, observar que si #X > 1y f no es sobreyectiva, es decir, Im(f) # Y (o
equivalentemente Im(f) # ()) podemos definir mds de una g (cada vez que cambiamos el
xo [por hip6tesis hay més de uno| tenemos una nueva g que verifica la tesis). ]

Teorema 12 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es biyectiva.
(ii) Existe una aplicacién g : Y — X tal que fog=1Idy y go f = Idx.

Es més, g es tinica, que denotaremos por f~!. En este caso se dice que f es inversible
con inversa f~ 1.

Demo: Supongamos que estamos en las condiciones de (ii). Entonces por la proposicién
11(i) (Pag. 11) f es sobreyectiva, ya que fog = Idy y por la proposicién 11(ii) (Pag. 11)
f es inyectiva, ya que go f = Idx. Por tanto f es biyectiva. Supongamos ahora que f es

**ver la definicién 3 (Pag. 21)


Puntos clave

Aunque es un resultado algo más difícil, la construcción de g es lógica (en ambos apartados) por lo que debe de comprenderse (a lo mejor con algún esfuerzo). Pon un ejemplo con diagramas de Venn y construye la aplicación g (el proceso es el mismo).

Puntos clave

Es corolario del teorema anterior. Hay que tener un poco de cuidado ya que si f es biyectiva, por ser sobreyectiva el apartado (i) te da una inversa por la derecha y por ser sobreyectiva el apartado (ii) te da una inversa por la izquierda, pero no se ha demostrado que tengan que ser la misma.
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biyectiva. Entonces, como f es sobreyectiva, por la proposicién 11(i) (Pag. 11) existe una
aplicacién g : Y — X tal que f og =1Idy y como f es inyectiva, por la proposicion 11(ii)
(Pag. 11) existe una aplicacién ¢’ : Y — X tal que ¢’ o f = Idx (nadie nos asegura en
principio que tengan que ser la misma). Por tltimo,

g=g'oldy=go(fog)=(s0of)og=Idxog=g
Es mas, la identidad anterior nos demuestra que g es tnica. |

Proposicién 13 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f: X =Y yg:Y — Z dos
aplicaciones biyectivas. Entonces g o f es biyectiva, por tanto inversible con inversa,

(gof)t=flog"

Demo: Comprobemos simplemente que f~'o ¢! es la inversa de g o f. Tendremos

entonces que g o f es biyectiva por el Teorema 12 (Pag. 12).

(flog o(gof)=fo(glog)of=f"oldyof = f"of=1dx
(gof)o(flog)=go(fof)ogl=goldyog'=gog ' =Idy.

Lo que demuestra la proposicion. ]

Nota: Dados dos conjuntos no vacios X, Y y una aplicaciéon f : X — Y NO SE DEBE
CONFUNDIR la imagen inversa de un subconjunto B de Y por f, denotado por f~1(B),
con la inversa de la aplicacion (QUE SOLO EXISTIRA SI f ES BIYECTIVA).

% Los ejercicios del 7 al 18 de este tema pueden servirte para comprobar si has
asimilado las nociones de esta seccién.

3. Relaciones

Definicién 1 Se define una relacién en un conjunto no vacio X, y se denota por R,
como cualquier subconjunto del producto cartesiano X x X. Si un elemento (a,b) € R
diremos que a esta relacionado con b y lo denotaremos por a R b.

Ejemplos A

* En el conjunto de los niimeros naturales definimos la relacién “ser menor o igual que”,
es decir, diremos n R m si y sélo si n < m. Asi, 3 R 5 si estan relacionados, mientras que

5 R 2 no.

* Podemos considerar, en el conjunto de los seres humanos, la relacion “ser hermano de”.

Definicién 2 Sea X un conjunto no vacio y R una relacién en X. Diremos que R verifica
la propiedad:

e Reflexiva: Para todo x € X, se tiene que z R .
e Transitiva: Siz Ry ey R z, entonces z R z.

e Simétrica: Si x R y, entonces y R =.


Puntos clave

Es una mera comprobación.
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e Antisimétrica: Si x R y e y R x, entonces x = y.

Ejemplos B Consideremos las siguientes relaciones:

R:={(x,y) e Nx N | z divide a y}
R :={(z,z+1)| conxeN}
R":={(1,1),(2,2), (a,a),(1,a),(a, 1)} en A={1,2,a}

Entonces: R es refleziva, transitiva y antisiméltrica (no es simétrica). R’ verifica solamen-
te la propiedad antisimétrica. R" es reflexiva, transitiva y simétrica (no es antisimétrica).

3.1. Relaciéon de equivalencia.

Definicién 3 Sea X un conjunto no vacio y R una relacién en X. Diremos que R es una
relacion de equivalencia si verifica las propiedades reflexiva, transitiva y simétrica.

Ejemplos C (La relacién de Congruencia) Sea Z el conjunto de los enteros y sea
n € Z. Definimos la relacién

aRb <<= a—b=n (a—0besmultiplo de n)

Tenemos que R es una relaciéon de equivalencia, llamada la relacién de congruencia
modulo n. Esta relacion se denota de forma especial. Asi, si dos enteros a,b € Z estan
relacionados se denotard por a = b (modn).

Demo: Veamos que la relacién de congruencia verifica las propiedades reflexiva, tran-
sitiva y simétrica:

(7). Reflexiva: dado = € Z, tenemos que x —x = 0 - n por lo que z = x(modn).

(7). Transitiva: Sean x,y,z € Z tales que x = y (modn) e y = z (modn). Tenemos
entonces que existe un o € Z tal que x — y = an y existe un § € Z tal que y — z = (n.
Por tanto

t—z=(r—y)+(y—2) =an+fn=(a+h)n
Luego z = z(mod n).

(241). Simétrica: Sean x,y € N tales que x = y(modn). Por definicién existe a € Z tal

que z —y = an. Asi, y — x = (—a)n y por tanto y = z(mod n). |

Ejemplos D Sean X,Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y wuna aplicacion. Entonces
la relacion aRb <= f(a) = f(b) es de equivalencia. (Ejercicio)

La siguiente definicién nos va a permitir construir nuevos ejemplos de relaciones de
equivalencia. Como veremos al final de esta seccién, cualquier relacién de equivalencia
sera de este tipo.

Definicién 4 Sea X un conjunto no vacio y P = {4, };c; una familia de subconjuntos de
X. Diremos que P es una particion de X si:

e Para todo i € I, se tiene que A; # ().


Puntos clave

Es una mera comprobación. Si comprendes la definición de relación de equivalencia lo debes de poder demostrar sin problemas
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e Dados 4,5 € I, con i # j, se tiene que A; N A; = 0.
o Uer di = X.

Teorema 5 Sea X un conjunto no vacid y sea P = {4;};c; una particién en X. Entonces
la relaciéon 2Ry si y sélo si z,y estan en un mismo trozo de la particion, es decir,

TRy <~ 3Jiel]|xzycA,

es una relacion de equivalencia en X.

Demo: Veamos que R verifica las propiedades reflexiva, transitiva y simétrica:

(7). Reflexiva: dado x € X, por la propiedad tercera de la definicién de particién se
tiene que x € X = U;c;A; por tanto existe un ¢ € I tal que = € A; y asi, xRz.

(7). Transitiva: Sean x,y,z € X tal que 2Ry e yRz. Por definicién, existe i € I tal
que z,y € A; y existe un j € [ tal que y,z € A;. Por tanto y € A;NA; y por la propiedad
segunda de la definicién de particién ¢ = j. Asi, z,y, z € A;(= A;), y por tanto 2 Rz.

(74i). Simétrica: Sean x,y € X tales que zRy. Por definicién existe iy € I tal que
x,y € A;, y por tanto yRx. |

Ejemplos E Sea X un conjunto no vacio y P una particion en X. Entonces, el teo-
rema anterior nos permite asociar una relacion de equivalencia a la particion P que se
denotard por Rp.

Desde este momento, hasta el final de la seccién vamos a demostrar que toda relacion
de equivalencia es de este tipo. Es decir, si tenemos una relacion de equivalencia R en un
conjunto no vacio X podemos construir una particion P en X tal que R es exactamente
la relacién de equivalencia asociada a P.

Definicién 6 Sea X un conjunto no vacio y R una relacién de equivalencia en X. Dado
un elemento = € X definimos la clase de equivalencia de x y la representamos por [z]
0 Z como el conjunto:

T={yeX|zRy}CX

Nota: Observar que la propiedad reflexiva nos asegura que = € 7.
El conjunto de todas las clases de equivalencia de una relacién R en un conjunto X
se le llamara el conjunto cociente de X respecto de R y se denotard por X/ R o X/

Ejemplos F x Consideremos la relacién de congruencia mod 3. Tenemos entonces que

0={r€Z|2=0(mod3)} = {3x reZ}=4{--,-6,-3,0,3,6,---}
1={zr€Z|r=1(mod3)}={3x+1 ze€Z}={--,-5-21,47---}
2={r€Z|x=2(mod3)} ={3z+2 x€Z}={ -,-4,-1,2,58,---}

Observar que 0 = 3 = 6 =etc y que los subconjuntos {0, 1,2} son una particién de Z.
*Sea A={1,2,a} yR={(1,1),(2,2),(a,a),(1,a), (a,1)}. Entonces R es una relacion
de equivalencia y A/~ = {{1,a}, {2}} (observar que forman una particién de X).


Puntos clave

Es una mera comprobación. Si comprendes la definición de relación de equivalencia y de partición lo debes de poder demostrar sin problemas
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* Sean X, Y dos conjuntos no vacios, f : X — Y una aplicaciéon y consideremos la
relacién de equivalencia en X: aRb <= f(a) = f(b). Entonces, para todo a € X,

a={reX|f(z)=fla)}=f"(f(a)

Aunque pueda ser aqui un poco mas dificil de visualizar, nos encontramos otra vez con
que el conjunto cociente es un realidad una particion de X. Por ejemplo, si consideramos
la aplicacién dada en el ejemplo C (Pag. 8),

Tenemos que el conjunto cociente respecto de esta
relacion es X/~ = {{1},{2,4,6}, {3}, {5}}. Obser-
var que, en este caso también, se trata de una par-
ticion del conjunto X.

Teorema 7 Sea X un conjunto no vacio y sea R una relaciéon de equivalencia en X.
Entonces la familia de las clases de equivalencia de elementos de X es una particién de
X, denotada por Pr. Es mas,

(i) Para todo x € X se tiene que z € 7.

)
(i) 2Ry siy sélosiz €y (<= y € T).
(i) 2Ry siy solo si T = 7.
(iv) 2Ry siy sélo si existe z € X tal que z,y € Z.
Observar que (iv) lo que dice es que la relacién R es la relacién de equivalencia asociada
a la particién Pgp.

Demo: Vamos a demostrar los cuatro apartados, ya que ellos nos demostraran el
teorema.

(i). Por la propiedad reflexiva Rz, por lo que por definiciéon z € T = {y € X | zRy}.

(ii). Este apartado més bien es un recordatorio, ya que xRy, si y sélo si y € T (por
simetria, x € 7).

(iii). Supongamos que xRy y veamos que T = J. Veamos ambos contenidos: sea z €
7, entonces xRz. Por la propiedad simétrica, zRx y como tenemos xRy, la propiedad
transitiva nos demuestra que zRy es decir, z € y. De forma similar, si z € T se tiene que
z €y, porloquex =7.

Supongamos ahora que T = g. Entonces, por (i), x € T = 7 y por tanto, ver (ii), zRy.

(iv) Supongamos que xRy, entonces, por (i) y (iii), =,y € T = 7. Supongamos ahora
que existe un z € X tal que x,y € Z. Entonces, 2Rz y yRz. Por tanto, aplicando la
propiedad simétrica, xRz y 2Ry y por la transitiva, 2Ry.

Por ultimo, para cada z € X, x € T por lo que T # (). Por otro lado, si TNy # (), existe
z € TNy y por tanto, por (i), zNRx y zNRy por lo que por (iii), T = Z = y. Claramente
se tiene que | J,.y 7 = X. Lo que demuestra que las clases de equivalencia de R definen
una particién en X y (iv) demuestra que R es la relacién asociada a esta particion. W


Puntos clave

 No te lies con las definiciones
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Nota: Este teorema nos demuestra que los conceptos de particion y relacién de equi-
valencia son el mismo. Es decir, si tenemos una relacion de equivalencia la podemos ver
como una particion y si tenemos una particion la podemos ver como una relacién de
equivalencia.

Nota: Observar que por el apartado 3 del teorema anterior si 2Ry, T = ¥, es decir,
que el subconjunto * C X también se puede representar por 7. Por tanto, un mismo ele-
mento del conjunto cociente X/, se podran nombrar usando distintos representantes. Por
ejemplo, si consideramos la relaciéon de congruencia modulo 3, tenemos que el conjunto
cociente es

Ya que 1 = 10 (mod3) y por tanto 1 = 10, 2 = 29(mod 3) y por tanto 2 = 29 y
3 = 99 (mod3) y por tanto 3 = 99. Como veremos mas adelante esta posibilidad de
representar los elementos del conjunto cociente de distintas maneras nos obligara a ser
muy precavidos cuando trabajemos con estos conjuntos.

Definicién 8 Sea X un conjunto no vacio y R una relacion de equivalencia en X. Recor-
damos que el conjunto cociente de X respecto de R es el conjunto de todas las clases de
equivalencia de X (que acabamos de demostrar forman una particién de X . Este conjunto
cociente lo denotamos por X/ R o X/~

Definicién 9 Sea X un conjunto no vacio y R una relaciéon de equivalencia en X. Se
define la aplicacién candnica de X en X/ como la aplicaciéon 7 : X — X/, definida
por m(x) = T.

Corolario 10 Sea X un conjunto no vacio y sea R una relaciéon de equivalencia en X.
Sea X/ R el conjunto cociente y m : X — X/ R la proyeccién candnica al cociente.
Entonces para todo x,y € X se tiene que

TRy < w(z)=m7(y)

Por lo que R también puede verse como la relacion asociada a la aplicacién canodnica.

Demo: Es el apartado (iii) del teorema anterior. [

3.2. Relacién de orden.

Definicién 11 Sea X un conjunto no vacio y R una relacién en X. Diremos que R es
una relacion de orden si verifica las propiedades reflexiva, transitiva y antisimétrica.
Normalmente denotaremos las relaciones de orden por el signo < y diremos que el par
(X, <) es un conjunto ordenado.

Ejemplos G
* Considerar la relacién de “mayor o igual” o “menor o igual” en N, Q 6 R.

* Sea X un conjunto. Entonces (P(X), C) es un conjunto ordenado.


Puntos clave

Es trivial a partir del teorema anterior
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* Sea A ={1,2,a,z,y, 2z} entonces la relacién siguiente es una relacién de orden en A,

R={(1,1),(2,2),(a,a), (z,2), (y,9), (2,2), (1,2), (1,2),(1,2), (2, 2), (1,9), (x, 2) }.

Z

Observacién: Podemos representar las relaciones de orden usan-
do grafos, en donde una linea entre dos elementos de distinta
altura significa que estén relacionados y el elemento de més altura | z Y
es el mayor. Asi, la relacién de orden anterior queda representada
por el grafo: o
Observar: a no esta relacionado con ningin otro elemento de A.

Definicién 12 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Diremos que dos elementos x,y € X
son comparables si a < b o b < a. En caso contrario diremos que son no comparables.

Por ejemplo en la relacién de orden dada en el ejemplo G (*3) (Pag. 17) se tiene que
2 y x no son comparable. Es mas, el elemento b sélo es comparable consigo mismo.

Definicién 13 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Diremos que < es un orden total si
dos elementos cualesquiera de X son comparables.

Definicién 14 (Elementos Notables en un conjunto ordenado). Sea (X, <) un conjunto
ordenado y sea Y C X.

e Se define una cota superior o mayorante para Y como cualquier elemento x € X tal
que para todoy € Y, y < x.

r € X es una cota superior <— VyeY, y<u.

e Se define una cota inferior o minorante para Y como cualquier elemento x € X tal
que para todoy € Y, x < y.

x € X es una cota inferior < VyeY, z <uy.

e Se define el supremo para Y, y se denota por Sup(Y), como la menor de las cotas
superiores.

x =Sup(Y) <= =z es cota superior y Vz cota superior = < z.

Cuando el supremo pertenece a Y se le denomina maximo y se le denota por Max(Y’)

e Se define el infimo para Y, y se denota por inf(Y'), como la mayor de las cotas inferiores.
x=1Inf(Y) <=z es cota inferior y Vz cota inferior z < z.

Cuando el infimo de Y pertenece a Y se le denomina minimo y se le denota por Min(Y').

e Se dice que un elemento y € Y es un elemento maximal de Y si no existe otro
elemento en Y mayor que él. Es decir,

y €Y es un elemento maximal <= VzeY |y<z=z=y
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e Se dice que un elemento y € Y es un elemento minimal si no existe otro elemento en
Y menor que él. Es decir,

y € Y es un elemento minimal <= VzeVY |z<y=z=y

Ejemplos H Consideremos los siguientes conjuntos ordenados, A, B,C, D (con los or-
denes dados por los grafos respectivos) y los subconjuntos A', B, C", D'.

A B C D
Z ¢ b /
A P N ol
QBN | =T O i B
— || & ‘ ‘
s oh| | K Y 1

Entonces los elementos notables en A", B',C', D" son:

Cot. Sup. | Sup. | Mdz. | E. Max. | Cot. Inf. | Inf| Min. | E. Min
Al 0 0 0 12,9} 1 1 0 2,9y}
B’ v o | 0 {Bat | oyt 1O 0 | {Ba}
¢ b b 0 | {ed} {/} 0 f {/}
D’ 3 0 3 {3} {1,2} 0 2 {2}

Definicién 15 Se dice que un conjunto ordenado (X, <) es un reticulo si para todo par
de elementos a,b € X existe Sup({a, b}).

Ejemplos I

* de los conjuntos ordenados A, B,C, D solo C' y D son reticulos. Ya que en A no existe
el supremo de {2,y} y en B no eziste el supremo de {u,~}.

* i X es un conjunto y sea (P(X), C) el conjunto ordenado “partes de X ” con la relacion
de orden “contenido”, ver el ejemplo G (x2) (Pag. 17). Entonces el supremo de dos ele-
mentos A, B C X es AU B (por tanto (P(X), C) es un reticulo). Mientras que el infimo
de dos elementos A,B C X es AN B.

Definicién 16 Se dice que un conjunto ordenado (X, <) posee un buen orden si todo
subconjunto no vacio de X posee un elemento minimo.

e Los Naturales con su orden usual, (N <), es un conjunto ordenado que posee un
buen orden.

Definicién 17 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto Y de X es una cadena
si esta totalmente ordenado, es decir, cualquier par de elementos de Y son comparables.

Ejemplos J Consideremos X = {a, b, c,d} y sea (P(X), C) el conjunto ordenado “partes
de X7 con la relacién de orden “contenido”. Sean

Y = {{a},{a,c}, {a,d}}, Z :={{d},{b,d}{b,c,d}}, T :={{c},{b,c},{a,b,d}}.
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{a,b,c,d}

{a,c,d} {a,b,c}

Tenemos entonces:
* Z es una cadena en P(X), mientras que Y y Z no lo son.

* Las cotas superiores de Z son {b,c,d} y X. Tiene méximo, Max(Z) = {b, ¢, d}. Las
cotas inferiores de Z son {d} y 0, El infimo de Z es su minimo, Min(Z) = {d}.
Es més, {d} es el tinico elemento minimal de Z, mientras que {b,c,d} es su unico
elemento maximal.

* Las cotas superiores de Y son {a,c,d} y X. Tiene supremo, Sup(Y) = {a, ¢, d}, que
no es maximo. Las cotas inferiores de Y son {a} y 0, El infimo de Y es su minimo,
Min(Y) = {a}. Es més, {a} es el inico elemento minimal de Y, mientras que {a, c}
y {a,d} son elementos maximales.

* La cota superior de T" es X. Tiene supremo, Sup(7') = X, que no es méaximo. La
cota inferior de T es ), El infimo de T es Inf(T") = (. Es mas, {c} y {a,b,d} son
elementos minimales, mientras que {b,c} y {a,b,d} son maximales.

Definicién 18 Se dice que un conjunto ordenado (X, <) es inductivo si toda cadena de
X admite una mayorante.

Lema 19 (Lema de Zorn) Todo conjunto inductivo posee elementos maximales.

El Lema de Zorn es un axioma, por lo que no es demostrable. No hay conformidad
total, en el mundo matematico, a la hora de aceptar este axioma: hay mateméticos que lo
aceptan (y lo usan) y otros que no. El no aceptarlo conlleva ciertas consecuencias: no es
posible demostrar, sin el axioma de Zorn, que todo espacio vectorial posea una base (no
obstante, nadie ha encontrado hasta el momento una base para el espacio vectorial de las
sucesiones reales, o una base de R como Q espacio vectorial). Si estd demostrado que el
Lema de Zorn es equivalente a los siguientes resultados:
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Lema 20 (Principio de eleccién) Dada una familia no vacia de conjuntos no vacios
{X;} con i € I, es posible elegir un elemento de cada conjunto. O lo que es equivalente,
el producto cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios es no vacio (aunque
en este momento no sepais que es un producto cartesiano de un producto infinito de
conjuntos).

Lema 21 (Lema de Zermelo) Todo conjunto no vacié admite un buen orden.

Hago notar que nadie ha sabido dar una estructura de buen orden en el conjunto de
los Numeros Reales. No obstante, este resultado permite usar el llamado principio de
induccién transfinito, por tanto, quien no acepte el lema de Zorn, no puede usar dicho
principio.

% Los ejercicios del 19 al 26 de este tema pueden servirte para comprobar si has
asimilado las nociones de esta seccién.

4. Cardinales

Cuando contamos los elementos de un conjunto X con n elementos, lo que hacemos
(por si no nos hemos dado cuenta) es ponerlo en correspondencia biyectiva con el conjunto
{1,2,...,n}. En este caso diremos que X es un conjunto con n elementos o que tiene
cardinal n. Cuando el conjunto es infinito la nocién “tener el mismo ntimero de elementos”
se complica un poco:

Podriamos pensar que el conjunto de los nimeros naturales, N tiene “més” elementos
que el conjunto de los nimero naturales que son pares, vamos a denotar este conjunto por
P. No obstante, la aplicacién f : N — P definida por f(n) = 2n es biyectiva (lo que nos
hace suponer que tienen el mismo ntmero de elementos.

Definicién 1 Se dice que dos conjuntos X e Y son equipotentes si existe una aplicacion
biyectiva f : X — Y.

Lema 2 La relacion “ser equipotente a” verifica las propiedades reflexiva, transitiva y
simétrica.

Nota: Queremos definir el cardinal de un conjunto, con la idea de que dos conjuntos
X eY tienen el mismo cardinal si son equipotentes (existe una biyeccién f: X — Y). Es
decir, si pertenecen a la misma clase de equivalencia de la relaciéon “ser equipotente a”.

Definicién 3 Se define el cardinal de un conjunto X y se denota por | X| o #X como la
clase de equivalencia de X en la relacién “ser equipotente a” (es decir, como la clase de
todos los conjuntos que son equipotentes a X).

Nota: Observar que con esta definicién dos conjuntos tienen el mismo cardinal si y
sOlo si son equipotentes.

Alguna de estas clases de equivalencia tienen nombre propio:

e Fl cardinal del conjunto vacio se denota por 0.

e Diremos que un conjunto no vaciéo X es finito de cardinal n si X es equipotente al
conjunto {1,2,...,n}, denotado por | X| = n. En caso contrario diremos que X es
de cardinal infinito, denotado por | X| = oo.
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e El cardinal de los niimeros Naturales se representa por Ny, que se lee aleph sub cero.

e El cardinal de los nimeros Reales se denota por Ny, que se lee aleph sub uno.

Nota: Se vera en ejercicios que el cardinal de los nimeros racionales, aunque en
principio pueda sorprender, es ¥y. No obstante, no hay un tnico cardinal infinito, N y R
no son equipotentes.

Proposiciéon 4 Sea X un conjunto finito y f : X — X una aplicacién. Entonces:
(i) Si f es inyectiva, entonces es sobreyectiva.

(ii) Si f es sobreyectiva, entonces es inyectiva. (ejercicio)

Demo: (i) Supongamos que f es inyectiva. Dado x € X consideramos el conjunto

{z, f(z), fA(z),...,["(2),...}C X

como todos estos elementos no pueden ser distintos, ya que X es finito, existen n,m € N,
podemos suponer n < m, tal que f"(z) = f™(z). Perosin > 1,

fi@) = (" @) = UM @) = (@)

lo que implica, al ser f inyectiva, que f"~!(z) = f™ !(z). Reiterando este proceso vamos
reduciendo la potencia de f por lo que obtenemos f(z) = f(m —n + 1)(z) y por tanto,
aplicando una vez méas que f es inyectiva, = f™ "(z). Por ultimo como m —n > 0,
f(fm=Yz)) = z lo que demuestra que = es la imagen de f™ " "!(z) y por tanto f es
sobreyectiva.

(ii) queda como ejercicio. |

% Los ejercicios del 27 al 35 de este tema pueden servirte para comprobar si has
asimilado las nociones de esta seccion.


Puntos clave

(1). Acordarse del subconjunto {x,f(x),f(f(x)),f(f(f(x))),…} en donde hay elementos repetidos.
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5. Ejercicios del Tema

1 Sea X = {1,2,3,a,b,c,a,3,7v,{1,a},{4},{a,b,c}}. Di si las siguientes afirmaciones
son ciertas o falsas:

aeX {lia}eX {lyja}CcX 4eX {abc}CX
3CX {a,{4}}CcX {4}cCcX XcCX {abcteX

2 Di si los siguientes son conjuntos. Caso de ser conjuntos, da una descripcion alternativa

de ellos:
» {reR|2?=2}
{zr eR | 2? < 0}.

{reQ|xz=7"conn,meN,m>100}.

{z € Q| x se puede escribir de la forma > con n,m € N,m > 100}.

{reQ|x=2"connmeNm=3}.

3 Sea X un conjuntoy A, By C' tres subconjuntos de X. Demuestra que si ANC' = BNC'
y AUC = BUC(C entonces A = B.

4 Sean X e Y dos conjuntos. Da una condicién necesaria y suficiente para que los con-
juntos X X Y e Y x X sean disjuntos.

5 Sean A, = {k € N | k # n}. Calcula N, A,, U, A,, N, A, y U, A, en donde A, significa
el complemento de A,, en N.

6 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacién. Demuestra que para
todo par de subconjuntos A, B C X,

e Si A C B, entonces f(A) C f(B). e f(AUB) = f(A) U f(B).
o f(AnB) C f(A)Nf(B).

7 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion. Demuestra que f es
inyectiva si y sélo si para todo A, B C X se verifica que f(AN B) = f(A)N f(B)

8 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f : X = Y, g:Y — Z dos aplicaciones.
Demuestra:

» Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.
» Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva. jSerd g inyectiva?

9 Da un ejemplo de tres conjuntos no vacios X, Y y Z y dos aplicaciones f : X — Y,
g:Y — Z tales que g o f sea inyectiva pero g no sea inyectiva.

10 Da un ejemplo de tres conjuntos no vacios X, Y y Z y dos aplicaciones f : X — Y,
g:Y — Z tales que g o f sea sobreyectiva pero f no sea sobreyectiva.
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11 Sea X un conjunto no vacio y f,g,h : X — X tres aplicaciones. Supongamos que
fog=Idx = ho f. Demuestra que h = g.

12 Sean X,Y dos conjuntos no vacios y f: X — Y una aplicaciéon. Demuestra:
» f es inyectiva si y s6lo si para todo y € Y se tiene que #f*({y}) < 1.

= f es sobreyectiva si y sélo si para todo y € Y se tiene que #f~'({y}) > 1.

13 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacién sobreyectiva.
Demuestra que existe una aplicacién inyectiva g : ¥ — X.

14 Sean X,Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicaciéon. Consideremos la
aplicaciéon ¥ : P(X) — P(Y) definida por ¥(A) = f(A) (para cada A C X, ver la
definicién 4 (Pag. 8)). Supongamos que existe un subconjunto D C Y tal que para cada
subconjunto no vacié A C X se tiene que ¥(A) = D. Demuestra que f es una aplicacién
constante. Demuestra que el cardinal de D es 1.

15 Sean X,Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicaciéon. Consideremos la
aplicacion ® : P(Y) — P(X) definida por ¥(B) = f~'(B) (para cada B C Y, ver
la definicién 4 (Pag. 8)). Supongamos que para cada subconjunto B C Y se tiene que
®(B) = X o ®(B) = ). Demuestra que f es una aplicacién constante.

16 Sean X,Y dos conjuntos no vacios. En la definicién 4 (Pag. 8) se ha construido una
aplicacion @, : P(X) — P(Y') para cada aplicacién f : X — Y. Encuentra una aplicacién
¢ : P(X) — P(Y) tal que no exista ninguna aplicacién f : X — Y con & = ®y.

17 Sean X,Y dos conjuntos no vacios. En la definicién 4 (Pag. 8) se ha construido una
aplicacién Uy : P(Y) — P(X) para cada aplicaciéon f : X — Y. Encuentra una aplicacién
U:P(Y)— P(X) tal que no exista ninguna aplicacién f: X — Y con ¥ = Uy,

18 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion.

» Demuestra que la relacién a R b si y sélo si f(a) = f(b) es de equivalencia en X.
» Calcula las clases de equivalencia para la aplicacién dada en el ejemplo C (Pag. 8).

= ; Que propiedad debe de cumplir R para que f sea inyectiva? ;Se puede caracterizar
la sobreyectividad de forma similar?

19 Sea N el conjunto de los niimero naturales. Demuestra que la relacion n R m si y
s6lo si n — m es multiplo de 7 es de equivalencia. Calcula el conjunto cociente.

20 La propiedad reflexiva es redundante en una relacion de equivalencia: si a R b por la
propiedad simétrica b R a y por la transitiva a R a. jDonde esté el error?

21 Dados dos elementos a,b € N diremos que a divide a b y lo representamos por
“|p si existe ¢ € N tal que b = ca. Demuestra que la relacién de divisibilidad es una
relacién de orden en N. Calcula los elementos notables para Y = {2,3,4,5,6,7,8} y para
Z ={14,21}.
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22 Sea X un conjunto no vacio y consideremos el conjunto ordenado (P(X),C). Sea
{A;}ier una familia de subconjuntos. ;Quien es Sup({A;}icr) e Inf({A; }ier)? i Son respec-
tivamente méximo y minimo?

23 Demuestra que en un reticulo existe el supremo de cualquier subconjunto finito.
Nota: Demuestra que

Sup{Aq,..., An_1, Ay} = Sup{Sup{A;, ..., A1}, As}

24 Sea (X, <) un conjunto ordenado tal que todo subconjunto de X posee un tnico
elemento minimal. Demuestra que X posee un buen orden.

25 Sean (X, <) y (X’,<’) dos conjuntos ordenados y sea f : X — X’ una aplicacién
sobreyectiva tal que para todo a,b € X, si a < b, entonces f(a) < f(b). {Es cierto que si
X es un reticulo, X’ también es un reticulo?.

26 Encuentra un conjunto ordenado en donde todo subconjunto posea maximo. ; Puedes
encontrarlo con un subconjunto que no posea minimo?

27 Sean {X;} con i = 1,2,...,n una familia de conjuntos no vacios. Demuestra que el
conjunto

{f:{1,2,...,n} — UXi | f(i) € X; para todo i}
i=1
es un conjunto equipotente a X; X Xo X -+ x X,,.

28 Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Demuestra que X x Y e Y x X tienen el mismo
cardinal.

29 Demuestra que N y Q tienen el mismo cardinal.
30 Demuestra que N y R no son equipotentes.

31 Sean X e Y dos conjuntos equipotentes. Sea zyp € X y yo € Y. Demuestra que
X —{zo} e Y — {yo} son también equipotentes.

32 Demuestra que R es equipotente a R — {0}.

33 Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Supongamos que hay una aplicacién inyectiva
f X — Y y una aplicacion inyectiva g : Y — X. Entonces existe una aplicacién biyectiva
h: X — Y. (Ejercicio muy complicado, hace uso del lema de Zorn [puede ser encontrado
en internet])

e Es 16gico pensar que si tenemos una aplicacion inyectiva f : X — Y es porque en X
hay menos (<) elementos que en Y. Luego este ejercicio dice que si en X hay menos (<)
elementos que en Y y en Y hay menos (<) elementos que en X es porque X e Y tienen
el mismo nimero de elementos
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34 Puede existir un conjunto X que verifique la siguiente propiedad: Para todo elemento
a € X se verifica que a C X. Observar que esta propiedad, en particular, dice que todo
los elementos de X son conjuntos.

35 Puede existir un conjunto X que verifique la siguiente propiedad: Para todo subcon-
junto A C X se verifica que a € X.

36 Sean X,Y,Z,T cuatro conjuntos. Sea f: X =Y yqg:7Z — T dos aplicaciones. Sea
20 € Z ycty Y — Z la aplicacion constante (para todoy € Y, ct,,(y) = 20). Demuestra
que las aplicaciones

ctioof : X =2 y gocty,:Y =T

son también aplicaciones constantes. ;Son ct,, Y — Z yct,,of : X — Z la misma
aplicacion?

37 Sean X,Y dos conjuntos no vacios. En la definicién 4 (Pag. 8) se ha construido una
aplicacion @, : P(X) — P(Y) para cada aplicaciéon f: X — Y. ;Si f es una aplicacién
inyectiva (sobreyectiva), ®; es también inyectiva(sobreyectiva)?.

38 Sean X,Y dos conjuntos no vacios. En la definicién 4 (Pag. 8) se ha construido una
aplicacién Uy : P(Y) — P(X) para cada aplicacion f : X — Y .;Si f es una aplicacién
inyectiva (sobreyectiva), U es también inyectiva (sobreyectiva)?.



Capitulo 2

Los Naturales y los Enteros.

Objetivos del capitulo

= Introducir los Niimeros Naturales y los Ntimeros Enteros estudiando sus propiedades respecto de la
suma, del producto y del orden. Especialmente el principio de induccién e induccion generalizado.

= Estudio y aplicacion del algoritmo de la divisién. Existencia y unicidad del m.c.d y M. C. M.
Teorema de Bezout y factorizacién tnica en Z.

= Estudio de los anillos de congruencias médulo n.

1. Los Numeros Naturales y los Niimeros enteros

1.1. Los Numeros Naturales

Definicién 1 Los Numeros Naturales aparecen por la necesidad que tiene el hombre
(primitivo) tanto de contar como de ordenar una cierta cantidad de objetos.

N:={1,2,3,...}

En los niimeros naturales podemos sumar y multiplicar, pero no podemos, en la mayoria
de los casos, ni restar ni dividir. Histéricamente el cero no es considerado un ntmero
natural. Matematicamente los naturales se definen a partir de 5 axiomas, los Axiomas

de Peano:
1). El 1 es un niimero natural.

Para cada ntimero natural n existe otro ntimero natural n'.

-~ W N

Sin,m € Nyn' =m/ entonces n =m.

).
).
). SineN, n #1.
).
).

5). Principio de induccion matematica: Si S es un subconjunto de N tal que:

a) 1eSy

27
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b) sin € S, entonces n’ € S. Se tiene que S =N

Nota: Observar que, en la representacion usual de los Naturales, para cada n € N, n’ no
es mas que n + 1.

Ejemplos A Demuestra que para todo niimero natural n se verifica que
14345+ +(2n—1)=n"

Demo: Consideremos el conjunto S de los niimeros naturales para los que la igualdad
es cierta. Es claro que 1 € S, ya que 1 = 1%2. Supongamos que la igualdad es cierta para
n, es decir que n € S y veamos que es cierta para n + 1. Tenemos, por hipdtesis, que

143454+ (2n—1)=n

Observar que el siguiente impar de 2n — 1 es 2n + 1, por tanto, si sumamos en ambos
lados de la igualdad 2n + 1 obtenemos

14+3454+ - +2n—-1D+2n+1)=n*+2n+1=(n+1)?

es decir, que n+1 € S. Por tanto aplicando el principio de induccién matematica, S = N,
lo que demuestra que la igualdad es cierta para todo nimero natural. |

Definicién 2 (Principio de induccién generalizado:) Sea S un subconjunto de N
tal que:

e leSy
esil,2...,ne S, entoncesn+1€S.

Entonces S =N

En este punto nos separamos de la teoria axiomatica de los Ntumeros Naturales (tanto
la suma, el producto como el buen orden de N se pueden definir usando una pequena
cantidad de axiomas; a partir de ellos se pueden demostrar todas las propiedades que
vamos a ver a continuacién). Si quieres ver la teoria completa, la puedes encontrar en [1].

Definicién 3 (Propiedades de los Niimeros Naturales)

1. Propiedades respecto de la suma:

a) Propiedad asociativa: (x +y)+2=a2+ (y+2) Va,y,zeN.
b) Existencia de elemento neutro: x +0=0+z =2 VzeN. (si0€N)
c) Propiedad conmutativa: t +y=y+x Vz,y€N.

2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z=x(yz) Vz,y,z€N.

b) Existencia de elemento neutro: z1 =1z =2 Va2 €N.


Puntos clave

Debes de poder comprender este ejemplo sin problemas.
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c) Propiedad conmutativa: xy = yz VYV z,y € N.

d) Ley de simplificacién: V x,y,z € N, con = # 0, si 2y = x z, entonces y = z.

3. Propiedades respecto del orden: Los Naturales poseen un buen orden, es decir,
cualquier subconjunto no vacio de N posee elemento minimo.

4. Propiedades conjuntas: para todo z,y,z € N
a) Propiedad distributiva: (r+y)z =22+ yz.
b) Six <y, entonces z+ 2z <y+ z.
c) Si xz <y, entonces rz < yz.
Nota: Dado (X, <) cualquier conjunto ordenado y dados x,y € X denotamos por:
e = <y, que se leerd x menor estricto que y, si r <y con x # y.
e x >y, que se leerd x mayor o igual que y, si y < z.
e = >y, que se leerd x mayor estricto que y, si y < x con y # .
En particular, para (N, <) tenemos que, 1 < z para todo = € N, con lo que 1 < z
siempre que 1 # z.
1.2. Los Numeros Enteros

Definicién 4 Los Numeros Enteros: aparecen simetrizando el conjunto de nimeros na-
turales, y anadiéndoles el cero. Los denotaremos por Z. Con este nuevo conjunto de
numeros obtenemos la mejoria de que, ahora si, la resta de dos niimeros enteros es un
nimero entero.

Z:=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Definicién 5 (Propiedades de los Niimeros Enteros)

1. Propiedades respecto de la suma:

a) Propiedad asociativa: (x +y)+2=2+ (y+2) Va,y,2€Z.
b) Existencia de elemento neutro: z +0=0+z =2 Vax € Z.

c) Existencia de elemento opuesto: para todo z € Z existe —z € Z tal que
r+ (—x)=(—x)+z=0.
d) Propiedad conmutativa: t +y=y+x Vuz,y€Z.
2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z=z(yz) Vzx,y,z € Z.
b)
c) Propiedad conmutativa: xy =yz YV z,y € Z.
d)

Existencia de elemento neutro: x 1 =1x =2 Vz € Z.

Ley de simplificacién: V z,y, z € Z, con x # 0, si xy = x z, entonces y = z.
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3. Propiedades conjuntas:
a) Propiedad distributiva: (r+y)z=x2+4+yz Vaz,y,z € Z.
4. Propiedades respecto del orden: para todo x,y, 2z € Z

a) Siz <y, entonces z+z <y + z.
b) Siz <yy0<z entonces xrz < yz.

c) Six<y,yz<0,entonces yz < zz.
Nota: Observar que normalmente los elementos de Z no poseen inverso.
Definicién 6 Se define el valor absoluto de un ntimero entero x € Z y se representa

por |z| como:

—x six <0

T siz >0
|| ==

% Los ejercicios del 1 al 6 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccidn.

2. Factorizacion y Divisibilidad en Z

2.1. Algoritmo de la Divisiéon y Divisibilidad en Z

Proposicién 1 (Algoritmo de la divisién.) Dados dos nimeros enteros =,y € Z con
y > 0 existen ¢,r € Z (tnicos), tales que x = cy +r con 0 < r < y.

Demo: Consideremos el conjunto

X={x—ny|lz—ny>0, neZ} CN

Graficamente tenemos:

0 Y r— 3y J:—yX
| |
‘ |

}I \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
T —cy T — 2y
Es claro que X # 0, ya que:

-Siz>0, r=2x—-0ye Xy,

- Six<0, 0<z(l—y)=2— (zy) € X.


Puntos clave

Si miras el dibujo, el resto consiste en ir restando a x múltiplos de y, -y, -2y,...,-cy hasta justo antes de dar negativo (ese número es el resto y el número de veces que has restado el y, el cociente. La unicidad por reducción al absurdo
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Por tanto, aplicando que (N, <) es un buen orden, sea r = Min(X). Asi, existe ¢ € Z
tal que r = x—cy, es decir, x = cy+r. Veamos ahora que r < y. Por reduccién al absurdo,
siy <r, tenemos que 0 <r—y =z — (c+ 1)y € X, una contradiccién, ya que r —y < r
y r era el minimo en X. Por tanto, hemos encontrado c¢,r € Z tales que x = cy + r con
0<r<uy.

Veamos, por tltimo, que ¢ y r son unicos: Supongamos r,1’, ¢, tales que

r=cy+r 0<r<y
x=cy +r 0<r' <y

Podemos suponer 0 < r <’ < y. Entonces cy +r = 'y + r’ por lo que
0<r' —r=(c—7)y. (1)

Por tanto, " — r es multiplo de y y 7" — r < r’ < y, con lo que la tnica posibilidad es
" —r =0, ver el gjercicio 5 (Pag. 46). Ahora, por la ley de simplificaciéon ¢ — ¢ =0. B

Proposicién 2 (Algoritmo de la divisién (ejercicio).) Dados dos ntmeros enteros
x,y € Z con y # 0 existen ¢, r € Z (tnicos), tales que z = cy + 7 con 0 < r < |y|.

Definicién 3 Con la notacién del teorema anterior se dice que z es el dividendo, y el
divisor, c el cociente y 7 el resto.

Definicién 4 Sean x,y dos numeros enteros. Se dice que y divide a = y se representa
Y], si existe ¢ € Z tal que = = cy.

2.2. Maximo Comun divisor

Definicién 5 Sean z e y dos ntimero enteros alguno de ellos no nulo. Se define el maximo
comun divisor de x e y, y se representa por m. c. d(z,y) como un nimero d € Z con las
siguientes propiedades:

1. d>0.
2. Yy d‘y'

3. Si"|; vy "]y, entonces "|4.

Proposicién 6 Sean x,y dos enteros alguno no nulos. Entonces existen m. c.d(z,y) y es
unico. Es mas, existen r, s € Z tales que rx + sy = m.c.d(x,y).

Demo: Sea el conjunto

X ={ax+by|a,beZ, conazx+by>0}CN.

Es claro que X # ), ya que x? + y? € X. Por tanto, aplicando que (N, <) posee un buen
orden, existe
d=rx+sy=Min(X)eN. (1)


Puntos clave

Recordar que el máximo común divisor de dos números x,y es el menos natural que se puede escribir de la forma ax+by es decir, el mínimo del conjunto X.
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Veamos que d = m.c.d(z,y): por definicién, d > 0. demostremos que d divide a z.
Aplicando el algoritmo de la divisién a z,d, existen c¢,r € Z tal que x = cd + r con
0 <r < d. Por tanto, © = c(rz + sy) + r, luego r = (1 — cr)z + (—cs)y. Asi, si r # 0,
r € X con r < d, que es imposible. Luego r = 0, o lo que es lo mismo, d divide a =x.
Cambiando los papeles de x e y demostramos que d divide a y. Por ultimo, Si a divide a x
y divide a y, entonces x = az’, y = ay’ y por tanto d = rx+ sy = raz’+say’ = (rz’+sy')a
lo que demuestra que a divide a d.

Veamos la unicidad: si d y d’ verifican las propiedades de m. c.d(z,y), entonces 4|y y
|, por lo que d = £d’ pero como ambos son ntimeros naturales, tenemos que d = d’. W

Nota: Observar que hemos conseguido, a partir de una demostracién indirecta, demostrar
que existen dos enteros r, s tales que rx + sy = m.c.d(z,y). Es més, el maximo comin
divisor de = e y es el menor natural que puede ser escrito en esta forma. No obstante, en
un caso concreto, no sabemos encontrar dichos nimeros. El siguiente teorema, debido a
Euclides, nos da un algoritmo para calcularlos.

Nota: Aunque pueda parecer una demostracion extrana, cuando estudiemos la nocién de
ideal y los ideales de Z veremos que el resultado (y su demostracién) son muy obvios.
Nota: En ningtin momento se ha dicho que r y s sean tnicos. Asi: m.c.d(2,3) =1y,

1 -3+(=1)-2=1
(=3)-34+ 5 -2=1.

Lema 7 (Ejercicio 7 (Pag. 46)) Sean x,y,a,b € Z, Entonces:
(1) Si*|,, entonces m.c.d(x,y) = x.

(ii) Si®ls y *|p, entonces *|aarpp para todo o, B € Z.

Teorema 8 (Algoritmo de Euclides) Sean z,y dos enteros no nulos. Supongamos que
x =cy+r conr # 0. Entonces

(i) m.c.d(z,y) =m.c.d(y,r).

(ii) Aplicando el algoritmo de la divisién a x e y: x = cy + r1. Si 1 # 0 volvemos a
aplicar el algoritmo de la divisién a y y r1: y = corq + 19, y reiterando el proceso:

r=cy+r; si ri#0
y=cor1+1r9 si 19 #0
ry =csrg+1r3 si r3#0

Tk =Ck42Tk+1 + Thk42

dn € N tal que r,, = 0, entonces r, o = ¢, 7,1 y m.c.d(x,y) = r,_1.
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Demo: (1). Sea d =m.c.d(z,y) y d =m.c.d(y,r).
r=cy+r (1)

Como 4|, 4|, y r = x—cy, 4|,. Ahora, aplicando que d’ = m. c.d(y, ), ¢|». Andlogamente,
como d' divide a y y a r, por (1), d divide a x y por tanto ¢|d. Asi, d = £d' y por tanto
d=d.

(2). La cadena decreciente de ntimeros naturales 11 > ry > r3--+ > rp > -+ debe de
llega a cero (principio del buen orden). Supongamos que r,, = 0, entonces r,,_o = ¢;,_17_1.
Ahora, aplicando reiteradamente el apartado anterior

m.c.d(z,y) =m.c.d(ry,_o,7n_1) = 1

u
Ejemplos A Calcula m. c.d(1567,4763).
4763 = 31567 + 62 (2.1)
1567 = 25-62+ 17 (2.2)
62= 3-17+11 (2.3)
17= 1-11+6 (2.4)
11= 1-6+5 (2.5)
6= 1-5+[1] (2.6)
5= 5:1+0 (2.7)

Luego m.c.d(1567,4763) = 1. En cualquier caso, observar que rapidamente nos en-
contramos con nimeros pequenos a los que les podemos calcular de forma facil su maximo
comun divisor, m.c.d(62,17) = 1.

* Veamos ahora como calcular r, s € Z tales que r - 1567 4+ s - 4763 = 1. Despejamos
el 5 de (2.5) y lo sustituimos en (2.6): 6 =1- (11 — 6) + 1,

1=(-1)-11+2-6 ()
Despejamos de (2.4) el 6, y lo sustituimos en (&), 6 = 17 — 11:
Il=(=1)-11+2-(17—11) = (=3) - 11 +2- 17 ()
Despejamos el 11 de (2.3) y lo sustituimos en (4):
1=(=3)-(62—3-17)+2-17=(=3)-62+11-17 (®)
Despejamos el 17 de (2.2) y lo sustituimos en (#):
1=(=3)-62+11- (1567 — 25 - 62) = 11 - 1567 — 278 - 62 (a)
Por 1ltimo, despejamos 62 de (2.1) y lo sustituimos en (A):

1=11-1567 — 278 - (4763 — 3 - 1567) = —278 - 4763 + 845 - 1567 (%)


Puntos clave

El punto (i) es una mera comprobación. El punto dos es sólo un argumento inductivo. Por tanto debes de poder demostrarlo sin problemas
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Definicién 9 Se dice que un nimero entero p es primo si |p| # 1 y s6lo es divisible por
{17 _17p7 _p}

Nota: Como ejemplos de ntimeros primos: 2,3,5,7,11,13,17,19,23 o incluso el numero
29.996.224.275.833 que es el primo nimero 10*2.

Definicién 10 Sean x e y dos nuimero enteros no nulos. Se dice que x e y son primos
relativos si m.c.d(z,y) = 1.

Corolario 11 (Teorema de Bezout) Sean z,y dos enteros no nulos. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) @,y son primos relativos.

(i) existen r,s € Z tales que rz + sy = 1.

Demo:

(1) = (ii). Si @,y son primos relativos, por definiciéon, m.c.d(z,y) = 1 luego por el
teorema 6 (Pag. 31) existen r, s € Z tal que rz + sy = 1.

(11) = (7). Supongamos que existen r, s € Z tales que re+sy =1y d = m.c.d(zx,y).
Como d divide a z y d divide a y, x = d2’, y = dy’ y por tanto

1=rz+ sy =rdx' +sdy =d(rz’ + sy’)

Por tanto d divide a 1 lo que implica que d = 1, ver el ejercicio 6 (Pag. 46). Es decir, = e

y son primos relativos. |
Teorema 12 (Teorema Generalizado de Bezout) Sean ny,ns,...,n, € N tales que
si k € N divide a todo n;, £ = 1. Entonces existen aq, as,...,qa, € Z tales que ajn; +

agng + -+ -+ a;n, = 1.

Demo: Vamos a dar una demostracién por induccién a r, el nimero de elementos que
tenemos:

(i). Si r = 2 tenemos que este resultado es el teorema de Bezout, por lo que no tenemos
nada que demostrar.

(ii). Supongamos que el resultado es cierto para r — 1 y consideremos 7 naturales no
nulos ny,ns,...,n, € N tales que si k& € N divide a todo n;, k = 1. Sean los naturales
Nni,Na,...,Ny_1 Y sea el conjunto

A :={X e N |Adivide a todos los n; i =1,...,r — 1}

Es claro que 1 € A y que todo elemento de A es menor que cualquiera de los n;, por lo que
es un conjunto finito. Sea [ el mayor elemento de A. Tenemos entonces que n; = fn; con
n; € Z y que el conjunto {n},ns,...,n,_,} verifica la hipétesis de induccién (si hubiera
un v que dividiera a todos los n}, v8 > [ dividiria a todos los n;, i = 1,...,7 — 1, una
contradiccion ya que 3 era el mayor. Por tanto, aplicando la hipétesis de induccion existen
ol € 7 tal que

ainy +agnh + -+ al_nl_; =1 (%)


Puntos clave

Cualquier apartado debe de poder demostrarse sin problemas.

Puntos clave

???
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Por otro lado m.c.d(5,n,) = 1 ya que si algin natural dividiera a § y a n, dividiria
a todos los n; (que no puede ser por hipétesis). Luego aplicando el teorema de Bezout
existen a,b € Z tal que

aff +bn, = 1. (k)

Luego por (%), y sustituyendo (x), tenemos:
1 =aB +bn, = afB(1) + bn, = aB(ain| + aynly + -+ a,_yn;_y) + bn,

/ ! / ! / !
= ao;fny + aayfng + - - - 4+ ac,_ Bn,_, + bn,

/ / /
= aany + aayng + -+ -+ aag._n,._1 + bn,

que nos demuestra el resultado. ]
Proposiciéon 13 Sean nq,ns,. .., n; numeros enteros no nulos y p € Z un nimero primo.
Supongamos que P, p,. n, entonces existe ¢ € {1,2,...,k} tal que ?|,,.

Demo: Vamos a dar una demostracién por induccién a k. Demostremos el caso k = 2.
Supongamos que p no divide a n;. Entonces m.c.d(p,n1) = 1 por lo que por el Teorema
de Bezout existen «, 8 € Z tal que

ang + fp =1 (1)
Ahora, como por hipétesis nyny = ¢p, multiplicando en (1) por ng,
ny = na(any + Bp) = a(ning) + Bpng = a(cp) + Bpng = (ac + Bnz)p (2)

Por tanto, ny es divisible por p.

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1, entonces, si ?|,,n,..n,, aplicando el
caso anterior a los nimeros (n; ...ng_1) y ny tenemos que, ?|,, ., 0 ?|n y por el proceso
de induccidn, si ?|,, .., existe un i tal que ?|,,. Lo que demuestra la proposicién. W

2.3. Factorizacion en 7

Definicién 14 (Teorema de Factorizacién) Dado un nimero entero n con |n| > 1
existen unos Unicos p; < - -+ < pg primos y ny,...,n; € N tales que n = £pi* ... p*.

Demo: Es claro que podemos suponer n € N. Vamos a usar el principio de induccion
generalizado: si n = 2, ya estd factorizado. Supongamos que todo ntimero natural menor
que n esta factorizado como producto de primos. Si n es primo, no hay nada que demostrar,
caso contrario existen a,b € N mayores que 1 tales que n = ab. Entonces a,b < n y por
hipotesis de induccion, a y b factoriza como producto de primos.

Veamos la unicidad: El caso n = 2 es trivial. Por tanto, y aplicando el principio de
induccion generalizado puedo suponer que tenemos factorizacién tnica para todo natural

< n. Supongamos n = pi*...p* = pi"...p* con n;,m; € N (puedo suponer que los

primos que aparecen en la factorizacién son los mismos al haber permitido el exponente
cero). Reordenando puedo suponer n; # 0 y por tanto n es divisible por p;. Aplicando el
resultado anterior, pl\prlnl___pzwk y como p; no puede dividir a ningiin primo que no sea el
mismo, m; > 1, Tenemos entonces que pi* ' .. ppr = prmt .pp* < n, aplicando ahora
el proceso de induccion n; = m; para todo i. |


Puntos clave

Es un proceso de inducción en donde el caso 2 es aplicar Bezout. En cuestiones de divisibilidad hay que tener muy en cuenta Bezout.

Puntos clave

Es un proceso de inducción.
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Corolario 15 Sean z,y dos enteros no nulos. Entonces el maximo comun divisor de x e
————— )

y es el producto de los primos comunes elevado al menor exponentes (en sus respectivas
factorizaciones).

Corolario 16 (Teorema de Euclides) Existen infinitos primos.

Demo: Vamos a dar una demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos que el
nimero de primos es finito, py,pa, ..., pk. Sea n = p1ps - - -pr + 1 € Z. Tenemos que n se
factoriza como producto de primos, sea p uno de estos primos. Entonces n es divisible por
P, Pero pips - - - py es divisible por p, por tanto 1 es divisible por p, una contradiccién (si
1 = pa, p = %1 y no puede ser primo). |

Definicién 17 Sean x,y dos nimero enteros alguno no nulos. Se define el minimo comun
miltiplo de = e y y se representa por M. C.M(z,y) como un nimero m € Z con las
siguientes propiedades:

1. m > 0.
2. % e Y.

3. Si*|, eY|,, entonces "|,.

Demo: Hay que demostrar que tal nimero existe y es tinico. Una posible demostracion
consiste en considerar el conjunto

A:={0<aeN|?, Y.}

Demostrar que es no vacio y que es minimo de este conjunto, digamos m, es el M. C. M(z, ).
Por hipétesis, m verifica 1. y 2. por tltimo, si *|, e Y|, por el algoritmo de la divisién
r = mc+ 1’ (demostrar que ' = 0). [

Proposicién 18 Sean z,y dos enteros no nulos. Entonces el minimo comun multiplo de x
e y es el producto de los primos comunes y no comunes elevado al mayor de los exponentes
(en sus respectivas factorizaciones).

Corolario 19 (Ejercicio 8 (Pag. 46)) La relacién de divisibilidad en Z es reflexiva,
transitiva y verifica que para todo a,b € Z, si

“, v, entonces a = =b.

Por tanto, es una relacion de orden en N. Es més, el infimo de dos elementos a,b € N coin-
cide con m.c.d(a,b), y el supremo de dos elementos a,b € N coincide con M. C. M(a, b),
por lo que N con la relacion de divisibilidad es un reticulo.

Corolario 20 Sean z,y dos enteros no nulos. Entonces
lzy| = m.c.d(z,y). M. C. M(z, y).

% Los ejercicios del 7 al 21 de este tema pueden servirte para comprobar si has
asimilado las nociones de estas dos secciones.


Puntos clave

si el número de primos fuera finito el producto de ellos más 1 no sería factorizable

Puntos clave

Considerar el conjunto de todos los múltiplos comunes y demostrar que el mínimo en este conjunto (que existe) verifica lo que queremos
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3. Congruencias.

3.1. Anillos de congruencias

En esta seccion vamos a trabajar con nuevos conjuntos de ntmeros: Z,, los anillos
de congruencias modulo n.

Definicién 1 Sea Z el conjunto de los enteros y n € N. Dados a, b € Z, diremos que a es
congruente con b médulo n, y lo representaremos por a = b (modn) si "|,_p.

Proposicién 2 Sea Z el conjunto de los enteros y n € N. Entonces:

(i) Para todo a,b € Z, a = b (modn) si y s6lo si el resto de dividir a por n coincide
con el resto de dividir b por n.

(ii) La relacién de congruencia es una relaciéon de equivalencia,

(iii) Las clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo n son

Zn = Z/(modn) = {G,T,ﬁ, e, N — 1}.

Demo: (i). Aplicando el algoritmo de la divisién @ = en +r, b = ¢'n + r’. Podemos
suponer que ' < r (en caso contrario les cambiamos los nombres). Ahora, a — b =
(c—=dn+r—r"con0<r—r" <r<n,portanto a — b es miltiplo de n si y sélo si
r—r' =0.

(ii). Trivial a partir de (i).

(iii). Dado a € Z, aplicando el algoritmo de la divisién, a = en +r con 0 < r < n.
Por tanto a —r = en'y a = r (modn) o lo que es lo mismo @ = 7 (hemos demostrado
que a lo sumo hay n clases de equivalencia, {0,1,2,--- ,n — 1}). Veamos ahora que todas
son distintas: sean 0 # i < j < n y supongamos que i = j. Entonces j = i (modn) por
lo que j — i = cn. Por otro lado, 0 < j —7 < j < m, con lo que la tUnica posibilidad es
J—1i=0n=0, es decir ¢ = j y hay n clases de equivalencia. ]

Nota: En el anillo de congruencias modulo n, con n € N, tenemos que la clase de
equivalencia de un elemento r € Z es:

T

{r+an|aecZ}

Es decir, cualquier elemento de este conjunto es un representante para la clase 7 € Z,.

Teorema 3 Sea Z el conjunto de los enteros y n € N. Entonces podemos definir una
suma y un producto en el conjunto cociente, Z,:

(i) @+ b:=a + b para todo @,b € Z,.

(i) @-b:=a- b para todo @,b € Z,.

(iii) Las operaciones anteriores verifican las propiedades 1.(a),(b),(c),(d), 2.(a),(b),(c),
3.(a). de la definicién 5 (Pag. 29).


Puntos clave

Es una comprobación, lo deberías de demostrar sin problemas
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Nota: No hay ninguna relacién de orden asociada a este conjunto cociente. A Z,, con
las operaciones anteriores se le denomina el anillo de congruencias médulo n. Observar
que 0 = {kn | k € Z}, es decir, los multiplos de n son el elemento neutro de la suma.

Demo: En (i) y en (ii) se ha definido la suma y el producto respecto de representantes
de cada clase, por lo que hay que demostrar que la suma y el producto estdn bien definidos
(no dependen de representantes). Sean

/
)

a—a =cn

b—V =cdn (1)

I
S]

o> 9l
j=al

(i). Veamos que la suma estd bien definida: por (1), sumando ambas expresiones,
a—a +b—b=(c+d)n, olo que es lo mismo,

a+b—(a+V)=(c+)n,

es decir, a + b=a' + b (modn) y por tanto a+b=a' + V.
(ii). Veamos que el producto estd bien definida: por (1), a =a' +cny b=V + n por
tanto, si multiplicamos ambas expresiones,

ab=a't' +dcdn+ben+cdn® = db + (dd +c+ ccdn)n.

Por tanto ab = a'b’ (modn) y por tanto ab = a'l.
(iii). Todas estas propiedades son ahora triviales:

= Propiedades de la suma:

o Asociativa: T+ (y+2)=T4+y+z=z+y+2)=(r+y) +z=c+y+z=
T +7y) +z

e Conmutativa: T+y =z +vy

yt+tr=y+7z

e Elemento neutro: z+0=x+0=7.

e Elemento opuesto: T+ —z = 0.

» Propiedades del producto:

e Conmutativa: T-y=2-y=y -2 =7 T.

e Elemento Neutro: Z-1=2-1=7.

» Propiedades conjuntas (distributiva):

T-P+2)=7T-(y+z)=z-(y+2)=x-y+rv-2=T-y+7-2.

Lo que demuestra la proposicién. Se dice que (Z,,+) es un grupo abeliano por cumplir
las 4 primeras propiedades. Se dice que (Z,,,+,-) es un anillo unitario por cumplir todas
las propiedades anteriores. |


Puntos clave

Es una comprobación, el color azul (dificultad media) es simplemente porque te tienes que acordar de comprobar que las operaciones están bien definidas, es decir que no depende del representante


Capitulo 2. Los Naturales y los Enteros. 39

Corolario 4 Sean € N y sean a,b,c,d,x € Z, y € N. Supongamos que a = b (modn) y
¢ =d (modn). Entonces,

(1) a+c=b+d (modn) (i) a-c=0b-d (modn).

(i79) x-a=x-b (modn). (iv) a¥ = b (modn).

Nota: Se ha demostrado que si estamos trabajando en el anillo de congruencias modulo
n cuando multiplicamos o sumamos nimero podemos cambiar cualquiera de ellos por un
congruente (modulo n) suyo. Asi, en Z; tenemos:

(213-543) + 1113 = (4-4) +2 = 18 = 7 (mod 11)

En cambio no podemos cambiar por niimeros congruentes las potencias (los exponentes
nos dicen cuantas veces hay que multiplicar un elemento):

212 £ 2! (mod 11)

Ejemplos A Veamos las tablas de sumar y multiplicar de Zg:

+10 1 2 3 4 5 |0 2 3 4 5
0(o0 1 2 3 4 5 0fo 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 1{0 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 310 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

Nota: En estos conjuntos de niimeros ocurren cosas extraias: Por ejemplo, en Zg, 2 3 = 0,
por lo que el producto de niimeros no nulos puede ser cero.

Definicién 5 Sea Z, el anillo de congruencias médulo n (con n € N). Diremos que a € Z,
es inversible en Z, si existe b€ Z, tal que @a-b=1=10-

Proposicién 6 Sea Z, el anillo de congruencias médulo n (con n € N) y sea a € Z,.
Entonces, @ es inversible en Z,, si y solo si m.c.d(a,n) = 1. Es més, en este caso, existe
un tnico b € Z, tal que @-b = 1 = b - @, llamado el inverso de @ en Z,, que se
denotard usualmente por @ .

Demo: Supongamos que @ es inversible en Z,, entonces existe b € Z,, tal que

ab=1, esdecir, ab=1 (modn)
o lo que es lo mismo ab—1 = ¢n. Por tanto, ab+ (—c)n = 1, luego m. c. d(a,n) = d divide a
1, lo que implica m. c¢. d(a,n) = 1. Por otro lado, si m. c. d(a,n) = 1, aplicando el Teorema
de Bezout existen r,s € Z tales que ar + cn = 1 o lo que es lo mismo, ar — 1 = —sn,
(ar =1 (modn)) es decir, a 7 = ar = 1.
Por ultimo, si l_),l_)/ son inversos para @,

b=bl=0b@b)=(ba)b =1b =0,

Lo que demuestra la unicidad. |
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Corolario 7 Sea Z, el anillo de congruencias médulo n (con n € N). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Todo elemento no nulo de Z, es inversible.
(ii) n es un numero primo.

(iii) Para todo par de elementos no nulos @,b de Z,, @ b # 0.

Demo: (ii) = (i). Por el resultado anterior, si n es primo, para todo 0 < k < n,
m.c.d(n, k) = 1y por tanto k es inversible en Z,.

(i) = (ii). Supongamos que todo elemento no nulo de Z, es inversible. Entonces,
para todo k € N, 0 < k < n, se tiene que m. c. d(k,n) = 1. Por tanto n no es divisible por
ningin £ tal que 0 < k < n. Asi, n es primo.

(i) == (iii). Sean @,b € Z, tales que @ b = 0. Si @ = 0 no hay nada que demostrar,
por tanto supongamos @ # 0. Entonces, @ es inversible en Z,, sea @~ € Z, y por tanto,

O=a'-0=a'(@ab)=(a'ap=1b

iii) = (ii). Por reduccién al absurdo, supongamos que n no es primo. Entonces
existen a,b € Z, 1 < a,b < n tales que n = ab. Pero entonces a@,b son no nulos y
a b="n = 0, una contradiccién. [ |

Teorema 8 (Teorema de Fermat(chico)) Sea p,x € N con p un nimero primo y
m.c.d(p, ) = 1. Entonces P~ =1 (mod p).

Demo: Sea 7 € Z,. Como m.c.d(p,z) = 1, T es inversible en Z,, sea ¥ su inverso. En
estas condiciones tenemos que la aplicacién VU, : Z, — Z, definida por V,(a) =7 @ es
inversible con inversa V¥,. Por tanto,

Z,=ImV,={z1,72,...,Tp— 1}

p—17. p—1 -7 _ —p-—1 p—17; R p—17;
Luego [[;—, k = [[;=, @ k = 277" [[;Z, k- Por dltimo, como J[;~, k es un elemento
no nulo de Z,, multiplicando por su inverso, 77! =1 es decir, 277! = 1 (mod p). |
Podemos encontrar una generalizacién de este teorema para cualquier ntimero Natural,
es el llamado Teorema de Euler:

Definicion 9 Se define la funcién de Euler como ¢ : N — N definida por:
on)=#{aeN|1<a<n, mc.d(an)=1}
Por ejemplo, ¢(10) =4 o si p es un ndmero primo, ¢(p) =p — 1.
Proposicién 10 ¢(n) coincide con el nimero de elementos inversibles en Z,,
Proposicién 11 (Ejercicio) Sea ¢ : N — N la funcién de Euler. Entonces
(i) Si p es un numero primo y r € N, entonces ¢(p") = p"(1 — %) =p" —p L

(ii) Sin,m € Z con m.c.d(n,m) = 1, entonces @p(nm) = p(n)p(m).
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(ili) Sin € Z, (n # 0,1,—1) se factoriza como producto de primos n = p*p3?---pi*,

entonces
1 1 1

pln) = (1= (1= ) (1= )

Teorema 12 (Teorema de Euler) Seann,z € N conm.c.d(n,z) = 1. Entonces 9™ =
1 (modn).

Demo: La demostracién es muy similar a la demostracion del teorema de Fermat.
Consideremos A el conjunto de los elementos inversibles de Z,. Sea T € Z,. Como
m. c.d(n,x) = 1, T es inversible en Z,, sea § su inverso. En estas condiciones tenemos que
la aplicacién ¥, : A — A definida por ¥V, (@) = T @, estd bien definida, y es inversible con
inversa W,. Por tanto,

A=ImV,={Ta|aecA}

Luego [[,ca@ = [l,caT @ =T%" [[,.x @ Por ltimo, como [], ., @ es un elemento
inversible de Z,, multiplicando por su inverso, 7™ =T o lo que es lo mismo, z¥™ =
1 (modn). |

3.2. Sistemas de ecuaciones en congruencias

Ejemplos B Estudiemos ahora ecuaciones en los anillos de congruencias 7Z,. Suponga-
mos que queremos encontrar las soluciones de la ecuacion

3T =5 en Z. (1)

o lo que es lo mismo, 3z = 5 (mod 6). En estos momentos la tinica posibilidad que tenemos
es comprobar, sustituyendo, si tiene o no tiene soluciones:

3:0=0 (mod6), 3-1=3(mod6), 3-2=0 (mod6),
3:3=3 (mod6), 3-4=0 (mod6), 3-5=3 (mod6)

luego no tiene soluciones. Sin embargo, la ecuacion
6r =4 en Zsg. (2)

tiene por soluciones x =2 y x = 6:

Nota: Observar que, “simplificando” la ecuacién anterior por 2, 3z = 2, tiene una
tnica solucién z = 6 (luego = 2 ha dejado de ser solucién!!).

Proposiciéon 13 Sean ni,no,...,ng, 7, S, u,v,n,m € Z elementos no nulos.

(i) Supongamos que para cada i € {1,2,...,k}, m.c.d(s,n;) =1y sea m = Hle n;.

Entonces m. c.d(s,m) = 1.
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(ii) Si s divide a wv, y m.c.d(s,u) = 1, entonces s divide a v.
(iii) Si™sy ™|s con m.c.d(n,m) =1, entonces ""|s

(iv) Si m.c.d(n,m d, y sean n' y m/ tales que n = n’d y m = m'd. Entonces

m. c.d(n’,m’') = 1.

Demo: (i) Sea d = m.c.d(s,m). Por reduccién al absurdo, supongamos que d > 1.
Entonces podemos factorizar d como producto de primos. Sea p uno de los primos que
aparece en la factorizacién de d. Tenemos entonces que d divide a s y de divide a m =
Hle n;. Luego por la proposicién 13 (Pag. 35) existe un k tal que p divide a ny (si un
primo p divide a un producto de niimeros, entonces divide a alguno de ellos). Pero entonces
(Pls ¥ Pln,.), p divide a m. c. d(s, ng) = 1, una contradiccién. Por tanto d = 1.

(i) Si m.c.d(s,u) = 1y vu = 7ys, por Bezout existen a, f € Z tales que as + fu = 1.
Si multiplicamos ahora por v,

v =asv+ fuv = asv+ys = (aw +7)s

Lo que demuestra que s divide a v.
(iii) Por hipdtesis s = am y s = fn. Aplicando el Teorema de Bezout, existen x,y € Z
tales que zn + ym = 1. Por tanto, multiplicando esta igualdad por s obtenemos

s = sxn + sym = aman + Bnym = (ax + By)nm

Por tanto s es divisible por nm.
(iv) Por el teorema de existencia del méximo comin divisor, existen r, s € Z tales que

d=rn+sm=rn'd+ sm'd= (rn' + sm’)d.

Aplicando ahora la ley de simplificacién en Z tenemos que rn’ + sm’ = 1, por lo que por
el Teorema de Bezout, m.c.d(n'.m’) = 1. |

Nota: Podemos pensar en una ecuacién @ -z = b en Z,, el anillo de congruencias
modulo n, con n € N, o podemos pensar en la ecuacién en congruencias axz = b (modn).
En ambos casos se trata del mismo problema, en el primero las soluciones seran elementos
de Z,, ( con lo que con dar un representante de cada solucién es suficiente. En el segundo
tenemos que dar todos los elementos de Z que verifican la ecuacion, que no es mas que
cualquier representante de las soluciones en Z,,: Asi,

e La ecuacién 3 -z = 4 en Zs tiene por solucién x = 3 € Zs.

e La ecuacién 3z =4 (modb) tiene por solucion el conjunto

S={-,-12,-7,-2,3,8,13,---}.

Que no es mas que el conjunto definido por 3.

Trabajaremos indistintamente con una ecuacién que con otra. Cuando se hable sobre
el numerd de soluciones de alguna de estas ecuaciones nos estaremos refiriendo al niimero
de soluciones en Z,, (ya que en Z o no tiene soluciones o son infinitas)

Teorema 14 Seann € Ny a,b € Z. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La ecuacién ax = b (modn) tiene solucidn.
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(ii) El méximo comun divisor de a y n divide a b.

Es maés, el nimero de soluciones de la ecuacién (en Z,) es exactamente el m. c.d(a,n).

Demo: Denotemos por d = m.c.d(a,n). Supongamos que s € Z es solucién de la
ecuacion
ar = b (modn).

Entonces existe a € Z tal que as — b = an. Por tanto b = as — an. Ahora, como a y n
son divisibles por d (esto es por definicién), b es divisible por d.

Supongamos ahora que b es divisible por d, b = Bd. Por el Teorema 6 (Pag. 31) existen
r,s € Z tales que d = ra + sn. Si multiplicamos por 3 en esta igualdad obtenemos
que b = d = [(ra + sn), lo que implica que Sra — b = fsn, o lo que es lo mismo,
a(fr) = b (modn), es decir, fr es solucién de la ecuacion.

Demostremos ahora el ademds: Supongamos que la ecuacién ax = b (modn) tiene
solucidn, sea s una solucién de la ecuacién. Por lo anterior sabemos que d = m. c. d(a,n)
divide a b. Sean «,y € Z tales que n = vd, a = ad. Veamos que s+ es también solucion
de la ecuacion.

a(s+v)=as+ay=b+ay=b+ady=0b+an =0b (modn)

Luego para todo k € N, s + kv es solucién. Como nos estamos preocupando de las
soluciones médulo n, la solucién s+ dy = s+n = s (modn) por lo que k toma los valores
0 <k <d-—1. Por tanto, como mucho tenemos las siguientes d soluciones

(5,54 75+ 29,5+ (d— 1)1}
Observar que todas son distintas, modulo n, ya que si
0<t1 <ty <d—1ys+t;y=s+tyy (mod N),

entonces 0 < (ty — t1)y < tay < dy = n y por tanto como (ty — t1)y = 1 (es multiplo de
n) éste tiene que ser cero, una contradiccion, t; = ts.

Por ultimo, si s’ es solucién del sistema, a(s'—s) = 0 (mod n) y por tanto a(s'—s) = mn
dividiendo en esta igualdad por d obtenemos

da(s' —s)=a(s' —s) =1n = 77d

por lo que a(s’ — s) = 7y y como m. ¢. d(«,y) = 1, por la proposicién anterior, v divide a

s’ — s porlo que s —s =&y y por tanto s = s+ £ es una de las soluciones anteriores. B
El siguiente resultado nos va a permitir calcular mas facilmente las soluciones de una

ecuacion en congruencias cuando el nimero de soluciones (En Z,) es mayor que 1:

Proposicién 15 (Ejercicio) Sean a,b € Z yn € N. Supongamos que 1 < m.c.d(a,n) =
d y que d divide a b. Tenemos entonces que a = da', n = dn’ y b = db'. Entonces el
conjunto de soluciones en Z. de las siguientes ecuaciones coincide

ar =b (modn) az =10 (modn')


Puntos clave

Recuerda Bezout


44 2.3 Congruencias.

Demo: Sea s € Z una solucién de ax = b (modn). Entonces as — b = n, por lo que
existe a € Z tal que as — b = an. Es decir, a’'dx — db' = adn’. Si simplificamos ahora
por d tenemos que a'z — ' = an’, lo que demuestra que s es solucién de la ecuacién
arz =0V (modn’).

Sea s € Z una solucién de o’z = b’ (modn’). Entonces existe § € Z tal que a's — b’ =
fn'. Si multiplicamos ahora esta igualdad por d tenemos, a’'dr — db' = adn’. Es decir,
as — b = fBn, lo que demuestra que s es solucién de la ecuacién axr = b (modn). |

Nota: La proposicién anterior es muy ttil a la hora de resolver ecuaciones en con-
gruencias: Resuelve la ecuaciéon en congruencias

4x =4 (mod 8)

Como m.c.d(4,8) = 4 y 4 divide a 4, esta ecuacién tiene solucién, es més, modulo 8 el
nimero de soluciones es 4. Por la proposicién anterior, esta ecuacién tiene las mismas
soluciones en Z que la ecuacién

=1 (mod2)

que claramente es el conjunto

{142k, keZ}.

Por tanto las soluciones distintas en Zg son {1, 3,5,7} (9 ya coincide con 1 en Zg).

Teorema 16 Seanni,ng,...,n; € Nyay, as, ..., a; € Z. Supongamos que m. c. d(n;,n;) =
1 para todo i,7 € {1,2,...,k}, i # j. Entonces el sistema de ecuaciones:

r =a; (modny)

T =ay (modny)

xr =qay, (modny)

Tiene solucion. Es maés, ésta es tnica modulo m = [[,_; n;.

Demo: Vamos a dar una demostracién constructiva, lo que nos servira para resolver
casos concretos. Construimos k y resolvemos k ecuaciones en congruencias independientes:
sean m; = m/n; y consideremos las ecuaciones (independientes)

m;x = a; (modn;) para, i ={1,2,... k}

Sea s, solucién de la ecuacién r-esima ecuacién, m,r = a, (modn,). Veamos que
s = . ,mys; es solucién de nuestro sistema.

k
5 = Zmisl- =m,s, = a, (modn,) paratodor e {1,2,... k}
i=1
Supongamos ahora que s y ' son soluciones del sistema. Entonces como s = a; (mod n;)
y 8 = a; (modn,),
s—s =0 (modn;). (1)

Por 1ltimo, veamos, aplicando un proceso de induccién, que s — s’ es divisible por m: si
k = 1 no tenemos nada que demostrar, por (1), s — s’ es divisible por ny. Supongamos que
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el resultado es cierto para k — 1 y demostrémoslo para k: por hipotesis s — s’ es divisible
por Hlf: n; y por (1) s — s es divisible por ny. Luego como m. c.d(Hlf: ni,ng) = 1,
.., . , ... k-1
por la proposicién anterior, s — s’ es divisible por ([[]_; ni)nx = m, lo que demuestra el
teorema. |
% Los ejercicios del 22 al 39 de este tema pueden servirte para comprobar si has
asimilado las nociones de esta seccién.
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4. Ejercicios de Tema

n(n+1)

1 Demuestra que para todon € N, 1 +2+---4+n=—5

2 Encuentra un modelo que verifique los 4 primeros axiomas de Peano pero no el principio

de induccién matemética.
3 Encuentra un modelo que verifique los axiomas 1,2,4,5 de Peano.
4 Encuentra un modelo que verifique los axiomas 1,2,3,5 de Peano.

5 Sean z,y € NU{0}. Demuestra que si z es multiplo de y y = < y, entonces x = 0
6 Demuestra que 1 solo es divisible por 1 y —1.

7 Sean x,y,a,b € Z, Entonces:
(i) Si®|,, entonces m.c.d(x,y) = .

(ii) Si®la y *|p, entonces *|aarpp para todo o, B € Z.

8 Demuestra que la relaciéon de divisibilidad es reflexiva, transitiva y verifica que para
todo a,b € Z,
“, v, entonces a = =b.

Por tanto es una relacion de orden en N. ;Quien es el supremo y el infimo de dos elementos
a,be N?

9 Demuestra que el maximo comun divisor de dos enteros no nulos x,y € Z. coincide
con el producto de los primos comunes elevados al menor exponente.

10 Sean pi, pa, - - -, pp nmeros primos. Demuestra que en la factorizacion de py - - - pp+1
no aparece ninguno de los primos anteriores.

11 Sean 0 # a,b € Z tales que 3a + 8b = 2. Entonces m. c.d(b,3) = 1.

12 Demuestra los siguientes criterios de divisibilidad:
e 1 es divisible por 2 si y sélo si su tltima cifra es divisible por 2.
e 1 es divisible por 8 si y sélo si sus tres ultimas cifras son divisibles por 8.
e 1 es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus cifras es divisible por 3.

e 1 es divisible por 11 si y sélo si la suma de sus cifras en posicion par menos la suma
de sus cifras en posicion impar es divisible por 11.

13 El algoritmo de la divisién dice que dados z,y € Z con y > 0 existen unos unicos
c,r € Z con 0 < r <y tales que x = cy 4+ r. Demuestra que el resultado también es cierto
si y < 0, es decir: Demuestra que dados x,y € Z con y # 0 existen unos unicos ¢,r € Z
con 0 <7 < |y| tales que x = cy + r.
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14 Sean a, b dos elementos no nulos de Z y sean s, € Z tales que sa+rb = m.c.d(a,b).
Demuestra que r y s son primos relativos.

15 Sean x,y,r, s € Z no nulos tales que rz + sy = 1. Demuestra que
m.c.d(z,y) =m.c.d(z,s) =m.c.d(r,y) =m.c.d(r,s) = 1.
. Que se puede decir del m.c.d(r,z)?

16 Sean n,m,s € Z no nulos tales que m.c.d(n,s) = 1. Supongamos que s divide al
producto n - m. Demuestra entonces que s divide a m. jEs cierto el resultado si s y n no
son primos relativos?

17 (Teorema Generalizado de Bezout) Sean ny,ns,...,n; € N tales que si k € N
divide a todo n;, entonces k = 1. Demuestra que existen aq,as,...,ar € Z tales que
a1n1+a2n2+-~-+aknk:1.

18 Seanny,no,...,ng, s € Z elementos no nulos. Supongamos que paracadai € {1,...,k},
m. c.d(s,n;) = 1. Demuestra m. c. d(s, Hle n;) = 1.

19 Demuestra que existe el minimo comun multiplo de dos elementos no nulos =,y € Z
y que éste es unico.

20 Sean n, m dos elementos no nulos de Z. Demuestra que
m. c.d(n,m). M. C. M(n,m) =n - m.
21 Sean a,b € Z. Demuestra que nunca puede suceder que 6a + 216 = m.c.d(a, b).

22 Sean € Ny a,b € Z. Demuestra que la ecuacién ax = b (modn) tiene una tnica
solucién si y sélo si m.c.d(a,n) = 1.

23 Calcula el resto de dividir 11'15! entre 7 y de dividir 13! entre 15.

24 Si es martes y trece y la luna esta llena, ; Cuantos dias habra que esperar para que
sea viernes con luna nueva? (ciclo lunar 30 dias)

25 Demuestra que en Z, no de da la ley de simplificacion: Existen a, b, ¢ elementos no
nulos de Z, (para algun n) tal que

ab=ac y b#c
26 Sea ¢ : N — N la funcién de Euler. Entonces * % ok

(i) Si p es un nimero primo y r € N, entonces ¢(p") = p"(1 — %) =p —p L

(ii) Sin,m € Z con m.c.d(n,m) = 1, entonces p(nm) = ¢(n)p(m).
(iii) Sin € Z, (n # 0,1,—1) se factoriza como producto de primos n = p'py*---pp*,

entonces
1 1 1
pm == =) =g
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27 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en congruencias:

4 =5 (mod9)
Sz =2 (mod 24)

28 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en congruencias:

2z =3 (mod )
3z =5 (mod 13)

29 (Calcula las dos ultimas cifras del ntimero 21353,

30 Calcula las soluciones de los siguientes sistemas (caso de que tengan):

(a). 2 = 3 (mod 5)

(b). 152 =3 (mod 6) (c). 21z = 14 (mod 35)
(d). 4z =10 (mod8) (e). 62 =6 (

(c
mod 12) (f). 22 = 3 (mod 7)
v —

= 10 tienen las mismas soluciones en Zi5?

31 ;Las ecuaciones 9-2 =15,3-2 =25
JExplica la razén?

@I

32 Sean € Nyseaz € Z, conm.c.d(z,n) = 1. Demuestra que las ecuaciones
a-X=0b(modn) y za-X=zb(modn)
tienen las mismas soluciones.

33 Sean € N sea @ € Z,. Se dice que un elemento 0 # b € Z, es un divisor de cero
de @ si @-b = 0. Demuestra que el nimero de divisores de cero de @ en Z,, coincide con

m.c.d(a,n) — 1.
34 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en congruencias:
2z =3 (mod 6) 2 =2 (mod 6) r =2 (modb)
{ 3z =5 (mod9) { 3z =6 (mod9) { x =6 (mod7)

35 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en congruencias:

x =1 (mod 2)
x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =4 (mod7)

36 Calcula todas las soluciones de la ecuacién 2% = 1 (mod 7). Explica el resultado.

37 Sean a,b € Z y n € N. Supongamos que 1 < m.c.d(a,n) = d y que d divide a b.
Tenemos entonces que a = da’, n = dn’ y b = dl/. Entonces el conjunto de soluciones en
Z de las siguientes ecuaciones coincide

ar =b (modn)  dz ="V (modn’)

38 Una pecera es limpiada cada 29 dias y a los peces se les da de comer cada 4. Si hace
3 dias que han comido y 15 que se les ha limpiado la pecera, ;Cuantos dias tienen que
esperar los peces para que se les limpie y coman el mismo dia?

39 Sabemos que 40 = 74 = —45 en Z, ;Quien puede ser n?

40 ;Es un conjunto la coleccién de los ntimeros naturales que se pueden describir con

menos de 15 palabras en castellano?



Capitulo 3

Anillos

Objetivos del capitulo

Se recuerda el concepto abstracto de relacién binaria. Se estudian las propiedades asociadas a una
relacién binaria. Se pretende que propiedades que han sido estudiadas en diferentes momentos se
asimilen como un mismo concepto, por ejemplo unicidad del inverso en aplicaciones biyectivas o
en Z,.

Se introduce la nocién abstracta de Anillo y sus propiedades (anillo conmutativo, unitario). Se
estudian los elementos inversibles de un anillo introduciendo la nocién de anillos de division y
cuerpo.

Se empiezan a estudiar métodos para encontrar Anillos nuevos a partir de anillos dados: se estudian
subanillos. La suma y el producto directo de anillos, Los anillos de matrices, de polinomios y de
series formales. Se estudian el anillos de endomorfismos de un grupo abeliano.

Se estudian las aplicaciones naturales entre anillos, los homomorfismos de anillos y sus propiedades.

Se estudia la unitizacion y la caracteristica de un anillo.

1.

Operacion binaria, semigrupo, monoide.

Definicién 1 Sea X un conjunto no vacio. Se define una operacién binaria en X como
una aplicacién * : X x X — X. Normalmente, un conjunto con una operacién binaria se
denotara por (X, *).

Nota: Genéricamente dados a,b € X denotaremos al producto de a con b como a*by se
leera a operado con b. En casos concretos nos van a aparecer dos notaciones distinta de
producto (de hecho, ya estamos acostumbrados a ellas):

e La notacién multiplicativa, a % b, a - b o simplemente ab (la operacién simplemente

se denota por yuxtaposicién)

e La notacién aditiva, a + b (la operacién se denota por “+7).

49
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Ejemplos A

* La suma o el producto en N, Z, Z,, Q o R.

* La resta en Z, Q o R (la resta no es operacién en N).

* La divisiéon no es operaciéon binaria en ninguno de estos conjuntos.

* La divisién es una operacién binaria en Q — {0} o R — {0}.

* El maximo comtn divisor y el minimo comin miltiplo son operaciones binarias en Z.
* La unién, la interseccién, la diferencia o la diferencia simétrica son operaciones binarias.
* La composicién de aplicaciones es una operacién binaria en A :={f | f: X — X}.

* Dado un conjunto no vacio X, las siguientes son operaciones binarias en X: dado ¢ € X,
para todo a,b € X definimos,

axb= a
axb= b
axb= c¢

Definicién 2 Sea X un conjunto no vacio y * una operacion en X. Se dice que *

e cs asociativa si Va,b,c € X, ax(bxc)=(axb)x*c.

e es conmutativasi Va,be X, axb=bxa.

e Posee elemento neutro por la derecha si existe e € X tal que Va € X, axe =a.
e Posee elemento neutro por la izquierda si existe e € X tal que Va € X, exa = a.

e Posee elemento neutro si existe elemento neutro por la izquierda y por la derecha.

Lema 3 Si e es neutro por la izquierda y €' es neutro / /
por la derecha, entonces e = ¢’. Por lo que el elemento € T € x € = €.
neutro, caso de existir es unico.

e es neutro por la izquierda

e’ es neutro por la derecha

Corolario 4 Sea X un conjunto no vacio y % una operacion en X. Entonces, si * posee
un elemento neutro éste es unico.

Demo: Corolario trivial de lo anterior. [ |

Nota: Sea X un conjunto con una operacion que posee elemento neutro. Dependiendo de
que notacion estemos usando para denotar dicha operacién asi denotaremos al elemento
neutro:

e En notaciéon multiplicativa (la operacién se denota por *, - o por yuxtaposicion): al
elemento neutro se le suele denotar por e o a veces por 1.

e En notacién aditiva (la operacién se denota por +): al elemento neutro se le suele
denotar por 0.

Definicién 5 Sea X un conjunto no vacio y * una operacién en X.


Puntos clave

Por reducción al absurdo, supón que hay dos neutros y aplica la demostración anterior
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e Diremos que (X, *) es un semigrupo si * es asociativa.

e Diremos que (X, %) es un monoide si * es asociativa con elemento unidad (normalmente
denotado por e, si la notacién es multiplicativa, a veces, por 1y si es aditiva, por 0).

e Un monoide (X, *) con operacién * conmutativa se dird monoide conmutativo.
Nota: Tal como su nombre indica, en una operacién binaria podemos operar elementos
de dos en dos. Por tanto, en principio, no tiene sentido expresiones tales como a * b x c.

No obstante, si * es asociativa tenemos que (a * b) *x ¢ = a * (b x ¢). El siguiente teorema
demuestra que es innecesario el uso de paréntesis en una operacion asociativa.

Teorema 6 Sea (X, *) un semigrupo. Entonces el producto arbitrario de n elementos de
X es independiente de la disposicion de los paréntesis.

Demo: Por hipotesis
(axb)xc=ax(bxc)

por lo que lo podremos denotar por a * b * c.
(((axb)xc)xd)=(axb)*(cxd) = (ax(bx(cxd)))

se denotard por a*b* c*d. Supongamos que en un producto de n — 1 elementos no afecta
la posicion de los paréntesis y consideremos un producto de n términos. Entonces:
¢ Los paréntesis del ultimo producto seran (aj * - - - *ay) * (agr1 * - - - * a,) para algin
k € {1,...,n— 1}. Por la hipdtesis de induccién los paréntesis interiores a éstos pueden
ordenarse como mejor nos convenga. Por tltimo, al ser la operacion asociativa:
(ag % -k ag) * (agyr * (Qpgr * % ay)) = (a1 %k agy) * (Qppo * -+ kay)
((ay % -k ag_1) *ag) * (agpr % *ap) = (ay * - *kag_1) * (g * - *ay)

Por lo que el ultimo producto, y por tanto todos, pueden ser cambiados a nuestro antojo.
Lo que demuestra el teorema. |

Nota: Observar que aqui teniamos que demostrar que una propiedad era cierta para
todo natural mayor que 3 y hemos adaptado el principio de induccién generalizado a este
caso.

Definicién 7 Sea (M, *) un monoide con elemento unidad e. Diremos que un elemento
a € X posee

e Inverso por la izquierda si existe b € X tal que b*xa = e.
e Inverso por la derecha si existe b € X tal que a xb = e.

e Inverso si existe b € X tal que axb=e =bx*a.

Lema 8 Sea (M, %) un monoide con elemento neutro e y sea a € M. Entonces:

(i) Si @ tiene un inverso por la izquierda y un inverso por la derecha, ambos coinciden
y a es inversible.


Puntos clave

Hay que aplicar el principio de inducción generalizado al numeró de elementos que hay en el producto. Para n=3 es la hipótesis, el caso de n elementos sale a partir de los anteriores
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(ii) Sia posee inverso éste es tnico. Por tanto lo denotaremos de forma especial. Asi, el
inverso de un elemento a € M se denotara por:

e ! si estamos en notacién multiplicativa.

e —¢ sl estamos en notacién aditiva.

Demo: Sea b inverso por la izquierda de a y b inversos por la derecha de a. Tenemos
entonces que

V=exb =(bxa)xb =bx(axb)=bxe=0. |

Nota: El inverso de un elemento no tiene porqué existir: por ejemplo en (Zg, -) (Zg con
el producto) 3 no tiene inverso [no hay ningin elemento de Zg que cuando lo multiplico
por 3 me de 1]. En Z con el producto no suele haber inversos (solo el 1 y el —1 tienen
inversos). Por tanto, aunque sea muy grande la tentacién (por ejemplo para resolver un
ejercicio) si @ € G (G un conjunto con una operacién) no puede aparecer de improviso el
elemento a~* a no ser que demostremos que a posee inverso, en particular G tiene que ser
un monoide.

Nota: Ya hemos estudiado muchos elementos inversible en este curso: Los opuestos para la
suma en Z, Q,R 6 Z, verifican esta propiedad. Los inversos en R, Q, Z,, o las aplicaciones
inversibles verifican esta propiedad.

Definicién 9 Sea (M, *) un monoide. Se dice que un elemento a € M es una unidad de
M, si es un elemento inversible de M. El conjunto de las unidades de un monoide M se
denota por U(M).

Proposicién 10 Sea (M, *) un monoide y sean a,b € M. Entonces:

(i) El elemento neutro de M es una unidad.

(i) Si @ es una unidad, a! es una unidad y (a=*)"! = a.
(iii) Si @ y b son unidades de M, a * b es una unidad de M y (a*b)"' =b"txa™l.
(

iv) En general el producto arbitrario de unidades es una unidad.

(al*"'*an—1*an)_1:agl*a;h*‘”*al_l

Demo: (i) y (ii) son triviales.

(iii) Veamos que b~! x a~! es el inverso de a * b:

(axb)x (b xa™!) =ax(b*xb ) xa'=axexa ' =¢

(bt xaHNx(axb) =blx(a'xa)xb=b"lxexb=c¢

(iv) Vamos a dar una demostracién por induccién: el caso n = 2 es el apartado anterior.
Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, entonces:

Ys(ap -k ap_y)

(ay - *Qpoy *ay) " = ((ay % *ap_y) ¥a,) ' =a,

-1, —1 —1
. *ka, " - *ag

Lo que demuestra la proposicion. [ |


Puntos clave

Es la misma demostración que la unicidad del neutro

Puntos clave

Son solo comprobaciones rutinarias, debes de saberte las definiciones. (iv) se demuestra por inducción
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Ejemplos B Veamos cuales son las unidades en algunas operaciones binarias estudiadas:
* En (N, ) s6lo 1 es unidad. En (Z, -) las unidades son {1, —1}.
* En (Q,-) o (R, -) las unidades son, respectivamente Q — {0} y R — {0}.

* Para (Ajo) con A = {f | f: X — X} y o la composicién, las unidades son las
aplicaciones biyectivas.

* En (Z,, ) las unidades son los elementos @ € Z, tales que m.c.d(n,a) = 1.

* En (M, (R), +), suma de matrices, todo elemento es unidad, mientras que en (M, (R), )
las matrices de determinante no nulo (las inversibles) son las unidades.

* Sea X un conjunto no vacio. En (P(X),U) s6lo (), que es el elemento neutro, es unidad.
En (P(X),N) s6lo X, que es el elemento neutro, es unidad. En (P(X), A), todo elemento
es unidad. ;Quien es el elemento neutro?

2. Nociones basicas sobre Anillos

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicidén 1 Sea G un conjunto no vacio y * una operacién en G. Diremos que (G, *)
es un grupo si:

= % es asociativa.
= % tiene elemento unidad, normalmente denotado por e.
= Todo elemento de G tiene inverso.

Si ademads * es conmutativa se dird que GG es un grupo abeliano.

Ejemplos A Z,Q,R,Z, son grupos abelianos respecto de la suma. Q—{0} y R—{0} son
grupos abelianos respecto del producto. (P(X),A) es un grupo abeliano para cualquier
conjunto no vacio X. El conjunto de las matrices inversibles en My(R) con el producto
es un grupo no abeliano.

W

Definicién 2 Un anillo es una terna (R, +, ) en donde R es un conjunto y “+”, son

dos operaciones en R tales que:
(1) (R,+) es un grupo abeliano:

e Propiedad asociativa: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) para todo a, b, c € R.
e Elemento neutro: existe 0 € R tal que a+0 =0+ a paratodoa € R

e Elemento opuesto: para todo a € R existe —a € R tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.
e Propiedad conmutativa: a + b = b+ a para todo a,b € R.
(2) (R,-) verifica la propiedad asociativa: (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b,c € R.
(3) Se verifican las propiedades distributivas: para todos a, b, c € R,

(a+b)-c=a-c+b-c c-(a+b)=c-a+c-b
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[k

* Diremos que un anillo (R, +, ) es conmutativo si es conmutativa.

* Diremos que un anillo (R, +,-) es unitario si “” es una operacién unitaria y R tiene
mas de un elemento (0 y 1 son dos elementos distintos de R).

Nota: La primera operacién se llamard suma. El neutro de la suma lo denotaremos por
0. Al inverso de la suma lo llamaremos Opuesto. La segunda operacion se llamaré pro-
ducto y la denotaremos por yuxtaposicién. Al neutro del producto lo denotaremos, si
existe, por 1. El inverso del producto, si existe, se llamara inverso.

Ejemplos B » Si consideramos (G, +) un grupo abeliano y definimos un producto en
G por: a-b:= 0 para todo a,b € G, (G, +, -) tiene estructura de anillo conmutativo.

» Z,Q,R,C con las operaciones usuales (todos son anillos conmutativos y unitarios).
M, (R), el anillo de matrices sobre los Reales, con las operaciones usuales (anillo
unitario, no conmutativo para n > 2). 2Z con las operaciones usuales de Z (anillo
conmutativo no unitario).

= Los anillos realmente no tienen que ser de “nimeros”: sea X un conjunto no vacio

y denotemos por P(X) el conjunto de partes de X. Entonces (P(X),A,N) tiene
estructura de anillo conmutativo y unitario.

Nota: A denota la diferencia simétrica: dados A, B C X,

AAB = (A—B)U(B - A) = (AN B°) U (BN A°)

» Los anillos médulo n: Sea n un nimero natural y consideremos
Zy:={0,1,2,...,n—1}.
Observar que Z, tiene n elementos. Dados a,b € Z,, definimos:

e La suma de a y b como el resto de dividir a + b por n.

* (Zn,+) es el grupo abeliano ya estudiado anteriormente.

e El producto de a y b como el resto de dividir a - b por n.

Entonces (Z,, +, ) tiene estructura de anillo conmutativo y unitario, n > 2.

Proposicién 3 Sea (R, +,-) un anillo. Entonces:
(i) 0-a=a-0=0 para todo a € R.

(ii) a-(=b) = —(a-b) = (—a) - b para todo a,b € R.

Si ademés R es unitario,
(iii) la unidad es unica.

(iv) Sia € R es un elemento inversible, el inverso de a es tinico (lo denotamos por a™!).
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Demo: (i). Sabemos que al ser 0 el neutro de la suma, 0 + 0 = 0. Por tanto,
0a = (04 0)a = 0a + Oa

Simplemente hemos aplicado la distributiva de la suma. Ahora, Si sumamos en ambos
lados de la igualdad el opuesto de Oa tenemos,

0= (—0a) + 0a = (—0a) + (0a + 0a) = ((—0a) + 0a) + 0a = 0 + 0a = Oa

El caso a0 = 0 se demuestra de forma analoga.
(ii). Queremos ver que a(—b) = —(ab), es decir, que a por el opuesto de b es el opuesto
de ab. Pero
ab+ a(=b) = a(—=b) + ab = a((—=b) +b) = a0 =0

por lo que cuando a ab le sumo a(—b) me da cero. Esto nos dice exactamente que el
opuesto de a es a(—b) (ya que el opuesto es Unico), es decir, —(ab) = a(—b). de forma
analoga se demuestra que —(ab) = (—a)b.

(iii) y (iv). Sabemos que en cualquier operacién, en particular para el producto de un
anillo R la unidad caso de existir es Unica y el inverso de un elemento, caso de existir, es
unico. [

Corolario 4 (Ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces 0 # 1.

Ejemplos C A los elementos inversibles de un anillo R se les denomina unidades. El
conjunto de las unidades de un anillo R se denota por U(R).

Corolario 5 (Ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces (U(R),-) tiene es-
tructura de grupo. Es mds, si R es conmutativo, U(R) es un grupo abeliano.

Definicién 6 Se dice que un anillo (R, +,-) es un anillo de divisién si es unitario y
todo elemento no nulo de R tiene inverso. Si ademds es conmutativo, se dice que (R, +,-)
es un cuerpo.

Nota: Q,R, C son cuerpos. Si p es un nimero primo, Z,, el anillo de congruencias
moédulo p, es un cuerpo (se ha demostrado en el corolario 7 (Pag. 40)).

Propiedades 7 Vamos a pensar ahora en una propiedad que normalmente hemos usado
en los anillos “de ntimeros” (Z,Q,R o C):si a-b = 0, entonces a = 0 0 b = 0. Curiosamente
esta propiedad no es cierta en todo anillo: Veamos varios contraejemplos:

(1) Si consideramos las matrices de tamano n (con n € N, n > 2) tenemos que
(M, (R), 4+, -), las matrices con su suma y producto usual tienen estructura de anillo
(anillo unitario, no conmutativo si » > 1). Y ya sabemos que podemos tener dos
matrices no nulas de producto cero:

01\ (5 2\ _ (00
0 0 00/ \0O
(2) Podemos considerar algunos anillos de congruencias modulo n, que son conmutativos
y unitarios, (Z,,+, -): Por ejemplo, en Z,,

6-4=0pero6#A0y4+#0


Puntos clave

No te lies, un anillo es un conjunto con dos operaciones que verifica unas propiedades. Aquí se demuestra que si multiplicas (segunda operación) el neutro de la suma (primera operación) con cualquier elemento del anillo da el neutro de la suma
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Definicién 8 Sea R un anillo. Se dice que un elemento no nulo a € R es:
e Un divisor de cero por la izquierda si existe 0 # b € R tal que a-b = 0.
e Un divisor de cero por la derecha si existe 0 # b € R tal que b-a = 0.

Un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero por la izquierda y por la derecha
se denomina un dominio de integridad (normalmente denotaremos los dominios de
integridad por D.I.)

Corolario 9 (ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo y sea a un elemento inversible de R.
Entonces a no es divisor de cero (ni por la izquierda ni por la derecha) en R.

Corolario 10 (ejercicio) Todo cuerpo es un dominio de integridad. Z es un D.I. que no
es cuerpo.

Definicién 11 Se dice que un anillo R verifica la ley de cancelacién por la izquierda
si para todo elemento no nulo a € R y para todos x,y € R se verifica que

ar=ay = T =1.

Se dice que un anillo R verifica la ley de cancelacion por la derecha si para todo
elemento no nulo a € R y para todos x,y € R se verifica que

ra=ya = T =1.

Proposicién 12 (ejercicio) Sea (R,+,-) un anillo. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) R no posee divisores de cero por la izquierda (Resp. derecha).

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién por la izquierda (Resp. derecha).

Corolario 13 (ejercicio) Para un anillo conmutativo y unitario (R, +,-) las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) R es un dominio de integridad.

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién en R. Es decir,

Si ax = ay con a # 0, entonces r =y

Nota: Sélo hemos escrito una de las leyes de cancelacién ya que el anillo es conmutativo,
con lo que la otra es inmediata.

% Los ejercicios del 1 al 15 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.
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2.2. Swubanillos

Definicién 14 Sea (R,+,-) un anillo. Se dice que A C R es un subanillo de R, y se
representa A < R, si:

e La suma de R es una operacion interna en A: a +b € A para todos a,b € A.
e FEl producto de R es una operacion interna en A: a-b € A para todos a,b € A.

o (A +,) tiene estructura de anillo.

Nota: Observar que los dos primeros puntos significan que la suma y el producto de
R definen operaciones en A.

Nota: Por tanto, para demostrar que un subconjunto A de un anillo R es un subanillo
tenemos que demostrar 9 propiedades. No obstante algunas son triviales:

Teorema 15 Sea (R, +,-) un anillo y sea A C R. Entonces A es un subanillo de R si y
solo si:

(i) La suma de R es una operacién interna en A: a + b € A para todos a,b € A.
(i) 0 € Ay para todo a € A, —a € A.
(iii) El producto de R es una operacién interna en A: a-b € A para todos a,b € A

Demo: Supongamos en primer lugar que A es un subconjunto de R que verifica las
propiedades (i), (ii) y (iii). Entonces,
% (A, +) es un grupo abeliano:

e (i) nos dice que la suma define una operacién en A.

e Como se verifica (ii), 0 € A y por tanto 0 es el elemento neutro de A (si para todo
elemento = de R se tiene que x + 0 = 0 4+ z = z, para todo elemento a de A, que en
particular es un elemento de R, se tiene que a +0 =0+ a = a).

e Siac€ A, por (i), —a € A por tanto a tiene opuesto en A, el elemento —a.

e por ultimo, como x4y = y + = para todo elemento x,y € R se tiene que esta misma
propiedad se verifica para los elementos de A.

* (A, -) verifica la propiedad asociativa:

e (iii) nos dice que el producto define una operacién en A.

e Como (zy)z = z(yz) para todo elemento x,y, z € R se tiene que esta misma propie-
dad se verifica para los elementos de A.

% (A,-) verifica la propiedad distributiva:

e Como (z+y)z =zz+yzy z(x +y) = zx + zy para todo elemento x,y,z € R se
tiene que estas mismas propiedades se verifican para los elementos de A.

Por tanto, si se verifica (i), (ii) y (iii) (A, +, -) tiene estructura de anillo, lo que implica
que es subanillo de R. Veamos el reciproco.

Supongamos ahora que la suma y el producto de R dotan a A de estructura de anillo.
En primer lugar, la suma es una operacién en A, por lo que para todo a,b € Aa+0b € A.
De forma similar, el producto es una operacion en A por lo que para todo a,b € Aa-b € A.
Es decir, se satisfacen (i) y (iii) del enunciado.

Veamos que también se satisface (ii). En primer lugar demostremos que 0 € A: Por
hipétesis (A, +) tiene estructura de grupo abeliano, por lo que posee un elemento neutro.
Denotémoslo por 0’ € A (en principio nadie nos dice que tenga que ser el elemento neutro


Puntos clave

???
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de la suma de R, que denotamos por 0). Ahora, 0’ = 0/ + 0/ ya que 0" es el neutro de
(A,+) pero 0' +0 = 0" ya que 0 es el neutro de R. Por tanto,
0+0=0+0.

Si sumamos en esta expresion por el opuesto de 0’ en R tenemos 0 = —0'+ 0 +0 =
—04+0+0=0¢€A

Demostremos ahora que para cada a € A, —a € A: dado a € A, como (A, +) es un
grupo abeliano, a tiene su opuesto en A, denotémoslo por d', asi,

at+ad=d+a=0 L

(ya que hemos visto que el neutro de (A, +) era el 0). Pero & nos dice que @’ es el opuesto
de a en R, es decir, que a' = —a. [ |

Ejemplos D 2Z<Z<Q<RLC.

Lema 16 (ejercicio) Un subanillo de un anillo unitario no tiene que ser unitario. Es
mas, aunque sea unitario la unidad del anillo y del subanillo no tiene que coincidir.

Nota: Aunque la unidad de R, si existe, (el elemento neutro del producto de R) no
tiene que pertenecer al subanillo, el neutro de la suma si pertenece a cualquier subanillo,
por lo que R y cualquier subanillo suyo tienen el mismo neutro para la suma.

Lema 17 (ejercicio) Todo subanillo unitario de un dominio de integridad es un dominio
de integridad. En particular, todo subanillo unitario de un cuerpo es un dominio de
integridad.

% Los ejercicios del 16 al 19 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccidn.

3. Homomorfismos de anillos

Definicién 1 Sean (R, +,.) y (R',+',.") dos anillos. Se define un homomorfismo de R
en R’ como una aplicacién f : R — R’ tal que:

fla+0) = f(a)+' f(b) paratodo a,be R,
fla-b)= f(a) f(b) paratodo a,b € R.

Si f es inyectiva, se dice que f es un monomorfismo.

Si f es sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo.

Si f es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo. En este caso se dice que los
anillos Ry R’ son isomorfos.

Si R = R/, se dice que f es un endomorfismo.

Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.

Si Ry R son dos anillos unitarios, diremos que f : R — R’ es un homomorfismos
de anillos unitarios si f(1g) = 1.

Proposicién 2 Sean Ry R’ dos anillos y sea a un elemento invertible de R (con inverso
a~1). Entonces:
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e La aplicacién nula, f : R — R’ definida por f(z) = 0’ para todo x € R es un
homomorfismo de anillos.

e La aplicacién identidad, Id : R — R definida por Id(x) = z para todo € R es un
automorfismo de anillos.

e La aplicacién f, : R — R definido por f,(r) = a 'za es un automorfismo de R.
Llamado el automorfismo interno asociado al elemento inversible a.

Demo: (1). Veamos que la aplicaciéon f : R — R’ definida por f(z) = 0/ para todo
x € R es un homomorfismo de anillos:

fla+y)=0=0+0=f(z)+ f(y) v flay)=0=0-0= f(x)- f(y)

(2). Veamos que la aplicacién identidad es un homomorfismo de anillos:

diz+y)=z+y=Id(zx)+1d(y) v Id(z-y)=x- -y=I1d(z)- 1d(y)
(3). Por ultimo demostremos que f, verifica las propiedades que tienen que verificar
los automorfismos de anillos:
faz+y) =a (@ +yla=ava+a ya = fo(z) + fuly)
falz-y) = a twya = a ' 2(aa ya = a 'zaa ya = fu(x) - fa(y)
Es més la aplicacién inversa de f, es f,-1 en donde f,-1(z) = (a7 ') ‘za™! = aza™
ya que

fao for(x) = folaza™) = a Y azra )a =2

fa-1 0 falx) = foi(a'2a) = ala za)a™ = x
Lo que demuestra el ejemplo. |

Lema 3 Sean Ry R son dos anillosy f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) £(0) =
(i) f(-a)

Il o

—f(a)

Demo: (i). Ya hemos hecho alguna demostracién con la misma idea.

£(0) = F(0+0) = £(0) + £(0)
Si ahora sumamos en ambos lados el opuesto de f(0) en R’ tenemos,
0 = £(0) — £(0) = £(0) + f(0) — F(0) = £(0)
(ii). Sea a € R. Entonces
F(@)+ f(=a) = fla+ (—a) = F0) =0 ¥ f(=a)+ f(a) = f((~a) +a) = F(0) = 0

Por tanto el opuesto de f(a) en R’ es f(—a). n

Lema 4 (Ejercicio) No tiene que suceder que si R y R’ son anillos unitarios, f(1) =1".
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Proposiciéon 5 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S” un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces

(i) f(S) es un subanillo de R'.
(i) f7YS") :={r € R| f(r) € S’} es un subanillo de R.

Demo: (i). % Tenemos que ver que la suma es una operacién interna en f(5):
Sean z,y € f(S). Entonces existen a,b € S tales que x = f(a) e y = f(b). Por tanto

r+y=fla)+ ) = fla+b) e f(5),

ya que como S es un subanillo de R, a +b € S.
% Tenemos que ver que el producto es una operacién interna en f(S):
Sean z,y € f(5). Entonces existen a,b € S tales que x = f(a) e y = f(b). Por tanto

z-y=fla)- f(b) = fla-b) € f(5),

ya que como S es un subanillo de R, a-b € S.

% Por tltimo, como 0 € S (ya que S es un subanillo de R) 0/ = f(0) € f(S) y dado
x € f(9) existe a € S tal que z = f(a), por tanto —x = —f(a) = f(—a) € f(5), ya que
—a €S,

(ii). % Tenemos que ver que la suma es una operacién interna en f~!(S’):
Sean a,b € f~1(S") (por definicién f(a), f(b) € S’). Entonces f(a+0b) = f(a) + f(b) € S’
ya que S’ es un subanillo de R’.

% Tenemos que ver que el producto es una operacién interna en f~1(S’):
Sean a,b € f~1(S’) (por definicién f(a), f(b) € S’). Entonces f(a-b) = f(a)- f(b) € S
ya que S’ es un subanillo de R'.

% Por tltimo, f(0) =0’ € S’ (ya que S’ es subanillo de R') y por tanto 0 € f~1(5").
Por ultimo, si a € f71(S') (es decir, f(a) € S'), f(—a) = —f(a) € S" y por tanto
—a € f7H9). |

Corolario 6 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S’ un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) Ker(f):= f7'(0), llamado el nicleo o Ker de f, es un subanillo de R.

(ii) Im(f) := f(R), llamada la imagen de f, es un subanillo de R'.

Nota: Cuando lleguemos a la estructura cociente en anillo veremos que Ker(f) tiene
propiedades mucho mas interesantes que la de ser simplemente un subanillo.

Proposiciéon 7 Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S” un subanillo de R’ y
f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces

(i) f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = 0.
(ii) f es un epimorfismo si y sélo si Im(f) = R'.
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Demo: (i). Recordamos que Ker(f) = {a € R| f(a) = 0'}. Por tanto, si f es inyectiva
sélo el cero puede ir al cero y por tanto Ker(f) = {0}. Reciprocamente, supongamos que

Ker(f) = {0} y sean a,b € R tales que f(a) = f(b). Entonces

0" = f(a) + (=f(b)) = fla—1b)

por lo que a — b € Ker(f) = {0} y por tanto a — b = 0, es decir, a = b.

(ii). es una consecuencia de ser f aplicacién (no intervienen las nociones de anillo para
demostrar esto). [ ]
Proposicién 8 Sean (R,+,.) y (R',+',.) dos anillos y f : R — R’ un isomorfismo de
anillos. Entonces f~1 : R' — R también es un isomorfismo de anillos.

Cada estructura que demos en algebra tendra su homomorfismo asociado. Por ejemplo,
la nocién de subanillo estd ligada con la nocién de monomorfismo:

Proposiciéon 9 Sea R un subanillo de R’. Entonces la inclusién de R en R', i : R — R
definida por i(r) = r es un monomorfismo de anillos. Es mds: si f : R — R’ es un
monomorfismo de anillos, entonces R es isomorfo a Im(f) < R’ (por lo que se puede
considerar que R es un subanillo de R').

En la proxima secciéon vemos mas homomorfismos asociados a distintas construcciones
de anillos.

% Los ejercicios del 20 al 28 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.

4. Construccion de nuevos anillos

4.1. El producto directo de anillos.

Proposiciéon 1 Sea [ un conjunto de indices y R;, ¢ € I una familia de anillos. Entonces
[T;c; R; Tiene estructura de anillo con la suma y el producto definidos por componentes:

e R; :={(ri)ic;r con r;€R;, i€}
*x Con suma: (7;)ier + (rh)ier = (ri + 71)ier

* y producto, (1;)ier - (rh)ier = (75 - 71)ier

Ejemplos A Veamos un ejemplo antes de demostrar la proposicion. Sean los anillos Zo
y Zs. Entonces la proposicion anterior nos dice que
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Demo: (Proposicién 1 (Pag. 61)) Es claro que la suma y el producto en Il;c/R; estdn
bien definidos ya que si (7;)ier, (75)icr € Hier Ry, para cada i € I, r; e r, € R; y por tanto
ri+r € Ry yri-r € Ry, por lo que (1; + 7l)ier, (i - 75)ier € ier R;. Veamos ahora que
se verifica que (IL;c;R;, +, -) tiene estructura de anillo:
* (II;crR;, +) tiene estructura de grupo abeliano:

* Asociativa: sean (x;)ier, (Yi)ier ¥ (2i)ier € Ilier R;. Entonces,

[(@i)ier + (Yi)ier) + (2i)ier = (25 + vi)ier + (2i)ier = ([2i + yi] + 2i)ier
= (2 + [yi + 2zi))ier = (Ti)ier + (Yi + Zi)ier
= (i)ier + [(Wi)ier + (2i)ic1]-

* Conmutativa: sean (z;)ier € (vi)ier € ier R;. Entonces,
(Ti)ier + Wi)ier = (i + Yi)ier = (Vi + Ti)ier = (Yi)ier + (Ti)ier
* Neutro: sea (;);e; € IierR; y consideremos 0; € R; el neutro del anillo R;. Entonces,

(z3)ier + (0:)ier = (25 + 03)ier = (T4)ier
(0d)ier + (xi)ier = (0 + 2i)ier = (T4)ier

Por tanto el neutro para la suma en IL;c; R; es (0;);er-
* Opuesto: sea (z;)ier € e/ R;. Para cada k € I sea xy (el elemento de Ry que esté en
la coordenada k). Sea —xj, su opuesto en Ry y consideremos (—x;);e; € Il;c; R;. Entonces,

(25)ier + (=2i)ier = (¥ — x3)ier = (03)ier
(—2i)ier + (i)ier = (=25 + 2i)ier = (05)ier
Por tanto el opuesto de (z;)ier en e R; es (—x;)ier € Wier R;.
* (ILic; Ry, -) es asociativa: sean (x;)ier, (Yi)ier v (2i)ier € e R;. Entonces,
[(fb’i)z‘el : (yz')z'el] ’ (Zi)iel = (56’@ : yi)iel : (Zi)iel = ([sz : yz] 'Zi)z'el
= (zi - [Yi - zi))ier = (@s)ier - (Vi - Zi)ier
= (SUz')z‘el : [(yz‘)z’el : (zi)iel]'

* (IL;er Ry, +, ) verifica la distributiva: sean (;)ier, (¥i)ier v (2i)ier € e R;. Entonces,

Por tanto (IL;c;R;, +, ) tiene estructura de anillo. [ |
El producto directo de anillos esta ligado a la nocién de proyeccién candnica y a cierta
propiedad estructural:
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Definicién 2 Sean R;, i € I una familia de anillos y sea R = I, R; el producto directo
de los R;. Se define la proyeccion “canonica” de R en Ry, con k € I, como:

My, R — Ry
(ri)ier —> Tk

Proposicién 3 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = Il R; el pro-
ducto directo de los R;. Entonces, para cada k € I, la proyeccion canonica 7y, : ;e Ry —
Ry es un epimorfismo de anillos.

Proposicién 4 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = Il;c;R; el pro-
ducto directo de los R;. Entonces,

o R es unitario st y solo si Ry es unitario para todo k € 1.
o R es conmutativo si y sélo si Ry es conmutativo para todo k € 1.
e Si #I > 2, R tiene divisores de cero. Por tanto, en este caso, R no puede ser

dominio de integridad, ni anillo de division ni cuerpo.

4.2. La suma directa de anillos.

Proposicién 5 Sea I un conjunto de indices y { R;}icr una familia de anillos. Entonces
@ Ri = {(r3)ier € WierR; | i =0 para casi todo i}

icl
es un subanillo de 1l;cr R;, llamado la suma directa externa de los R;
Nota: Al ser un subanillo la suma y el producto se definen por componentes:
* Suma por componentes: (1;)icr + (7})icr = (ri +71)ier
* Producto por componentes: (r;)icr - (rl)ier = (13 - 75)ier

Demo: Es claro que si sumo o multiplico dos elementos del producto con un niimero
finito de coordenadas no nulas, obtengo un elemento con un ntimero finito de coordenadas
no nulas, ver la proposicién 1 (Pag. 61) para la definicién de producto directo de anillos.
Es mas,

* (0;) € B,c; Ri (el elemento neutro de la suma de ILic; R;) y

* s (r3)ier € @,e; Ris su opuesto (respecto de la suma en ILic;R;) es (—7;)icr que
pertenece a @, ; R;.

Por tanto, por el teorema 15 (Pag. 57), @,.; Ri < i/ R;. [

Nota: Si #] < oo se tiene que la suma directa y el producto directo coinciden.

Definicién 6 Sean {R;}ic; una familia de anillos y sea @,.; R; la suma directa de éstos.
Entonces para cada k € I se define la inclusion candnica de Ry en @, ; R; y se
representa por

el

1€l
como pr(rr) = (z;)ier en donde x; =0 sii # k y xp = ri. Es decir, la upla de ;e R; que
tiene todas las coordenadas cero, salvo la k que vale ry,.

Proposicién 7 (ejercicio) Sea {R;}ic; una familia de anillos y sea R = @,.; R la
suma directa de los R;. Entonces, para cada k € I, la inclusion canonica p, : R —
@, Ri es un monomorfismo de anillos.
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4.3. El anillo de matrices

Proposicién 8 Sea R un anillo y n € N. Entonces El conjunto M,,(R) definido como:

11 Q12 - Aip
Q21 QA2 -+ A2y o

M, (R) = _ . _ cona;; € Rparai,j=1,2,...,n
Ap1 Gp2 - Gpp

con su suma definida por componentes y producto habitual de matrices tiene estructura
de anillo. Es decir, dadas

ailz Qi - Aip b1 by - by

a1 Q22 -+ A2y bar bay -+ by
A= 7 T B=

Ap1 Ap2 -+ Qpp bnl bn2 e bnn

Nota: En notacion reducida, A = (a;;) y B = (b;).

ayp +bnn aig+big - ay, + by,
a1 +boy  agy +by -+ ag, + by
OA—FB:(CLZ]—'—Z)Z]): .
an1 + bnl an2 + an ot Apn + bnn
Yoo @ik b gy bke o Yo 1k - big,
. Dbt ok brr D gy op bro - D0 aok - b
o A B = (g ain - biy) = : : N :
Zzzl Ank bkl Zzzl Ank * bk2 e Zzzl Ank * bkn

Demo: % Es claro que la suma es una operacién bien definida en M,,(R). Es més, la suma
se define componente a componente, por lo que (siguiendo la demostracién del producto
cartesiano de anillos), (M, (R), +) es un grupo abeliano. Observar que el elemento neutro
para la suma es

0 0 0
0 0 0
0=

y el opuesto para un elemento A = (a;;) € M, (R) es —A = (—a;;).
% Es claro que el producto es una operacién bien definida en M, (R). Algo més
complicado serd demostrar la propiedad asociativa. Usemos la notacion reducida:

n n

A-(B-C) = (aig) - (O bis - co) = (D air - (bra - 7))

s=1 r,s=1
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Nota: Una demostracion con notacion matricial la puedes encontrar al final del tema.
% Demostremos las propiedades distributivas. Usemos la notacién reducida:

n

(A+ B)-C = (ay +by) - (ciz) = O _(am + bir) - &) Zaw eri) + (O bir - )
r=1

r=1
=A-C+B-C
A-(B+C) = (aij) - (bij +cij) = Zaw- (byj + ¢rj)) :(Zair~brj)+(2air~crj)
r=1 r=1
=A-B+A-C

Proposicién 9 (ejercicio) Sea R un anillo y n € N. Entonces

(i) M, (R) es unitario si y sdlo si R es unitario.
(i) M, (R) tiene divisores de cero sin < 2. Por tanto, en este caso, M, (R) no puede
ser ni dominio de integridad, ni anillo de division ni cuerpo.

(ii)) M, (R) es conmutativo si y sdlo si R es conmutativo y n = 1.
(iii) M, (R) es un anillo de division si y solo si R es un anillo de division y n = 1.
(iv) M, (R) es un cuerpo siy solo si R es un cuerpo y n = 1.

% Los ejercicios del 29 al 33 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.

4.4. El anillo de polinomios y el anillo de series formales
El anillo de series formales

Proposiciéon 10 Sea R un anillo. Se define el anillo de series formales sobre R y se
representa por R[[X]] como el conjunto:

R[[X]] == {Z a,X"| con a, € R}

n=0
con suma y producto dado por:

(i) Suma por componentes: » oo a, X" + > " b, X" = > (an + b,) X"
(ii) Producto: Y 07 janX™ > 7 0, X" =320 0 (O gk - buk) X"

Demo: La suma en R[[X]] coincide con la suma por componentes, por lo que la demos-

tracion de que (R[[X]], +) es un grupo abeliano es la misma a la dada para demostrar que

la suma en el producto cartesiano de anillos dota a éste de estructura un grupo abeliano.
% Veamos que el producto es asociativo. Primero dos identidades:

n n—k n n—=k n n
() DD ke =D D sk (k2) Do ar = anr.
k=0 s=0 k=0 s=0 r=0 r=0

En (%;) simplemente estamos reordenando los sumandos. En ambos sumatorios se
suman los elementos
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aoo agl ... Qon_1 Qon En el primer termino de (%) los estamos sumando por
ao ay .. G1p-1 filas mientras que en el segundo término de (%;) los
estamos sumando por columnas. En (%) sumamos los
elementos ay +as + - - - + a, en el primer término de la

An—10 Gp-11 .
" " identidad y sumamos a,, + - - - + as + a; en el segundo.

ano
* (ianX" . ib,)(") . ich” = i (ias . bn_s> X" ich”
n=0 n=0 n=0 n=0 \s=0 n=0
00 n k 00 n k
= <Z <Z Qs+ bk—s) : Cn—k) X" = Z (Z Z Qs - by - Cn—k) X"
n=0 \k=0 \s=0 n=0 \k=0 s=0
*ianX’V (ian" . ic,J(”) = ianX" Z (Zbk Cp k)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=
0o n n—k 00 n n—k
:Zz<a’k ( bs'cn—s—k>>Xn:Z<Zzak'bs'cn—s—k> X"
n=0 k=0 s=0 n=0 \k=0 s=0
00 n n—k 00 n n—k
=02) Z Z ag - bn—k—s : Cs) X" =01) Z ( Qs - bn—k—s : Ck) X"
n=0 \k=0 s=0 n=0 \k=0 s=0
00 n k
—(x3) Z (Z Qg b an) X"
n=0 \k=0 s=0

En donde, en (x3) sumamos s desde n — k a 0 (s hace el papel de 7 en (%2)) y en (x5)
sumamos k desde n a 0 (k hace el papel de r en (x2)).
% Veamos que el producto es distributivo.

* (i an X" + i an”> Z e X" = i (an +bp) X" i e X" =
_ — n=0 n=0
—Z (Z ag + b) - cnk> X" = i (Z ag * Cp—p + by, - an> X"
n=0 \k=0
= Z anX™ - Z cn X"+ i b X™ - i cn X"
n=0 n=0 n=0 n=0
*ich’V (ianX"jLian") i i(an—i-bn)X =
— _ — n=0 n=0
_Z<ch‘ Qp— k"‘bnk)Xn: Y
k=0
- Z cn X Z anX™ + Z cn X" Z by X"
n=0 n=0 n=0 n=0

Por lo que R[[X]] tiene estructura de anillo. |

Mg

Ck * Qp—f + Ck bnk) X"
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Teorema 11 Sea R un anillo. Entonces la aplicacién i : R — R[[X]] definida por i(a) =
a4+ 2, 0X" es un monomorfismo de anillos. Por tanto podemos considerar R como
subanillo del anillo de series formales, R =~ i(R) < R[[X]].

Proposicién 12 (ejercicio) Sea R un anillo y sea R[[X]] el anillo de series formales
con coeficientes en R. Entonces:

(i) R es unitario si y solo si R[[X]] es unitario.
(ii) R es conmutativo si y solo si R[[X]] es conmutativo.
(i1)) R es D.I siy solo si R[[X]] es D.L

En el anillo de series formales suceden algunos hechos curiosos. Por ejemplo, si R es
un anillo unitario 1 + X es un elemento inversible de R[[X]] con inverso )~ (—1)"X".
Es mas:

Proposicién 13 (ejercicio) Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series
formales con coeficientes en R. Entonces un elemento Y~ a, X" € R[[X]] es inversible
st y solo si ay es un elemento inversible de R.

Corolario 14 Sea F es un cuerpo. Entonces

S san X" € F[[X]] es inversible si y sélo si ag # 0.

n=0

El anillo de polinomios

Proposiciéon 15 Sea R un anillo. Se define el anillo de polinomios con coeficientes en R,
y se denota por R[X] como el subanillo de R[[X]] consistente en las series con sélo un
numero finito de coeficientes no nulos, es decir:

R[X] = {Zaka| conneNya, € R k=12,....n}

k=0

Demo: Claramente la suma y el producto son operaciones internas en R[X]. Por otro
lado 0 € R[X] y el opuesto de un polinomio p(X) es —p(X) que también pertenece a
R[X]. |

Definicién 16 Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con coeficientes en R.
Se define el grado de un polinomio p(X) = >_}_, ax X* y se denota por deg(p(X)), como
el mayor k£ € N tal que a; # 0.

Como corolario del Teorema 11 (Pag. 67) tenemos:

Corolario 17 R puede verse como subanillo de R[X] consistente en todos los polinomios
de grado cero.

Proposicién 18 (ejercicio) Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con
coeficientes en R y sean p(X),q(X) € R[X]. Entonces

(i) R es conmutativo si y sélo si R[X] es conmutativo.
(ii) R es unitario si y sélo si R[X] es unitario.
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(iii) R es dominio de integridad si y s6lo si R[X] es dominio de integridad.
(iv) deg(p(X) + ¢(X)) < Max(deg(p(X)), deg(q(X))).
)
)

(v) deg(p(X) - ¢(X)) < deg(p(X)) + deg(q(X)).
(vi) Es mds, R no posee divisores de cero si para todo p(X), ¢(X) € R[X] se tiene que

deg(p(X) - ¢(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)).

Nota: Observar que podemos considerar R como un subanillo de R[X]: dado a € R,
podemos suponer que a es un polinomio de grado cero en R[X]. M&s formalmente, la
aplicacién i : R — R[X] definida por i(a) = a es un monomorfismo de anillos.

Cuando R es conmutativo nos encontramos con algunas propiedades extra en el anillo
de polinomios:

Proposicion 19 Sean Ry S dos anillos conmutativos y sea a € S. Entonces para todo
homomorfismos de anillos f : R — S existe un tinico homomorfismo f, : R[X] — S tal
que fs(X) = sy hace conmutativo al siguiente diagrama:

=V
0

Demo: Estas demostraciones tienen su estrategia de demostracién. Supongamos por
un momento que existe este homomorfismo de anillos f, que hace conmutativo el diagrama
(y veamos quien tiene que ser). Dado un elemento a € R tenemos que

fla) = fooi(a) = fi(a+0X +0X*+--)

y por hipétesis f(X) = s. Por tanto, dado un polinomio p(x) = ag + a1z + - -+ + a, X"
tenemos que

fs(p(x)) = ]?(ao+a17:c+ +anX") = f.(a 0)7—|— folarw) + -+ fo(a, X™)
= f(ao) + fs(ar) fs(x) + folan) fo(X)" = flao) + flar)s + -+ f(an)s"

Esta igualdad nos esta diciendo cual es la tinica posibilidad que tenemos para definir f;.
Por tanto ya hemos demostrado la unicidad. Demostremos ahora que esta definiciéon de
f, verifica lo que dice el teorema: Por construccién f, hace conmutativo el diagrama y
fs(z) = s por tanto sélo tenemos que demostrar que es un homomorfismo de anillos.

Sean p(x) = ag+ a1z +- -+ a, X"y q(z) = by +byx+- - -+ b, X" (puedo representarlos
“con el mismo grado” completando el de grado menor con ceros) dos polinomios de R[X].
Entonces
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Como el enunciado dice que existe un único homomorfismo, tienes que intentar averiguar cual es y una vez que sabes cual es tienes que demostrar el teorema: Al ser el diagrama conmutativo sabes cuanto vale s en R y por la hipótesis sabes cuanto vale en X, por lo que por las propiedades de homomorfismo sabes cuanto vale en todo polinomio. Lo demás es una mera comprobación
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fs(p(x) + q(x))

s(ag+ax+---+a, X" +by+bx+---+b,X")
s(ao+bo+ (ag + b))z + -+ + (a, + b,) X™)

(a0 +bo) + flar +b1)s + - + flan + by)s")

(a0) + flar)s +-- -+ flan)s" + f(bo) + f(br)s + - - - + f(bn)s"
s(p(@)) + fla(@))

s(ap +arz+ -+ a, X") - (b + bz + -+ -+ 0, X"))

(D (Z aj - bi—j) X' = Z (Z flaj - bi—j)) s

i=0 \j=0

_Z<Zfaj ij)s‘
= Sf(ao) + [( ay)s -+ flan)s"™) - (f(bo) + f(br)s+ -+ f(bn)s")
= [s(p(z)) - fs(zq(x))

Observar que el paso que estd marcado con x es cierto al ser R un anillo conmutativo.
Por tanto, f, es un homomorfismo de anillo, lo que demuestra el teorema. |

I
. '\m'\h kh S S

P

=

5/
I

Definicién 20 Sea R un anillo conmutativo y sea R[X] el anillo de polinomios con coe-
ficientes en R. Dado s € R y p(X) € R[X] se define al evaluacion de p(X) en s y se
representa por p(s) como is(p(X)).

Nota: Observar que tal como se demostr6 en la proposicién anterior, si consideramos
el polinomio p(X) = ag+ a1 X + - - + a, X" € R[X], y el elemento s € R

p(s) = is(p(X)) = ag + ais+ -+ a,s"

% Los ejercicios del 34 al 37 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccién.

4.5. La unitizacion de un anillo

En la siguiente proposicién vamos a demostrar que todo anillo se puede ver como
subanillo de un anillo unitario:

Sea R un anillo y sea Z el anillo de los enteros. Entonces podemos definir una aplicacién
® :Z x R — R definida por:

Z4 24 4 2, n >0
O(n,z) =4¢ 0, n=20
—z—z—W— 2 n<O.

Normalmente esta aplicaciéon se denota simplemente por yuxtaposicién, ®(n,z) = nz y
satisface las siguientes propiedades:

(n+m)x =nx + mx n(x +y) = nxr + ny
(nm)z = n(mz) n(ry) = (nx)y = x(ny)
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Proposiciéon 21 Sea R un anillo. Entonces Z x R con suma y producto:

A1)+ (1) o= A+ pr +17)
A r) (') = = Wy M+ 4 1)

Tiene estructura de anillo unitario. Es mds, la aplicacion v : R — 7Z X R dada por
W(r) = (0,7) es un monomorfismo de anillos.

Definicién 22 Sea R un anillo. Se define la unitizacién de R, y se representa por R!
como R, si éste ya es un anillo unitario o Z X R caso de que R no sea unitario.

5. La caracteristica de un anillo

Definicién 1 Sea R un anillo. Si existe el menor natural n € N tal que a + ", +a=0
para todo a € R se dice que la caracteristica de R es n. En caso contrario se dice que la
caracteristica de R es cero.

Ejemplos A Dadon € N, la caracteristica de Z, es n. La caracteristica de Z es cero.

Proposicién 2 Sea R un anillo unitario. Entonces la caracteristica de R o es cero o el

menor natural tal que 1+ . + 1 =0 (o excluyente).

k
Demo: Si no existe ningtin k£ € N tal que 1 + - ). + 1 = 0, entonces, por definicion, la

k
caracteristica de R es cero. Supongamos que existe un k € N tal que 14 - ). +1=0ysea
n el menos natural que cumple esta propiedad. entonces, para todo a € R,

k) k) k)
at+-4+a=al+---4+al=a(l+-"-4+1)=a0=0

Por lo que n es la caracteristica de R. [ |

Proposicién 3 (ejercicio) La caracteristica de un anillo y de su unitizacién no tienen
que coincidir. Es mds, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

Proposicién 4 (ejercicio) ;Se te ocurre una nueva construcciéon para “sumergir’ un
anillo no unitario en un anillo unitario manteniendo la caracteristica?

Proposiciéon 5 La caracteristica de un dominio de integridad D es cero o un numero
primo.

Demo: Si la caracteristica de D es cero no hay nada que demostrar. Supongamos por
tanto que D tiene caracteristica n € N. Por reduccién al absurdo, si n no fuera primo,
existiria ;s € N, con 1 < r, s < n tales que n = rs. En este caso,

r) s)

O=1+-+1=1+-"4+1)1+-"-+1).

Lo que implicaria, al ser n el menor natural con 1+ . +1=0quel+ 7 +1y 1+ ) +1
son dos elementos no nulos de D de producto cero, una contradiccion ya que en D no hay
divisores de cero. |

% Los ejercicios del 38 al 42 te pueden servir para saber si has asimilado los conceptos
de esta seccion.
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6. Los Cuaterniones de Hamilton

Hasta ahora no hemos visto un anillo de divisién que no sea conmutativo, es decir, un
anillo de divisién que no sea cuerpo. Veamos aqui el primero.

La construccion del anillo de los cuaterniones de Hamilton es muy parecida a como se
construye C, los nimeros complejos, a partir de R, el cuerpo de los reales:

Vamos a considerar como conjunto base H := R xR x R x R. Denotamos los siguientes

elementos como:
1:=(1,0,0,0) i:=(0,1,0,0)
j:=1(0,0,1,0) k:=(0,0,0,1)

Con esta notacion tenemos que los elementos de H son de la forma
H := {01 + agi + asj + ask |o; € R =1,...,4}.

En este conjunto definimos la suma por componentes, con lo que (H, %) tiene estructura
de grupo abeliano (es una mera comprobacion). Definimos el producto en H siguiendo las
siguientes reglas:

i=—-1 j?=—-1 k®>=—-1 1-h=h-1VheH vy

Si multiplicas dos de estos siguiendo la direccién de las flechas te da el K \
siguiente, 1 -7 = k j-k = 1 k-i = 7. Si multiplicas dos de estos
en sentido contrario a las flechas te da el siguiente cambiado de signo,
jri=—k k-j=—i 1-k=—j. j<—/

1
Todos los demas productos aparecen aplicado la propiedad distributiva:

(o1 + agi + azj + auk) - (Br + Pai + B3j + Bak) 1 = a1 — aafla — azfs — aufhs
+ (182 + By + asfBy — aufBs)i
+ (1 f3 — By + asBy + aufBa)j
+ (a1Bs + By — azfa + auf)k

Teorema 1 Con las notaciones anteriores, (H, +, ) es un anillo de divisién no conmuta-
tivo (por tanto no es un cuerpo).

Demo: El principio de la demostracién de la proposicién 1 (Pag. 61) nos demuestra que
(H, +) es un grupo abeliano, por lo que s6lo nos tenemos que preocupar de demostrar las

demés propiedades:
* La asociatividad del producto: Denotemos por p; = 1, ps = 2, p3 = j, p4 = k. Tenemos

entonces

((Z Oész)(Z 51]72)) (Z fylpl) = Z arﬁs%& (prps>pt

r,s,t=1

(Z aipi) ((Z 51]72)(272]7@)) = Z arﬁthPr(]?spt)

r,s,t=1
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Luego, si para todo 1, s,t € {1,2,3,4}, (p,ps)pe = pr(pspt), entonces los dos sumatorios
anteriores seran iguales y habremos demostrado la propiedad asociativa.

(a). Sir=10s=1o0t=1, entonces (p1ps)p: = PsPt = P1(PsPt)-

(b). Sir =s =k, (p.pr)pr = —0" = pr(prpr). Veamos las siguientes 24 igualdades
restantes:

Jji)i = —ki = —j = j(i1)
i = ji = —k = k(id)

( ( G (
( ' ( )

(Jik = —k=ji=jk) (j ) (kj)j = —ij = —k = k(jj)
(Ji)i=—i=—jk=j(ji) (ji)j=—kj=1i=jk=7(ij) (ij)j=kj=—i=1i(jj)
(kk)i = —i = kj = k(ki) (ki)k = jk =1 = —kj = k(ik) (ik)k = —jk = —i = i(kk)
(kk)j = —j = —ki=k(kj) (kj)k = —ik =j=ki=k(jk) (jk)k=1ik = —j = j(kk)
(i))k = k* = i* =i(jk) (ji)k = —k* = —5° = j(ik) (ik)j = —j° = —i* = i(kj)
(ki)j = j* =k =k(ij)  (jk)i =14 = j? = j(ki) (kj)i = —i* = —k* = k(ji)

* Es claro que (H, +, -) es unitario, con unidad 1.

* Es claro que (H, +, ) no es conmutativo, ya que ij = k, y ji = —k.

* Tenemos que demostrar ahora que todo elemento no nulo de (H,+,:) posee un
inverso. Pero,

(a1 + aoi + aszj + ask) - (a1 — asi — azj — auk) = af + a3 + aj + o

por tanto, si h = a; + agi +azj + auk #0,0#a? + a3+ a2 +af €Ry

Bl — Qi . ) i a3 j— Qy
adt+ai+ai+a? al+ai+tai+tal A2+ali+ai+al’ a4 a2+ ad+al

Lo que demuestra que todo elemento no nulo de H posee inverso.
* Por tltimo la distributiva es evidente, por la propia definicion del producto. [ |

Definicién 2 Sea (H,+,-) el anillo de division de los Cuaterniones de Hamilton. Se
define:

» El conjugado de un elemento h = oy + i + azj + auk € H y se denota por h como
h:= a1 — OéQi — Oégj — Oé4]€.

= Se define la norma de un elemento h = a1 + ant + agj + ask € H y se denota por
|| como |h| := a} + a2 + a2 + a3,

Nota: Observar que el inverso de un elemento no nulo h € Hes h™! = %

7. Ampliacion de contenidos

7.1. Anillos de endomorfismos de un grupo abeliano

Nota: El conjunto de los homomorfismos entre dos anillos R y R’ no tiene muy
buenas propiedades, ya que ni la suma natural de aplicaciones es un homomorfismo: si
consideramos la identidad en Z, el anillo de los enteros, se tiene que Id + Id no es un
homomorfismo. ;Cuales son los endomorfismos de Z?
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Definicion 1 Sean G y G’ dos grupos. Se define un homomorfismo de grupos de G
en G' como una aplicacion f: G — G’ tal que:

fla+b) = f(a)+' f(b) para todo a,b € G

Se define Hom(G, G") como el conjunto de todos los homomorfismos de G en G'. Por
End(G) denotaremos al conjunto de todos los homomorfismos de G en G.

Proposicion 2 Sean G y G’ dos grupos. Entonces
(1) Hom(G,G") es un grupo con la suma usual: dados f,g € Hom(G,G'),
f+9:G— G definida por [+ g(a)= f(a)+ g(a).
Es mas, si G' es conmutativo, Hom(G, G') es un grupo abeliano

(2) End(G) con la suma usual y la composicion de aplicaciones, (End(G),+,0) es un
anillo unitario.

Teorema 3 Todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo de endomorfismos de un
cierto grupo abeliano.

Demo: Consideremos R! con su estructura de grupo abeliano. Veamos que la aplicacién
® : R — End(R') definida por @,(r') = rr’ es un monomorfismos de anillos: dados r; y
ro elementos de R,

= Oy, (1) = (o)’ = 11’ +rgr” = B, (1) + By, (1)

- &, Py (T,> =N (T2T,> = (Tl'r?)TI = O, (T,>

Lo que demuestra que es un homomorfismo de anillos. Por ultimo, si &, = 0, 0
®,.(1) =, lo que demuestra que es inyectiva.

Nota: Este teorema nos dice como son todos los anillos (resultado poco til).
Nota: La aplicacion inversa de un automorfismo f : R — R es precisamente el inverso
de f en End(R) (considerado R tnicamente como grupo abeliano).

7.2. Propiedad fundamental del producto directo de anillos

Proposicion 4 Sean R;, i € I una familia de anillos y sea R = 1l;c;R; el producto
directo de los R;. Entonces para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de
anillos f; : R — R; existe un inico homomorfismo de anillos f : R' — R tal que para
cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

Tk
et Ry ———— Ry,

A

7 f

P

Es mds, Si R es un anillo Y pi: R — R; son una famalia de epimorfismos de anillos
tales que para cada anillo R' y cada familia de homomorfismos de anillos f; : R — R;
existe un unico homomorfismo de anillos f : R — R tal que para cada k € I el diagrama
anterior es conmutativo, entonces R es isomorfo a Il R;.
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Demo: Tenemos que demostrar la existencia y unicidad del homomorfismo f : R' — R
que hace conmutativo el diagrama. La estrategia que vamos a usar para demostrarlo va
a consistir en demostrar que hay una tnica aplicacion que hace conmutativo el diagrama
y para luego demostrar que esta unica posibilidad es el homomorfismo de anillos que
buscamos:

1-. Supongamos que existe f : R — Il;c;R; tales que 7, o f = fi. tenemos entonces
que dado " € R, fi(r") = mp(f(r")), por lo que la coordenada k-esima de f(r’) es fi(1).
Asi, f(r') tiene que ser forzosamente (f;(7'))icr-

2-. Comprobemos entonces que la aplicacion f : R — I/ R; definido por f(r') =
(fi(r"))ier es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ¢ Es homomorfismo de grupos?

fry+75) = (filry +15))ier = (fi(rh) + fi(ry))ier = (fi(r))ier + (fi(rh)ier
= f(ry) + f(r3)
* ¢ Es homomorfismo de anillos?
friry) = (fi(rirg))ier = (fi(r))-fi(ry))ier = (fi(r1))ier-(fi(r2))ier
= f(r)f(ry)

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro

w0 f(r') = me((fi(r"))ier)) = fulr).

Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto cartesiano
de los {R; }ies. Sea R un anillo y gi: R — R; una familia de epimorfismos de anillos tales
que para cada anillo R y cada familia de homomorfismos de anillos f; : R — R; existe
un unico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que para cada k € I el diagrama

N gk
R Ry,
I3
i
R/

es conmutativo.
Si consideramos ahora R’ = Il,c;R; v f; = m; las proyecciones candénicas tenemos:

R ....... HieIRi

Tridngulo B : . Tridngulo A :
Tk
= g
' ' 9k

Ry, zGIR Ry,

>\g v g Mot
- Tk é
Tridngulo A : Tridngulo B v ?

R( ...... HZEIRZ Grvend ;

59 <
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En donde f es la tnica aplicacién que hace conmutativo el tridngulo B (aqui estamos
aplicando que Il;c;R; verifica la propiedad del producto cartesiano, apartado 1-.) y en
donde g es la tnica aplicaciéon que hace conmutativo el tridngulo A (aqui estamos aplicando
que, por hipdtesis, R satisface la propiedad). Ahora,

grold=gy=meog=(guoflog=gro(foyg)
Luego como R verifica la propiedad, Id; = f o g (estamos haciendo uso de la unicidad
de la solucién). Pero igualmente, si nos fijamos en el exterior del segundo diagrama,

mpold=m, =grof=(mrog)of=mo(gof)
Luego como II;c;R; verifica la propiedad, Idp, ,z, = g o f (estamos haciendo uso de

la unicidad de la solucién). Por tanto f y g son isomorfismo de anillos lo que demuestra
que I,/ R; v R son isomorfos. [ |

7.3. Asociatividad en el producto de matrices

an Gz -0 Aip b1 bz -+ by C11 Ci2 *** Cin
Q21 Q22 -+ d2p bar bay -+ by Co1 Co9 -+ Cop
L Ap1 Ap2  *+° Qpn bnl an PN bnn Cnl Cn2 ' Cnn
n n n
Zr:l A1y * brl Zr:l aiy - br2 e Zr:l Ay - brn Ci1 Ci2 *°* Cin
n n n
ZT‘Zl Aoy * bT‘l ZTZl Aoy - bT’Q e Zril Qo * brn Co1 Coo st Cop
n n n
ZT‘:l Qpy - brl Er:l Qe br2 Cen Zr:1 Ay * brn Cnl Cn2 " Cpn
n n n
ZT,S:l(alr ’ brs) " Cs1 Zr,s:l(alr ' brs) * Cs2 Zr,s:l 1r brs) Csn
n n n
ZT’Szl(aQT ’ brs) "Gl 27"75:1(&27" ’ bm) "Cs2 v Zr,s:l(a'Qr : brs) * Csn
n n n
ZT,S=1<CL"T ) brs) " Cs1 Zr,s:l(anr ) brs) “Cs2 Zr,s:l(anr ) brs) * Csn
i Gz - OQin bit bz - by C11 Ci2 " Cip
a1 Q22 -+ d2n bar baa -+ by Co1 Cog - Cop
Ap1 Qpa  “ Qup L bnl an ce bnn Cnl Cn2 " Cpn
n n n
app Q2 - Qg S biscCst Yo bistCea e Yo bl Cepn
n n n
R R Sor i basCst Yom  basCsr e Don bog Con
n n n
pi QApna **+ Gpp S bps o S bsCo S b Con
n n n
ZﬁS:l arr - (brs ) 051) Zr,s:l air - (brs : 052) T Zr,s:l air (brs : Csn)
n n n
Zr,s:l @ar - (brs ’ 651) ZT,S:l or - (bTS ) 682) T Zr,s:l Qor - (brs : Csn)

E:«iszl Apny * (brs : Csl) 223:1 Apy * (brs : CsQ) tU Z:«iszl Ay * (brs : Csn)
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8. Ejercicios del Tema

1 Decir si los siguientes conjuntos, con las operaciones indicadas, tienen estructura de
anillo. En caso afirmativo: json conmutativos?, ;junitarios?, ;de division?... jcudles son
sus elementos inversibles?

(i) Z* con la suma y producto usual.
(ii) {a +bv2 | a,b € Q} con la suma y producto usual.

(iii) N con primera operacion: el producto y segunda operacién la potencia, es decir:

“a 4+ bigual a ab” y “a por b igual a a®”.

(iv) {z € Q | 3z € Z} con las operaciones usuales.

2 Sea X un conjunto no vacio, P el conjunto de partes de X y A la operaciéon diferen-
cia simétrica. Demuestra que (P(X),A,N) es un anillo conmutativo y unitario. Da una
condicién necesaria y suficiente para que sea dominio de integridad.

3 Sea (R,+,-) un anillo y sea a € R. Demuestra que R con su misma suma y un nuevo
producto dado por x -, y = xay tiene estructura de anillo, es decir, que (R,+,-,) tiene
estructura de anillo. jSe te ocurre alguna condicién para que este nuevo anillo sea unitario?

4 Sea R un anillo unitario y sea U(R) el conjunto de los elementos inversibles de R. De-
muestra que el producto de R define una operacién en U(R) que dota a éste de estructura
de grupo. Demuestra que si R es un anillo conmutativo, (U(R),-) es un grupo abeliano.

5 Sea R un anillo. Demuestra que si @ € R es un divisor de cero, entonces a no es
inversible.

6 ;Puedes encontrar un anillo R con divisores de cero por la izquierda pero sin divisores
de cero por la derecha?

7 Sea (R, +, ) un anillo. Demuestra que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) R no posee divisores de cero por la izquierda (Resp. derecha).

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién por la izquierda (Resp. derecha).

8 Demuestra que para un anillo conmutativo y unitario (R, +, -) las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(i) R es un dominio de integridad.

(ii) Se verifican las leyes de cancelacién en R. Es decir,

Si ax = ay con a # 0, entonces r =y

Si za = ya con a # 0, entonces r =y

9 Sea (R, +,-) un anillo. Demuestra que R verifica la ley de cancelacién por la izquierda
si y solo si verifica la ley de cancelacién por la derecha.
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10 Demuestra que en un anillo unitario (R, +,-) el cero (neutro para la suma) y el 1
(neutro para el producto) son elementos distintos.

11 ;Es posible dar una estructura de anillo en el conjunto Z en donde la primera ope-
racion sea el producto? ;Y en la que la segunda operacion sea la suma? Demuestra que

no es posible o construye dicha operacion.

12 Sea R un anillo unitario y a € R tal que existe b € R con ab = 1. Demuestra que son

equivalentes:

= ¢ no es inversible.
m existe ) € Rcon b’ #byall =1.
m ¢ es divisor de cero.

Demuestra que en las condiciones anteriores, R contiene un idempotente no trivial (dis-

tinto de 0 y 1).

13 Sea R un anillo. Demuestra que si para todo a,b € R la ecuacién aX = b tiene a lo
sumo una solucién, entonces en R no hay divisores de cero. ;Es cierto del reciproco?

14 Demuestra que en Z;, la ecuacién X? —1 = 0 tiene mas de dos soluciones. Demuestra
que en un dominio de integridad la ecuacion anterior sélo posee, a lo sumo, dos soluciones.
/Sabrias encontrar un anillo en donde sé6lo posea una?

15 Sea R un anillo. Un elemento € R se dice idempotente si # = x?. Demuestra que
un anillo en donde todo elemento es idempotente es conmutativo.

16 Sea R un anillo y e € R un idempotente. Demuestra que
eRe:={exe |z € R} ={x € R | ze =ex =z}

es un subanillo unitario de R (que no se te olvide comprobar la igualdad de los conjuntos
anteriores). Demuestra que si eRe = R, entonces e = 1.

17 Demuestra que todo subanillo unitario de un dominio de integridad es un dominio
de integridad. En particular, todo subanillo unitario de un cuerpo es un dominio de
integridad.

18 Demuestra que si R es un anillo unitario y S es un subanillo suyo, S no tiene por
qué ser unitario. Es més, si S es unitario las unidades de R y S pueden no coincidir.

19 Sea R un anillo sin divisores de cero y S un subanillo de R. Demuestra que si S es
unitario, entonces R es unitario con la misma unidad.

r 0

20 Sea R un anilloy f: R — My(R) definido por f(r) = < 0 0

). Demuestra que f
es un monomorfismo de anillos.
21 Sean n,m € N primos entre si. Demuestra que la aplicacion f : Z,,, — Zy X Znp,

definida por f(7) = (7,7) es un isomorfismo de anillos. (Acuérdate de demostrar que f
estd bien definida)
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22 Sea Runanilloy f : R — R un homomorfismo de anillos. Demuestra que la aplicacién
f o My(R) — My(R) definido por f(a;;) = (f(a;)) es un homomorfismo de anillos.
Demuestra que si f es un monomorfismo f también lo es. ;Si f es un epimorfismo, f tiene
que serlo?

23 Encuentra un homomorfismo f: R — R’ con Ry R’ anillos unitarios y f(1g) # 1g.
24 ;Cuales son los endomorfismos de Z7
25 Sea R un anillo. Encuentra dos monomorfismo de anillos f : R — M (R).

26 Se dice que una propiedad (que pueda poseer un anillo) es estructural si siempre que
la verifique un anillo R la verifica cualquier anillo isomorfo a él (R y R’ son isomorfos
si existe un isomorfismo f : R — R’). Demuestra que ser conmutativo, ser unitario, no
poseer divisores de cero, poseer n elementos inversibles son propiedades estructurales. ;Se
te ocurre alguna mas?

27 Demuestra que no hay ningin isomorfismo entre Zy y Zo X Zo.

28 Sean Ry R' dos anillos y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) Si R es un anillo unitario, Im(f) es un anillo unitario con unidad f(1).
(ii) Si a es un elemento inversible de R, f(a) es un elemento inversible de Im(f).
(iii) Si f es sobreyectiva, entonces f(1) = 1"y f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.
(iv) Si Ry R’ son unitarios y f(1) =1', f(a) es inversible para todo elemento inversible
a € R.

29 Sea {R;}icr una familia de anillos y sea R = ;e R; el producto directo de los R;. De-
muestra que para cada k € I, la proyeccion canonica 7y, : l;ef R; — Ry es un epimorfismo
de anillos.

30 Sean {R;}icr, {Sitier dos familia de anillos indizadas en el mismo conjunto I. Su-
pongamos que para cada i € I existe un homomorfismo de anillos f; - R; — S;. Demuestra
que eziste un inico homomorfismo de anillos f : {R;}icr — {S:i}ier tal que fion! = wiof.

31 Sea {R;}icr una familia de anillos y sea R = ;e R; el producto directo de los R;.
Demuestra que,

o R es unitario st y solo si Ry es unitario para todo k € 1.

e R es conmutativo si y solo si Ry es conmutativo para todo k € 1.

o Si #I > 2, R tiene divisores de cero. Por tanto, en este caso, R no puede ser
dominio de integridad, anillo de division o cuerpo.

32 Sea {Ri}icr una familia de anillos y sea R = @,.; R; la suma directa de los R;.
Demuestra que para cada k € I, la inclusion candnica py, : R, — @,c; Ri es un mono-
morfismo de anillos.

33 Sea R un anillo y n € N. Demuestra los siguientes enunciados:
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(i) M, (R) es unitario si y sdlo si R es unitario.
(i) M, (R) tiene divisores de cero sin < 2. Por tanto, en este caso, M, (R) no puede
ser dominio de integridad, anillo de division o cuerpo.

(ii) M, (R) es conmutativo si y solo si R es conmutativo y n = 1.
(iii) M, (R) es un anillo de division si y solo si R es un anillo de division y n = 1.

(iv) My(R) es un cuerpo si y sélo si R es un cuerpo y n = 1.

34 Sea R un anillo y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en R.
Entonces:

(i) R es unitario si y solo si R[[X]] es unitario.
(ii) R es conmutativo si y solo si R[[X]] es conmutativo.
(ii)) R es D.I si y solo si R[[X]] es D.L

35 Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en
R. Entonces un elemento Y " a,X™ € R[[X]] es inversible si y solo si ay es un elemento
inversible de R.

36 Sea R un anillo unitario y sea R[[X]] el anillo de series formales con coeficientes en
R.Calcula el inverso de la serie p(z) =1 — x.

37 Sea R un anillo y sea R[X] el anillo de polinomios con coeficientes en R y sean
p(X),q(X) € R[X]. Entonces

(i) R es conmutativo si y sélo si R[X] es conmutativo.
(ii) R es unitario si y sélo si R[X] es unitario.

(iv) deg(p(X) + ¢(X)) < Max(deg(p(X)), deg(q(X))).

(v) deg(p(X) - q(X)) < deg(p(X)) + deg(¢(X)).

)
)
(iii) R es dominio de integridad si y s6lo si R[X] es dominio de integridad.
)
)
(vi) Es mds, R no posee divisores de cero si para todo p(X), ¢(X) € R[X] se tiene que

deg(p(X) - q(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)).

38 Sea R un anillo sin divisores de cero y sea R! su unitizacién. ;Puede suceder que R*
tenga divisores de cero?

39 Demuestra que la caracteristica de un anillo y de su unitizaciéon no tienen que coin-
cidir. Es més, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

40 ;Se te ocurre una nueva construcciéon para “sumergir’ un anillo no unitario en un
anillo unitario manteniendo la caracteristica?

41 Sea R un anillo (no necesariamente unitario) de caracteristica 6. Demuestra que en
R hay divisores de cero.

42 Sea R un anillo de caracteristica n y S un anillo de caracteristica m. Determina la
caracteristica de los siguientes anillos:
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(i) El anillo producto cartesiano, R™

(iii) El anillo de polinomios, R[X].

)
(ii) El anillo producto cartesiano, R x S.
i)
(iv) El anillo de matrices, M (R).

43 Sea (M, *) un monoide. Demuestra que si existe a € M, a distinto del neutro, con

a®> = a, entonces (M, *) no es un grupo.

44 Sea H el anillo de los cuaterniones de Hamilton. Calcula la norma vy el inverso de
los siguientes elementos:

T4itj+k, 1—itj—k 1+

45 Sea H el anillo de los cuaterniones de Hamilton. Calcula todos los elementos x de H
que verifiquen que 2 + 1 = 0.

46 Se dice que un elemento x en un anillo R es nilpotente si existe n € N, con n > 1,
tal que 2" = 0. Encuentra una condicién necesaria y suficiente para que Z, no tenga

elementos nilpotentes. Calcula los nilpotentes de Zo.

47 Demuestra que un anillo R no posee elementos nilpotentes si y solo si el tnico ele-
mento x € R tal que 22 =0 es x = 0.

48 Demuestra que en un anillo sin divisores de cero los tinicos (posibles) idempotentes
son 0 y 1 (llamados idempotentes triviales). Encuentra algin idempotente no trivial en

M, (R).
49 Demuestra que en un anillo sin idempotentes no triviales, si ab = 1 entonces ba = 1.

50 Sea R un anillo con al menos dos elementos. Supongamos que para cada 0 # x € R
existe un tnico y € R con x = xyx. Demuestra que: R no tiene divisores de cero. Si
xyx = x, entonces yry = y. R es unitario. R es un anillo de division.

51 Encuentra un anillo R que no sea de division y tal que para cada x € R existay € R
con r = TYT.

[+]

52 ;Puedes encontrar un anillo R y un elemento a tal que a sea divisor de cero por la

*
*

derecha pero no sea divisor de cero por la izquierda?

53 Da un ejemplo de un anillo R no conmutativo tal que el conjunto de sus elementos
inversibles, U(R) sea un grupo abeliano y otro en el que sea un grupo no abeliano (con el

producto de R). ok

54 Sea (M, *) un monoide. Demuestra que M es un grupo si para todo a,b € M la

[+]

ecuacion a - X = b tiene solucién (es decir, existe s € M tal que a-s =b.

El simbolo [#] significa dificultad moderada y [++] dificultad media.



Capitulo 4

Cuerpo de fracciones de un dominio
de integridad

Objetivos del capitulo

= En este tema vamos a estudiar mas en profundidad los dominios de integridad. Demostraremos
que un anillo conmutativo y unitario es de integridad si y sélo si verifica las leyes de cancelacion,
lo que nos llevara a demostrar que todo dominio de integridad finito es cuerpo.

= Se recuerda la construccion de QQ a partir de Z y se generaliza para construir el cuerpo de fracciones
de cualquier dominio de integridad. Como resultado particular se demuestra que un anillo es un
dominio de integridad si y sélo si es subanillo de un cuerpo.

= Por dltimo generalizaremos la construcciéon anterior para ciertos conjuntos de denominadores.

1. Caracterizaciones de un dominio de integridad

Definicién 1 Recordamos que un dominio de integridad es un anillo conmutativo y
unitario sin divisores de cero.

Definicién 2 Recordamos que un anillo R verifica la ley de cancelaciéon por la iz-
quierda si dados a,b,c € R con ¢ # 0, ca = c¢b entonces a = b. Diremos que un anillo R
verifica la ley de cancelacion por la derecha si dados a,b,c € R con ¢ # 0, ac = bc
entonces a = b.

Proposiciéon 3 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R verifica la ley de cancelacién por la izquierda.
(ii) R no tiene divisores de cero por la izquierda.
(iii) R no tiene divisores de cero por la derecha.

(iv) R verifica la ley de cancelacién por la derecha.

81
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Demo: (i) = (i7). Supongamos que R verifica la ley de cancelacién por la izquierda
y sea 0 # a € R tal que existe b € R con ab = 0. Tenemos entonces que ab =0 =a0 y
como R verifica la ley de cancelacion por la izquierda b = 0 (luego en R no hay divisores
de cero por la izquierda). (iv) == (éi7) es similar a esta demostracién.

(11) = (¢ii). Supongamos que 0 # b es un divisor de cero por la derecha, entonces
existe 0 # a € R tal que ab = 0. pero entonces a es un divisor de cero por la izquierda
(contradiccién). (iti) = (it) es similar a esta demostracion.

(1i1) = (iv). Supongamos que R no tiene divisores de cero por la derecha y sean
a,b,c € R, con a # 0 tales que ba = ca. Entonces 0 = ba — ca = (b — ¢)a y como en R no
hay divisores de cero por la derecha, b — ¢ = 0, es decir b = ¢. (i) = (it) es similar a
esta demostracion. [ |

Nota: A partir de ahora hablaremos de anillos que verifican la ley de cancelacion y
anillos sin divisores de cero (ya no nos hace falta hablar de derecha o izquierda).

Nota: Todo dominio de integridad y todo anillo de divisién (en particular todo cuerpo)
verifica la ley de cancelacion.

Proposiciéon 4 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R no posee divisores de cero.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, la ecuacion aX + b = 0 si poseen
solucion, ésta es unica.
(iii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, la ecuacién Xa + b = 0 si poseen
solucién, ésta es unica.

Demo: (i) = (ii). Supongamos que en R no hay divisores de cero y sean s, s’ dos
soluciones de la ecuacién. Entonces as +b =0y as’ + b = 0. Por tanto as = —b =as’' y
como en R se verifica la ley de cancelacién s = s'. (i) = (iii) es similar.

(17) = (i). Supongamos que la ecuacién aX +b = 0 de tener solucién esta es unica.
Por reduccién al absurdo supongamos que R posee un divisor de cero. Entonces existen
a,b € R no nulos tales que ab = 0 y por tanto la ecuaciéon aX = 0 tiene dos soluciones
s =by s =0, contradiccién. (iii) = (i) es similar. |

Proposiciéon 5 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) R es un anillo de divisién.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, la ecuacién aX + b = 0 poseen
solucién tnica.
(iii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, la ecuacién Xa + b = 0 poseen
soluciéon tnica.

Demo: (i) = (7). Supongamos que R es un anillo de divisién y sea la ecuacién
aX +b =0 con a # 0. Entonces, sea el elemento s = —a~'b que existe ya que R es un
anillo de divisién y a # 0. Entonces as +b = a(—a™'b) + b = —b+ b = 0. Luego s es
solucién de la ecuacion. Es mas como en un anillo de divisién no hay divisores de cero, la
solucién es tnica. Es claro que la solucién de la ecuacién Xa +b=0es s’ = —ba~! (que
no tiene que coincidir con s, ya que R no tiene que ser conmutativo). (i) = (iii) es
similar.
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(17) = (7). En primer lugar demostremos que R es un anillo unitario (ya sabemos
que no hay divisores de cero en R por la proposicién 4 (Pag. 82)). Dado 0 # a € R la
ecuacion aX — a = 0 posee una Unica soluciéon. Sea e € R tal que ae = a.

Nota: sélo sabemos que ae = a para cualquier otro elemento de 0 # b € R, be no sabemos
que coincida con b. Planteando la ecuacién bX — b = 0 sélo conseguiriamos un elemento
e’ tal que be’ = b.

Como ae = a, si multiplicamos por e por la derecha tendriamos ae? = ae y como
no hay divisores de cero (por la izquierda) en R, ¢? = e. Es decir, e es un idempotente
no nulo de R (ae = a # 0). Ahora, dado cualquier z € R, re* = xe y aplicando la ley
de simplificacién xe = 0. De forma similar e?x = ex y por tanto ex = z, es decir, e es
elemento neutro del producto de R, por lo que R es unitario con unidad e (desde este
momento al elemento e se denota por 1). Por tltimo, solo tenemos que demostrar que
todo elemento no nulo de R tiene inverso. Dado 0 # a € R, la ecuacion aX = 1 posee
solucién, luego existe s € R tal que as = 1 (con lo que s # 0). Por tanto, la ecuacién
sX =1 tiene solucién (tinica) por lo que existe b € R con sb = 1. Ahora,

a=al =a(sb) =(as)b=1b=1>
lo que implica que s es el inverso de a en R. (iii) = (i) es similar. |

Definicién 6 e Sea R un anillo y sea a € R se define:

e la aplicacién de multiplicacion por la izquierda de a en R y se denota por
Ao @ R — R como la aplicacién A\,(x) = a - x para todo = € R.

e la aplicacién de multiplicacion por la derecha de a en R y se denota por p, :
R — R como la aplicacién p,(z) = x - a para todo = € R.

Teorema 7 Todo dominio de integridad finito es cuerpo.

Demo: Sea D un dominio de integridad finito y 0 # a € D. Veamos que a es un elemento
inversible de D. Consideremos la aplicacién de multiplicacién por la izquierda de a en R,

Ao : D — D definida por A () =a-x.

Como D verifica la ley de cancelacién por la izquierda, A, es una aplicacién inyectiva: si
Ao(z) = Aa(y), entonces ax = ay, y por tanto, aplicando la ley de simplificacién, x = y.
Ahora, como D es finito, A, es sobreyectiva, luego existe b € D con ab = \,(b) = 1. Por
ultimo, como D es conmutativo ab = ba = 1 y a es inversible con inverso b. ]

Nota: Esta demostracion te puede ayudar a resolver varios ejercicios del tema.

2. Cuerpo de fracciones de un dominio de integridad

En temas anteriores se ha estudiado Z, el anillo de los enteros. Veamos como se puede
construir QQ a partir de Z:
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Construccion de los racionales.

* Definimos una relacién de equivalencia en el conjunto de los pares (a,b) € Z x Z*,
en donde Z* denota los enteros menos el cero.
Diremos que
(a,b) ~ (a’,b') siysélosi abl =d'b.

La clase de equivalencia del elemento (a,b) se denota por 7. Sea Q el conjunto cociente:

a
Q::{Z | a,beZ, b# 0}
* Definimos la suma y el producto en el conjunto cociente:

. ay d . abtbd
{ La suma: Pt = R

¢ El producto: ¢ - &= 3.

Nos encontramos con que (Q,+,.) es el cuerpo de los racionales.

En este tema vamos a demostrar que esta construccién no es exclusiva de Z, sino que
dado cualquier dominio de integridad D podemos construir un cuerpo ), tal que D se
“sumerge” en () de forma similar a como Z se “sumerge” en Q.

Construccion del cuerpo de fracciones de un dominio de integridad.

Aunque la construcciéon que aqui damos comienza con un dominio de integridad D,
realmente no nos van a hacen falta tantas hipdtesis, por lo que tras cada una de las
demostraciones de las proposiciones de este tema nombraremos las propiedades que se

han usado.
Sea D un dominio de integridad. Consideremos

D x D*:={(a,b) € D x D | b# 0}
Proposiciéon 1 Sea D un dominio de integridad. Entonces, en D x D* la relacion,
(a,s) ~ (b,r) siy sblo si ar = bs,
es de equivalencia.

Demo: Veamos que = verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva:

* Reflexiva: sea (a,s) € D x D*. Entonces as = as, con lo que (a, s) = (a, s).

* Simétrica: Supongamos que (a, s) = (b,r). Entonces, ar = bs que directamente da
(b;7) = (a, ).

* Transitiva: Supongamos que (a, s) = (b,r) y (b,r) =~ (c,t). Entonces:
ar =bs 'y bt=cr.

* Multiplicamos en la primera igualdad por t y art = bst.

* Sustituimos bt por cr (segunda igualdad) obtenemos art = bts = crs.

* Simplificando 7, ya que es no nulo y D verificar las leyes de simplificacion, at = cs. Es
decir, (a, s) = (¢, t). [
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Observacién 2 Las propiedades reflexivas y simétricas solo necesitan que D sea un ani-
llo. Mientras que la propiedad transitiva necesita que los denominadores no sean divisores
de cero y conmuten entre si.

Nota: El conjunto cociente D x D*/ a2 se denotaré por Q(D). La clase de equivalencia
de un elemento (a,s) € D X D* serd denotada por ¢.

Notacién: Dado un elemento ¢ € Q(D), diremos que a es el numerador y s el de-
nominador. En toda las demostraciones intentaremos usar letras tipo a,b,c,d para los
numeradores y s, 7, t para los denominadores (en algunos casos con primas, a’, s’).

Teorema 3 Sea D un dominio de integridad. Entonces, en Q(D), las operaciones

. e b._ artbs
¢ La suma: ¢4 2= T
¢ El producto: & - 2.=
S T TS

dotan a Q(D) de estructura de cuerpo (llamado el cuerpo de fracciones del dominio
de integridad D). Es maés, la aplicacién i : D — Q(D) definida por i(d) = ¢ es un

1
monomorfismo de anillos unitarios.

Demo: Veamos que la suma anterior define una estructura de grupo abeliano en Q(D),
para ello tendremos que demostrar:

(1). Que estd bien definida (hace falta ver que el elemento (ar + bs,rs) € D x D* y
que esta suma no depende de los representantes.
(i.1) Es claro que rs # 0 ya que D es un dominio de integridad y s # 0 # r.
(i.2) Veamos que esta suma no depende de los representantes. Supongamos que (a, s) ~
(a',s") y que (b,r) ~ (b/,r"). Tenemos entonces que:

as' =ds y br'=Ur (H)
y queremos demostrar que (ar + bs,rs) ~ (a'r’ +b's’,r's'):

(ar + bs)r's' =" arr’s' + bsr's' = (as)rr' + (br')ss' =

== (d's)rr' + (U'r)ss' =% a'r'sr + Vs'sr == (a'r + Vs )rs

x! aplicando la propiedad asociativa y la distributiva.
x2 aplicando la propiedad asociativa y la conmutativa.
3 aplicando las identidades de (H).
x* aplicando la propiedad asociativa, la conmutativa y la distributiva.
Luego la suma estd bien definida en Q(D).
(ii). Veamos ahora que (Q(D),+) tiene estructura de grupo abeliano. Antes veamos
algunas propiedades ttiles:
(P1) Dado un elemento no nulo r € D, para todo ¢ € Q(D), ¢ = 2.

(P2) Dos elementos ¢, 2 de Q(D) tienen representantes con el mismo denominador:

a ar b_bs

= y — = .
S rs r rs

Naturalmente, con este proceso se consigue encontrar denominador comtun a un conjunto
finito de elementos de Q(D).
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(P3) La suma de dos elementos ¢ y ¥ con el mismo denominador consiste en sumar
numeradores:

a b as+bs a+b

s s 52 s

con estas tres propiedades, ya podemos demostrar ficilmente que (Q(D), +) tiene estruc-
tura de grupo abeliano. Por P, voy a tomar, cuando me sea de interés, “fracciones” con
el mismo denominador.

(ii.1) Asociativa: sean 2,2, < € Q(D). Entonces:
a b c a+b ¢ a+bt+c a b+tc a b ¢
—t+-]+-= o= =— =—+(-+-
s s s s s s s s s s s
(ii.2) Conmutativa: sean £,% € Q(D). Entonces:
a b a+b b+ta b a
s s s s s s
(ii.3) El neutro de la suma es cualquier elemento de la forma 2 con s € D*.

(ii.4) Opuesto: dado ¢ € Q(D), =2 es su opuesto, ya que ¢+ =* = 2 = (.
(iii). Veamos ahora que el producto estd bien definido: (hace falta ver que el elemento
ab,rs) € D x y que este producto no depende de los representantes.
b, D x D*y t duct d de de 1 tant
(iii.1) Es claro que s’ # 0 ya que D es un dominio de integridad y s # 0 # r.
(111 2) Veamos que el producto no depende de los representantes. Supongamos que (a, s) ~
que (b,r ,r"). Tenemos entonces que:
(d',s') y que (b,r) = (V/,r'). T t

as'=ds y br'=Ur (H")
Tenemos que demostrar que (ab, rs) ~ (a'b',r's'):

abr's' = (as')(br') = (a's)(b'r) = d'U'rs.

(2)

(iv). Distributiva: demostramos sélo la distributiva por un lado, ya que hemos demos-

trado que el producto es conmutativo. Sean £, %, ¢ € Q(D). Entonces:

(iii.3) Asociativa: sean 2,2, ¢ € Q(D). Entonces:

a b c_ab c_abc_a bc_a
s r t rs t rst s rt s

t st st st _ct+st

(a b) c_atb ¢ (a+bc act+bc ac bc a N
$

» |

c
t

+ 1O

S S

(v). Q(D) es un cuerpo (anillo conmutativo, unitario en donde todo elemento no nulo
tiene inverso):
(v.1) Conmutativa: sean 4,2 € Q(D). Entonces:

)
a b ab ba b a
s r rs rs r s

(v.2) La unidad de Q(D): el elemento T = £ para todo s € D*, es el elemento neutro de
la suma.
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(v.3) Sea ¢ un elemento no nulo de Q(D). Como es no nulo, ver (ii.3), a # 0 y por tanto,
2 tiene sentido, y es el inverso de %:

sa_sa_1
as as 1
(vi). Veamos que la aplicacién i : D — Q(D), definida por i(d) := ¢, es un monomor-
fismo de anillos.
ila+b) = atb_ g+é:z(a)+i(b)

1 1 1

. ab a b ,

i(ab) = T°11 i(a)i(b)

Por tltimo si i(b) = 0, entonces % = % porloqueb-1=0-1=0yb=0, es decir, ¢
es una aplicacién inyectiva. ]

Corolario 4 Un anillo D es un dominio de integridad si y sélo si es subanillo (unitario)
de un cuerpo.

3. Complemento de la Teoria

La segunda parte importante del cuerpo de fracciones Q(D) de un dominio de inte-
gridad D es que es el cuerpo “més pequeno” que contiene a D. Naturalmente la nocién
de “ser mas pequeno que” significa:

Teorema 1 Sea D un dominio de integridad, IF un cuerpo y h : D — F un monomorfismo
de anillos. Entonces existe un tnico monomorfismo de anillos f : Q(D) — F que hace
conmutativo el diagrama.

p—" o(p)

¥

v

Es mas, si @) es un cuerpo tal que existe un monomorfismo de anillos ¢ : D — @ y
tal que para cada cuerpo F y cada monomorfismo de anillos h : D — F, existe un tnico
monomorfismo de anillos f : ) — F que hace conmutativo el diagrama. Se tiene que @
es isomorfo al cuerpo de fracciones de D.

D 0
5 = Q=D

F
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En todo este tema hemos partido de D, un dominio de integridad, pero ;nos hacia
falta tanto?

Corolario 2 Un anillo R es conmutativo y sin divisores de cero si y sélo si es subanillo
de un cuerpo.

Si nos fijamos bien en la demostraciones que hemos hecho, jdonde se usa que D sea
unitario?

En la proposicién 1 (Pag. 84) no se usa el caracter unitario: la relacién (a, b) ~ (a’, ')
si y sélo si ab' = a'b es de equivalencia, sea D unitario o no.

El Teorema 3 (Pag. 85) demuestra que el conjunto cociente, Q(D) con las operaciones
definidas tiene estructura de anillo (aqui no hace falta la unidad. Para demostrar que
Q(D) es un cuerpo (luego unitario), parece ser que si. No obstante, dado 0 # a € D, ¢
es la unidad de Q(D) y el inverso de un elemento no nulo g sigue siendo 3. Por lo que la
unidad de D, en realidad, no ha hecho falta.

Si nos damos cuenta, los tultimos teoremas tampoco hacen uso de que D tiene un
elemento unitario.

Definicién 3 Sea R un anillo. Se define Z(R), el centro de R, como:
Z(R)={2€R|za=az YacR}

Definicién 4 Sea R un anillo. Se dice que un subconjunto S C R es un conjunto de
denominadores para R si.

» S CZ(R),
= S no contiene divisores de cero y
» S-S CS (S esun subconjunto multiplicativamente cerrado de R).

Corolario 5 Sea R un anillo y sea S C R es un conjunto de denominadores para R.
Entonces existe un anillo ) que contiene a R como subanillo y tal que todo elemento de
S es inversible en Q).

Se puede dar una construccion idéntica a la construccién del cuerpo de fracciones:

* Se considera el conjunto R x S y la relacién (a,s) ~ (b,r) si y sélo si ar = bs.
Se comprueba que es un relaciéon de equivalencia. La clase de equivalencia de un
elemento (a, s) se denota por ¢ y el conjunto cociente por S7IR.

% Se define una suma y un producto en S™'R como:

— La suma; & + 2 .= artbs
S T rs

— El producto: ¢ - b= f—i’
Siguiendo la demostracién del Teorema 3 (Pag. 85) se demuestra que (S™'R, +, -) tiene
estructura de anillo que tiene la propiedad que todo elemento de S es inversible en S™!R.
Nota: Observar que el Teorema 3 (Pag. 85) es consecuencia de este tltimo resultado:
si D es un dominio de integridad puedo considerar como conjunto de denominadores D*
(comprobar que verifica las tres propiedades) y el anillo S~!D es precisamente Q(D), el
cuerpo de fracciones del dominio de integridad D.



Capitulo 4. Cuerpo de fracciones de un dominio de integridad 89

4. Ejercicios del Tema

1 Sea D= {a+by2|a,beZ}
(i) Demuestra que D es un dominio de integridad.

(ii) Calcula el cuerpo de fracciones de D, denotado por Q(D), y da el inico monomorfismo
f:9(D) — R que es la inclusién cuando restringimos a D.

(iii) Por si no te has dado cuenta, demuestra que Q(D) = {a + bv/2 | a,b € Q}. Calcula
el inverso de 2 + 3v/2 y dalo en la forma a + bv/2 con a,b € Q.

2 Sea D un dominio de integridad y D’ un subanillo unitario de D. Demuestra que D’
es también un dominio de integridad. ;El cuerpo de fracciones de D y D’ coinciden?

3 Calcula el menor subanillo unitario de R que contiene a /5. [%]

4 Sea Dy D' dos dominios de integridad y f : D — D’ un monomorfismo de anillos.
;Puedes encontrar un homomorfismo de anillos f : Q(D) — Q(D') tal que f(2) = @?
.Y si f no es un monomorfismo?

5 Sea R un anillo unitario y finito y sea a € R que no es divisor de cero por la izquierda.
Entonces a es inversible. [%]

6 Sea R un anillo unitario y finito y sea a € R que no es divisor de cero por la izquierda.
Entonces a no es divisor de cero por la derecha. [%]

7 Sea R un anillo finito y sea a € R que no es divisor de cero (ni por la izquierda ni por
la derecha). Entonces R es unitario. []

8 Si D es dominio de integridad, D[X]| es dominio de integridad. ;Serd el cuerpo de
fracciones de D[X] el anillo de polinomios sobre el cuerpo de fracciones de D?

9 Encuentra dos dominios de integridad, D C D’ tales que Q(D) = Q(D’) (aqui el igual
puede significar isomorfos).

10 Encuentra dos dominios de integridad, D C D’ tales que Q(D) # Q(D’) (aqui el
igual puede significar no isomorfos).

11 Demuestra que {a + bv/3 | a,b € Q} es un subcuerpo de R. (]

12 Demuestra que Z + Zi es un subanillo de C que es dominio de integridad. Demuestra
que el cuerpo de fracciones de Z + Zi es Q + Q. [%]

13 Sea D un dominio de integridad de caracteristica p (p un nimero primo). Demuestra
que la caracteristica de Q(D) es también p.

14 Sea D un dominio de integridad y sean n elementos ¢ € Q(D), 7 = 1,...,n. Demues-
7

tra que puedes encontrar representantes de estos elementos con el mismo denominador.

;Podrias conseguir que este denominador comun fuera el minimo comun multiplo de

{s1,82,...,8n}7
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15 Sea D un dominio de integridad, F un cuerpo y A : D — F un monomorfismo de
anillos. Demuestra que existe un tinico monomorfismo de anillos f : Q(D) — F que hace
conmutativo el diagrama. [*]

D%Q(p)

¥

v

16 Sea D un dominio de integridad y sea () un cuerpo tal que existe un monomorfismo de
anillos 7 : D — @ tal que para cada cuerpo F y cada monomorfismo de anillos h : D — F,
existe un tnico monomorfismo de anillos f : ) — F que hace conmutativo el diagrama.
Se tiene que @ es isomorfo a Q(D), cuerpo de fracciones de D. [*]

D 0

7 = q~ow)

F

Algunos ejercicios de temas anteriores

17 Sea R un anillo y sea S < R. ;Que puedes decir de la caracteristica de Ry S?7 [#x]
18 Sea n € N. Entonces un elemento @ € Z, o es inversible o es divisor de cero. [*]

19 Encuentra un anillo R y un elemento z € R tal que x no sea ni inversible ni divisor
de cero.

20 Sea R un anillo. Demuestra que un elemento inversible no puede ser divisor de cero.
En particular, demuestra en un anillo de divisién (y por tanto en un cuerpo) no hay
divisores de cero.

21 Demuestra que un elemento a de un anillo R no es divisor de cero por la izquierda si
y s6lo si la multiplicacién por la izquierda por a, A\, : R — R con \,(z) = a - x para todo
x € R, es inyectiva.

22 Demuestra que un elemento a de un anillo R no es divisor de cero por la derecha si
y s6lo si la multiplicacién por la derecha por a, p, : R — R con p,(z) = x - a para todo
x € R, es inyectiva.

23 Demuestra que un anillo unitario y finito sin divisores de cero por la derecha (o por
la izquierda) es un anillo de divisién. [*]



Capitulo 5

Anillo cociente

Objetivos del capitulo

= En este capitulo vamos a estudiar cuando una relacién de equivalencia-particion en un anillo dota
al conjunto cociente de estructura de anillo, con lo que mezclaremos los conceptos de particién de
equivalencia-relacién con la estructura de anillo. Caracterizaremos las relaciones de equivalencia
que dan lugar a conjuntos cocientes con estructura de anillo, lo que nos llevara a la definiciéon de
ideal.

= Estudiaremos los ideales de un anillo y sus propiedades.

= Introduciremos la nocién de anillo cociente y estudiaremos sus propiedades.

1. Introduccion

Dado un anillo R y una relaciéon de equivalencia, ~, en R vamos a estudiar cuando
podemos definir una estructura de anillo en el conjunto cociente R/ =, en donde la suma
y el producto se hereden de R. Es decir, en donde la suma y el producto queden definidos
por:

T+

T

<
I
%3| 8
=4
<

<

Nota 1: No siempre es posible.

Nota 2: Recordamos que lo elementos del conjunto cociente R/ ~ son subconjunto
de R. Asi, dado un x € R, la clase del x, que se denota por T, representa al subconjunto
T = {y € R|x = y}. Es mds, por el Teorema 7 (Pag. 16) tenemos que

TRy — €y << yYyer <— T=VY.

Nos encontramos con que no siempre la suma o el producto anterior estan bien definidos.
Es decir, podemos tener una relacién de equivalencia en R tal que Z7 = %3, y; = ¥z pero

e 11 +y; # T2 + o, lo que implicaria que la operacién suma en el conjunto cociente
R/ = estd mal definida o

® T -y # Ts - Y, lo que implicaria que la operacion producto en el conjunto cociente
R/ =~ estd mal definida.

91
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Realmente ya nos hemos encontrado con este problema anteriormente:

Ejemplos A Sea Z el anillo de los enteros. Consideremos en Z la relacion de congruen-
ctas modulo n. Tenemos que el conjunto cociente en estd relacion es

Z = {0,1,2,....n—1).

En este conjunto definimos una suma y un producto demostrando que ambos estaban

bien definidos (tanto la suma como el producto no dependia de los representantes), ver el
teorema 3 (Pag. 37).

Ejemplos B Sea Z el anillo de los enteros. Consideremos en Z la relacion de equivalencia

x~ysiysolosizr=y=0o0x-y>0
Tenemos que el conjunto cociente tiene tres clases de equivalencia:

0={0}, 1={z€Zlz>0} y —1={zeZlx<0}.

No obstante en este conjunto cociente la suma no estd bien definida: 1 =3 y —1 = —4,
pero
0=1+-1=3+—-4=-1

En cambio, el producto si que estd bien definido!!!

2. Ideales de un anillo. El anillo cociente.

Teorema 1 Sea R un anillo y & una relacién de equivalencia en R tal que en el conjunto
cociente las siguientes operaciones estan bien definidas.

TH+yY:=x+Yy
7Y =77
Entonces:

(i) 0 es un subanillo de R tal que paratodoa € Rex €0,a-2 €0y z-a€0.

(ii) Dos elementos a,b € R estdn relacionados, a ~ b, si y sélo si a — b € 0.

Demo: (i) Veamos que 0 = {z € R|0 ~ x} es un subanillo de R:
e La suma es una operacién interna en 0: dados z,y € 0, por hipStesis tenemos que
7 = 0 = ¥, por tanto, como la suma estd bien definida,

T+y=7T+y=0+0=0+0=0

con lo que = +y € 0.
e El producto es una operacién interna en 0: dados x,y € 0, por hipétesis tenemos
que T = 0 =7, por tanto, como el producto estd bien definido,

T y=72-y=0-0=0-0=0

con lo que z -y € 0.
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e Como 0 ~ 0, tenemos que 0 € 0.
e Seaz €0 ysea —x € R, el opuesto de z en R. Tenemos,

O=z+(—2)=T+-1=0+—1=—=.

Por tanto —x € 0.
Por tltimo, dado x € 0y a € R,

a- T

I
S]
8
I
ol
I
S
o
I

I
ST
Y|
I
ol
f
Il
o
e
I
ol Ol

T - a

Lo que demuestra que a -z vy z - a pertenecen a 0.
(ii) Sean a,b € R. ~
e Supongamos que a ~ b. Entonces @ = b y por tanto

O=b+(-b)=b+-b=a+-b=a—>

Por lo que a — b € 0.
e Supongamos ahora que a — b € 0. Tenemos entonces que

b=b+0=b+a—-b=b+a—-b=a,
por lo que a ~ b. |

Definicién 2 Sea R un anillo. Se dice que I C R es un ideal de R si I es un subanillo
de R tal que paratodoa € R,y €I, ay,ya € I.

Ejemplos A Sea R un anillo, entonces R y {0} son siempre ideales de R (llamados
triviales). Sea Z el anillo de los enteros. Entonces para cada n € N el conjunto nZ es un

ideal de 7.

Nota: Para demostrar que un subconjunto es un ideal habria que demostrar 5 propie-
dades (las cuatro de subanillo y la propia de ideal). No obstante, el siguiente lema reduce
el proceso:

Lema 3 Sea R un anillo y sea I C R. Entonces I es un ideal de R siy sélosi [ # 0y

(i) La suma es una operacién interna en 1.
(ii) Para todoa € I, —a € 1.
(iii) Paratodoa € R,y € I, ay,ya € 1.

Demo: Es claro que si [ es un ideal verifica estas tres condiciones. Supongamos que un
subconjunto I de un anillo R verifica estas tres condiciones. (7i7) implica que el producto
es una operacién cerrada en I. Es mas, dadoy € I y0 € R, 0 =0-y € I, lo que demuestra
que [ es un subanillo, y por tanto un ideal de R. [ |

Nota: En el siguiente Teorema vamos a ver una especie de reciproco del Teorema 1
(Pag. 92): en este 1ltimo vemos que si las operaciones estdn bien definidas, 0 es un ideal
de R y la relaciéon de equivalencia esta asociada a este ideal. En el siguiente teorema
demostramos que todo ideal define una relacién de equivalencia en R en donde la suma y
el producto procedentes de R estdn bien definidos en conjunto cociente:
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Teorema 4 Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces:

(i) La relacién x ~ y siy solo si  —y € I es una relacién de equivalencia en R.

(ii) (R/ ~,+,-) en donde

T+

xT -

=Ty

@\ Q@I

tiene estructura de anillo.

El anillo anterior se denota por R/I y se llama el anillo cociente de R sobre I.

Demo: (i). Reflexiva: © —x = 0 € I, por lo que x ~ x. Transitiva: supongamos
que r ~ yy que y ~ z. Tenemos entonces que r —y € [ y que y — z € I. Por tanto
r—z=x—y+y—z €I loque implica que x ~ z. Simétrica: Si x ~y, x —y € I. Por
tanto y —x = —(x — y) € I, lo que implica que y ~ z.

(ii). Empecemos demostrando que suma y producto estan bien definidas: Sean x, 2’, y,y’ €
R tales que  ~ 2’ e y ~ 3. tenemos entonces que x — 2’ € [ e y —y’ € I. Por tanto:

(z4+y)—(@+y)=c—a'+y—y' el
Lo que demuestra que T +7 = 2/ + v/
voy—a -y =vy—v-y+ry-2-y=r-(y-y)+@-2)yel
Lo que demuestra que T -7 = 2’ - /.
Veamos ahora que estas operaciones dotan de estructura de anillo al conjunto cociente:

e (R/ ~,+) es un grupo abeliano: para todo @,b,¢ € R/ ~.
* Propiedad asociativa:

(@+b)+e=a+bt+ec=a+btc=a+btc=a+ (b+7)

% Elemento neutro: a+0=0+a = a.
* Elemento opuesto: dado @ € R/ ~ su opuesto es —a € R/ ~.
x Propiedad conmutativa: @ +b=a+b=b+a=0b+a.
e (R, ") verifica la propiedad asociativa: para todo @, b,¢ € R/ ~.

-(b-T)

e Se verifican las propiedades distributivas: para todo @,b,¢ € R/ ~,

@‘ |

@ |

a-b-t=a-b-c=a-b-c=

(@-b)-e

(@+b)-c=a+b-c=(a+b)-c=a-c+tb-c=a-c+b-c=a-¢c+b-¢
¢-(@+b)=c¢c-atb=c-(a+b)=c-atc-b=c-at+c-b=c-a+c-b
Lo que demuestra el teorema. ]

Nota: Trabajar en un anillo cociente es facil: sea R un anillo y sea I un ideal de R.
Consideremos el anillo cociente R/I. Entonces:

e Lasuma: T +7y =
e FEl producto: 7 -y

z —|— Y
=Ty
e Dos elementos Z,7 € / son iguales (T =7) siy s6losi x —y € 1.
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e T es el elemento neutro (T = 0) si y sélo si z € 1.

Si miramos la construccién del anillo de congruencias moédulo n, ver el Teorema 3
(Pag. 37), tenemos que es la construccion del anillo cociente Z sobre nZ, es decir:

Ejemplos B Sea Z el anillo de los enteros y n € N. Entonces Z/nZ = Z,,.

Asociado a cada estructura hay asociado un homomorfismo:

Definicién 5 Sea R un anillo y I un ideal de R. Entonces la aplicaciéon 7 : R — R/I
definida por 7(r) = T es un epimorfismo de anillos (llamado el epimorfismo de proyeccién
de Ren R/I).

Nota: Recordamos que dado un homomorfismo de anillos f : R — R’ el nicleo o Ker
de f consistia en el conjunto Ker f := {z € R | f(x) = 0}. Observar dado un anillo R y
un ideal I de R, el niicleo de la proyeccién canénica m: R — R/I es precisamente 1.

Teorema 6 (Propiedad fundamental del cociente) Sean R y R’ dos anillos y sea
f + R — R’ un homomorfismo de anillos. Sea I un ideal de R tal que I C Ker(f).
Entonces la aplicacién f : R/I — R’ definida por f(z) := f(x) es un homomorfismo de
anillos.

Demo: Ejercicio. [ ]

Teorema 7 (Primer teorema de Isomorfia) Sean Ry R’ dos anillosy f: R — R’
un homomorfismo de anillos. Entonces:

(i) Ker(f)<R.

(i) R/Ker(f) ~ Im(f). Es més, la aplicacién f : R/Ker(f) — Im(f) definida por
f([x]) := f(x) es un isomorfismo de anillos.

Demo: (i). Demostremos las propiedades de ideal: Ya sabemos que Ker(f) es un
subanillo de R, ver el corolario 6(i) (Pag. 60). Por otro lado, dados z € Ker(f) y a € R,

Lo que demuestra que z-a y a -z € Ker(f).

(ii). Veamos que la aplicacién f : R/Ker(f) — Im(f) definida por f(Z) := f(x)
es un isomorfismo de anillos, lo que nos demostrara que R/ Ker(f) y Im(f) son anillos
isomorfos:

e Veamos que [ estd bien definida: Sean z,y € R tales que = = vy, es decir, T = 7.
Tenemos entonces que x — y € Ker(f) por lo que

0=f(r—y)=f(z)— f(y)

Lo que implica que f(Z) = f(z) = f(y) = f(¥) o lo que es lo mismo, que f estd bien
definida.
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e Veamos que f es un homomorfismo de anillos:

f@+9) =faty) =fla+y)=[f)+fy) =@+ @)
f@ 9 =fEm=Ffat+y =[f=) fly)=f@) @)

e Veamos que f es biyectiva: Dado 2z € Im(f) tenemos que existe z € R tal que f(z) =
z. Porlo que f(7) = f(x) = 2, lo que demuestra que f es sobreyectiva. Supongamos ahora
Z, 7 dos elementos de R/ Ker( ) tales que f(T) = f(¥). Por definicién de f tenemos que
f(z) = f(y) y por tanto f(x —y) = 0 lo que implica que x —y € Ker(f), o lo que es lo
mismo, que T = 7, lo que demuestra que f es inyectiva. |

3. El reticulo de los ideales de un anillo

En esta seccién vamos a estudiar los ideales (ideales por la izquierda, ideales por la
derecha) de un anillo R. Como resultados importantes demostraremos que el conjunto de
los ideales de un anillo R con la relacién de orden “contenido” es un reticulo (conjunto
ordenado en el que cualquier par de elementos posee supremo).

Definicién 1 Sea R un anillo. Se dice que I es un ideal por la izquierda de R y se
representa por I <; R si I es un subanillo de R tal que para todoa € R,y € I, ay € I.
Se dice que I es un ideal por la derecha de R y se representa por [ <, R si I es un
subanillo de R tal que para todoa € R,y € I, ya € I.

Nota: Para demostrar que un subconjunto es un ideal por la izquierda (por la derecha)
habria que demostrar 5 propiedades [las cuatro de subanillo y la propia de ideal por la
izquierda (por la derecha)]. No obstante, el siguiente lema reduce el proceso:

Lema 2 Sea R un anillo y sea I C R. Entonces [ es un ideal por la izquierda (resp. por
la derecha) de Rsiy sélosi I # 0y

(i) La suma es una operacién interna en 1.
(ii) Para todoa €I, —a € 1.
(ili) Paratodoa € R,y € I, ay € I (resp. ya € I).

Demo: Es claro que si [ es un ideal por la izquierda o por la derecha de R se verifican
las tres condiciones. Veamos el reciproco: (ii7) implica que el producto es una operacién
interna en I. Por otro lado, dadoy € I y 0 € R, Oy € I si I es un ideal por la izquierda
(0 =y0 € I si I es un ideal por la derecha). Lo que demuestra que, en ambos casos, I es
un subanillo de R. [ ]

Nos va a interesar construir ideales (por la izquierda, por la derecha) a partir de
elementos. El siguiente teorema nos dice como.

Proposiciéon 3 Sea R un anillo y € R. Entonces:
(i) Rx = {az | a € R} es un ideal por la izquierda de R (si R es unitario z € Rx).

(ii) Rx + Zx es un ideal por la izquierda de R que contiene a x. Es més, éste es el ideal
por la izquierda mas pequeno de R que contiene a x.
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(i) R = {xa | a € R} es un ideal por la derecha de R (si R es unitario = € zR).

(ii") 2R + Zxz es un ideal por la derecha de R que contiene a x. Es mads, éste es el ideal
por la derecha mas pequeno de R que contiene a x.

(iii) RxR = {3, a;zb; | n € N,a;,b; € R} esunideal de R (si R es unitario, z € Rz R).

(iv) RtR+ Rx + xR + Zx es un ideal de R que contiene a z. Es més, éste es el ideal
mas pequeno de R que contiene a x.

Demo: Demostremos las tres propiedades necesarias dadas en el lema 2 (Pag. 96).

(i). 0 = 0z € Rx, por lo que es un conjunto no vacio. Veamos que la suma es interna:
dados ax,br € Rx tenemos que ax + bx = (a + b)x € Rzx. Veamos que los opuestos de
elementos de Rx estdn en Rx: dado ax € Rz, su opuesto es (—a)r € Rx. Por tltimo,
dado ax € Rx y b € R tenemos que b(azx) = (ba)r € Rz. Por lo que es un ideal por la
izquierda de R.

(ii). 0 = 0z € Rx + Zzx, por lo que es un conjunto no vacio. Veamos que la suma es
interna: dados ax + Az, bx + pxr € Rx + Zx tenemos que

(ax + Ax) + (br + px) = (a + b)x + (A + p)x € R + Zu.

Veamos que los opuestos de elementos de Rz + Zx estan en Rx + Zx: dado ax + Az €
Rz + Zx, su opuesto es (—a)x + (—\)z € Rz + Zx. Por tltimo, dado ax + Az € Rz + Zx
y b € R tenemos que b(ax + Az) = (ba)x + (A\b)x € Rr C Rz + Zx. Por lo que es un ideal
por la izquierda de R.

(i) y (ii") se demuestran de forma anédloga (ejercicio).

(iii). Es claro que ) # Rz R, ya que 0 = 020 € RxR. Por construccién la suma en Rz R
es interna. Es més, dado > | a;zb; € RxR tenemos que su opuesto es Y ., (—a;)xb;. Por
ultimo, dado c € Ry >, a;xb; € RxR tenemos que

n

c- iaia:bl- = Z(c -a;)xb; € RxR
i=1 i=1

Z a;xb; - ¢ = Z a;x(b; - c) € RxR

i=1 i=1

Lo que demuestra que Rz R es un ideal de R.
(iv). Denotemos por I = RxR + Rz + xR + Zz. Es claro que = € I, por lo que es no

vacio. Por otro lado, dados z = > | a;xb; +cx+axd+Ary 2/ =3 " ajab,+dv+xd + Nz
dos elementos de I tenemos que

n

z+ 7 = (Z a;xb; + cx + xd + \x) + (Z axb + e+ xd + Nx)

i=1 i=1

:(Z a;xh; + Z axb)) + (c+ ) +z(d+d)+ N+ Nz el
i=1 i=1

Por lo que la suma es una operacion interna en /. Por otro lado el opuesto de un elemento
n

z=> " axbi+crtad+dreles —z=Y " (—a;)xh; + (—c)x +x(—d) + (=N)z € I.
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Por tltimo, veamos la propiedad de ideal: sea z = "' | a;xb; +cx+ad+ v € [ yt € R,

n

t-z :t-(Zaixbi—l—cx—i—xd—i—)\x) = Z(t-ai)xbi—k(t-c)x+t:vd+()\t)x € ReR+Rx C I
i=1 i=1

z-t= (> amb+cr+ad+r)-t=>Y ax(b-t)+cut+a(d-t)+ax(\M)€RrR+aRC I
i=1 =1

Lo que demuestra que [ es un ideal de R. |

Proposicién 4 Sea R un anillo e I, I, dos ideales (ideales por la izquierda, por la dere-
cha) de R. Entonces:

(i) Iy N I3 es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.
(ii) I; + I3 es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.
)

(iii) I - L :={>",vy; | n € Nyy; € I1,y, € I} es un ideal (ideal por la izquierda, por
la derecha) de R.

Es maés, si I, I son ideales de R, para k = 1,2
LI, c NI, C]k Cc I + 1.

Demo: Vamos a dar las demostraciones suponiendo que I; e I, son dos ideales por la
izquierda. Las demostraciones para ideales por la derecha o ideales son andlogas (ejerci-
cios). Vamos a demostrar que cada uno de estos subconjuntos verifican las tres condiciones
del lema 2 (Pag. 96).

(i). x Demostremos que la suma es una operacién interna en I; N Iy: dados z,t € Iy N1,
tenemos que

z,t € I; por tanto como I; es un subanillo, z +t € [;.

z,t € Iy por tanto como I es un subanillo, z +t € I5.

Luego z +t € I N I5.
* Dado a € R, y € I N I, tenemos que

a-y € I; alser I; ideal por la izquierda de R.
a-y € I, alser I, ideal por la izquierda de R.

Luego a-y € I1 N .

* Dadoy € Iy NI, y € I; por lo que —y € I; (al ser ideal por la izquierda) de igual
modo, —y € I, y por tanto —y € I N Is.

(ii). » Demostremos que la suma es una operacién interna en Iy + Iy: sean z, 2’ € I1+ I,
entonces existen y1,y; € I1 e yo,y5 € I5 tales que z = y; + 32 y 2’ = y] + y4. Por tanto

s+ =ttty =+t ety e L+

* Dados a € R,y z € I} + I, existen y; € I y yo € I5 tales que z = y; + y2 y por
tanto
a-z=a-(y1+y)=a-y+a-y€l+1p
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Ya que a -y, € Iy, al ser I} un ideal por la izquierda de Ry a-ys € Iy, al ser I ideal por
la izquierda de R.
* Dado z € I} + I, existen y; € I} y y € I, tales que z = y; + y, por tanto

—z=-yp+(-yp) €L+

Ya que —y; € I4, al ser I; un ideal por la izquierda de R y —y, € I5, al ser I, ideal por
la izquierda de R.

(iii). = Por la propia construccién de I - I tenemos que la suma es interna aqui. Veamos
las deméas condiciones:

x Dadoa € R, 2 € I - I, existen y} € I, y? € I, i = 1,2,...,n tales que z =
S yi - y2. Ahora,

n

a-z=a-y yloyi=) (a-y) yiel I
i=1

i=1

Ya que para todoi=1,2,...,n,a -y} € [, y y? € L.
x Dado z € I - I, existen y; € I, y? € I, i = 1,2,...,n tales que z = Y ©_ yi - y2.
Por tanto —z = > 1 (—y}) - y? € I - L. |
Nota: Observar que para que I; - I sea ideal por la izquierda sélo hace falta que I3
sea ideal por la izquierda.

Lema 5 [Ejercicio] Sea R un anillo e [ un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha)
de R. Sea S un subanillo de R que contiene a I. Entonces I es un ideal (ideal por la
izquierda, por la derecha)de S.

Teorema 6 (Segundo teorema de Isomorfia) Sea R un anillo e Iy, [ dos ideales de
R. Entonces:

(i) Iy, I5 son ideales de I + I y I3 N I es ideal tanto de I; como de Is.

(11) [1 + [2/[1 ~ [2/([1 N 12)

Demo: El apartado (i) se deduce del lema anterior. El apartado (ii) se demostrara ha-
ciendo uso del primer teorema de Isomorfia:

Por el apartado (i), I; es un ideal de I; + I, por lo que tiene sentido el anillo cociente
I + I/1;. Por el apartado (i), I; N I5 es ideal de I, por lo que tiene sentido el anillo
cociente I5/(I; N I3). Una vez que hemos demostrado que todos los anillos tienen sentido,
demostremos el isomorfismo.

Consideremos la aplicacion

f:la— I+ 1/I; definida por f(y2)=0+y €1+ L/

Vamos a demostrar que f es un epimorfismo de anillos con Ker(f) = I1 N I5. Tendremos
entonces, aplicando el primer teorema de Isomorfia, que R/ Ker(f) = Im(f), es decir,
L/(LiNnL) =1+ 1L/
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e Es claro que f estd bien definida, dado yo € I, f(y2) = 0+ y2 es un elemento
de I + Iy/I;. Veamos que f es un homomorfismo de anillos. Sean ys,y5 € I5, tenemos
entonces que

fa+v5) =0+ (2 +v5) =0+ y5 +0+y2 = fy2) + f(ys)
fa-y) =0+ (y2-v5) =0+ y5- 0+ y2 = f(y2) - f(v3)

Luego es un homomorfismo de anillos.
Antes de demostrar el caracter sobreyectivo veamos una propiedad en el anillo cociente
I + I,/ 1;: para todo y; € I1 e ys € I5 se tiene que

h+y2=04+y en L +1/L (P)
Ya que y1 +y2 —y2 = y1 € I1.

e Veamos que es sobreyectivo: Dado y; + yo € I1 + I3/ 11, tenemos que y; + y2 = 0 + o
en Iy + Iy/I;. Por tanto,

J(12) =04y =y1 + 12

e Demostremos que Ker(f) = I; N I5. Vamos a demostrarlo por contenidos:
Sea y € I, N I, tenemos entonces que

fy)=0+y=y+0=0+0=0 (propiedad (P))

por lo que I; N Iy C Ker(f).
Sea y € Ker(f) C I,. Tenemos entonces que 0 = f(y) = 0+ y, por tanto O+y—0 € I,
y por tanto y € I; N I5. |

Definicién 7 Recordamos que dado un anillo R, tanto {0} como R son ideales de R,
llamados los ideales triviales. Se dice que un ideal I de un anillo R es no trivial si es
distinto de éstos. Se dice que un anillo R es simple si los tinicos ideales que posee son los
triviales.

Proposicién 8 Sea R un anillo e I un ideal (izquierda o derecha) de R. Entonces
(i) Si I contiene un elemento inversible de R, I = R.

(ii) Los unicos ideales de un anillo de divisién son los triviales, es decir, los anillo de
divisién (en particular, los cuerpos) son simples.

Demo: Supongamos que I es un ideal por la izquierda, para ideales por la derecha o
ideales la demostracion es andloga.

(i). Sea x € I un elemento inversible de R. Tenemos entonces que ! € R, por lo
que al ser I un ideal por la izquierda, 1 = z7 'z € I. Repitiendo que I es ideal por la
izquierda, dado a € R (arbitrario) a = a-1 € I, por lo que R C I (trivialmente I C R),
por lo que I = R.

(ii). Si I es un ideal en un anillo de divisién, o I = {0} o contiene un elemento no nulo
de R, por lo tanto un elemento inversible de R y por el apartado (i), I = R. [

Proposicién 9 Sea R un anillo unitario. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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e R es un anillo de divisién.
e para todo 0 # a € R, Ra = R.
e paratodo 0 #a € R, aR = R.

Demo: Demostremos (i) <= (ii). En caso (i) <= (i) es analogo. Supongamos
que R es un anillo de divisién, entonces dado 0 # z € R, Rx es un ideal por la izquierda
de R que contiene a x, luego por la proposicion anterior Rr = R.

Sea R un anillo unitario tal que para todo 0 # = € R, Rr = R. Entonces, dado
0 #a € R, Ra = R, por lo Ra contiene al elemento unidad de R, asi, existe b € R tal que
ab = 1. Como b # 0 podemos repetir este argumento para b y existe ¢ € R con bc = 1.
Por ltimo,

c=1-c=(ab)c=a(bc)=a-1=a

por lo que b es inversible con inverso a y por tanto a es inversible. |

Corolario 10 (Ejercicio) Un anillo conmutativo y unitario R es un cuerpo si y sélo si
es simple (s6lo posee los ideales triviales).

Hay ejemplos de anillos simples que no son de divisién:

Teorema 11 Sea R un anillo y n € N. Entonces Z es un ideal de M,,(R) si y solo si
Z = M, (I) para I un ideal de R.

Demo: Sea [ un ideal de R. Entonces M,,(I) es un ideal de M,,(R):
* (My(I),+) es un grupo abeliano: dados (yij)i—1, (¥i;)fi=1 € Mau(I),

— Wij)h=1 + W)= = Wij + ¥i;)f=1 € Mu(I).
= (0ij)5521 € Myu(I)
— El opuesto de (yi;)7=; es (—¥i;)7=1 € Mu(I)
* Veamos que es un ideal: dados (yi;)5—; € Mn(I) y (7i5)7=; € Mn(R),

— (i) i=1 Wig)i=1 = Oy TikYkj) =1 € Mn(I), ya que xgyp; € I para cualesquiera
i,5,k€4{1,2,--- n}.

— (Wig)h=1(Tig)i=1 = Qhmy YirTh)ij=1 € Mu(I), ya que yiyzr; € I para cualesquiera
i,5,k€4{1,2,--- n}.

Sea ahora Z un ideal de M,,(R). Veamos que existe un ideal I de R tal que Z = M,,(I):
denotemos por e;; la matriz de M,,(R) que tiene un uno en el lugar ij y ceros en el resto.
* Dada una matriz A = (a;;)};_; € My(R), A= 3", e Aejj: sélo hay que darse cuenta
que e;Aej; es la matriz que tiene a a;; en el lugar ¢j y ceros en el resto.

*SiY = (xij)?j:l € 7, y considero x,s € R la coordenadas rs de esta matriz, entonces la
matriz A que tiene a x,, en el lugar r's’ y ceros en el resto pertenece a Z: solo hay que
darse cuenta que A = €, (Tys)7—1Css-

Consideremos la aplicacion

T My (R) = R definida por  7((xi;)7-) = 211.

ij=1
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y sea I = m11(Z) (el conjunto de las coordenadas 11 de cada matriz de 7).

Veamos que Z C M,,(I): dado Y € Z, por la propiedad segunda, cada coordenada de
Y pertenece a I.

Veamos que M,,(I) C Z: dada una matriz A € M, (I), por la propiedad primera,
A= Z’;j:l e;;Aej; y por la propiedad segunda cada matriz e; Ae;; € 7. [ |

Corolario 12 Sea R un anillo simple y unitario. Entonces para cada n € N, M,,(R) es
un anillo simple y unitario. En particular M,,(IF) es simple (y no es un cuerpo o un anillo
de divisién) para cada cuerpo F.

4. Subcuerpo primo

En esta secciéon vamos a ver que todo cuerpo F contiene como subanillo a Z, o a Q.
Maés precisamente:

Teorema 1 Sea F un cuerpo. Entonces:
e SiFF tiene caracteristica cero, Q C F.
o Si I tiene caracteristica p, Z, C F.

A Q o Zy,, con p un nimero primo, se les denomina los subcuerpos primos.

Demo: Sea la aplicacion f : Z — F definida por f(n) =1+ Y. 41 = nl. Claramente, f
es un homomorfismo de anillos, es mas:

* Si la caracteristica de A es 0, f es un monomorfismo de anillos, por lo que aplicado
la propiedad fundamental del cuerpo de fracciones de un dominio de integridad, tenemos
que existe f : Q — F un monomorfismo de anillos, por lo que se puede considerar Q
contenido en F.

* Si la caracteristica de F es un ntimero p, (que sabemos que es un nimero primo),
Ker(f) = pZ y por el primer teorema de Isomorfia

Z,~ Z]Ker(f) ~Im(f) CF.

lo que nos demuestra el teorema. [

5. Ideales primos, ideales maximales

Empecemos este tema estudiando la relaciéon entre los ideales de un anillo R y los
ideales de cualquier cociente suyo R/I.

Teorema 1 Sea R un anillo y sea [ un ideal de R. Entonces:

e SiJ esunideal de R con I C J C R, entonces

J={ZT€R/I |z € J}esunideal de R/I

e Si K es un ideal de R/I, existe K un ideal de R con I C K C R tal que K = K.
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Es mas, los item anteriores definen una aplicacion biyectiva entre el reticulo de los ideales
de R/I y el reticulo de los ideales de R que contienen a I.

¢: {JaR|ICJCR} — {K|K<R/I}
J — J

Demo: e Sea J un ideal de R con I C J (realmente esta propiedad solo se usara para
demostrar la inyectividad de la aplicacion ®). Demostremos que J = {z € R/I | x € J}
es un ideal de R/I.

* Sean x,y € J y consideremos 7,7y € J. Tenemos entonces queT+y=x+yE¢€ J.

x0¢€Jydadox € J,7 € J tiene por opuesto —z € J (ya que —x € J).

*Seaa € Ry x € Jy consideremos @ € R/I y T € J. tenemos entonces que az y
7a € J ya que az,za € J.

e Dado K un ideal de R/I consideremos K = {z € R | T € K}. Veamos que K es un
ideal de R que contiene a I tal que K = K.

* Veamos que la suma es interna en K: dados z,y € K tenemos que T,y € K, por
tanto r +y =T + 7 € K, lo que implica que x +y € K.

x Es claro que 0 € K (yaque 0 € K) ysia € K, —a = —a € K, lo que implica que
—a € K.

*Seaa € Ry x € K. Tenemos entonces quea-x =a-r € Kyzrz-a=7T-a € K, lo
que implica que a -z, x -a € K.

x Por ultimo, siz € [, 7 =0¢€ R/I y por tanto [ C K.

x Veamos que K = K. Si 7 € K, por construccién de K tenemos que z € K, por lo
que T € K. Por tltimo, si T € K, existe y € K tal que 7 =7 € K.

Por dltimo, veamos que la aplicacion ® es una aplicaciéon biyectiva que conserva las
inclusiones: El apartado primero nos dice que ® esta bien definida. El apartado segundo
nos dice que ® es sobreyectiva. Supongamos ahora que ®(K) = ®(K'), veamos que
K =K' Seax € K. ComoT e ®(K)=d(K') existe 2’ € K’ tal que T = 2/, por lo que
x—x2' €1 yportanto r = 2’ +y € K'. De forma similar se demuestra que un elemento
de K’ estd contenido en K. [

Nota: Normalmente, cuando tenemos R un anillo y tenemos I C J dos ideales de R
al ideal J de R/I se le suele representar por J/I (realmente son anillos isomorfos).

Teorema 2 (Tercer teorema de Isomorfia) Sea R un anillo e / C J dos ideales de
R. Entonces:

(i) J/I es un ideal de R/I.
(i) (R/1)/(J/I)~= R/ J.

Demo: Por el lema 5 (Pag. 99) sabemos que I es un ideal de J y por la proposicion
anterior, como I es un ideal de R, J = J/I es un ideal de R/I, es decir, que todos los
cocientes de (i7) tienen sentido. Al igual que el segundo teorema de Isomorfia, vamos a
demostrarlo a partir del primer teorema de Isomorfia:

Consideremos las siguientes proyecciones canonicas: m; : R — R/l y my : R/I —
(R/I)/(J]I) y sea f = mg o m. Por tanto, f : R — (R/I)/(J/I) con f(z) = Z. Por
construccion, f es composicion de dos homomorfismos sobreyectivos, por lo que es un
homomorfismo sobreyectivo.
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Veamos que Ker(f) = J. Sea & € J. Tenemos entonces que f(x) = T, pero Z = 0 ya
que Z — 0 € J = J/I. Por tanto, z € Ker(f). Sea ahora 2 € Ker(f). Tenemos entonces
que f(x) =7 = 0, por tanto  —0 =z € J/I, lo que implica que existe y € Jcon T =3 y
por tanto x —y =y’ € I, por lo que z = y+vy' € J (ya que I C J). Por tanto Ker(f) = J.

En este momento sélo tenemos que aplicar el primer teorema de Isomorfia para de-

mostrar que R/ Ker(f) = Im(f), es decir, R/J = (R/I)/(J/I). |

Los dos tultimos resultados importantes de este tema se van a centrar en teoria de
anillos unitarios. No obstante las definiciones se haran de forma general.

Definicién 3 Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es maximal si I # R y dado
cualquier ideal J de R tal que I C J C R se tiene que J =10 J = R.

Teorema 4 Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es maximal si y solo si el
anillo cociente R/I es un cuerpo.

Demo: Supongamos que R/ es un cuerpo y sea J un ideal de R distinto de I con I C J.
Entonces, dado z € J—1,0# & € R/I y como R/I es un cuerpo, existe z € R/I tal que
7z = 1. Por tanto, 7z — 1 =y € [ yasi, l =az—y € J,yaqueaz € Jyyc I CJ.
Luego J = R al contener a 1.

Supongamos que I es un ideal maximal de R y sea 0 # T € R/I. Tenemos entonces
que = ¢ I. Por otro lado, Rx es un ideal de R que contiene a x (ya que R es conmutativo
y unitario) y por tanto I + Rz es un ideal de R que contiene a [ y a x, por lo que, por
la maximalidad de I, [ + Rx = R. Asi, existe y € [ y 2z € R con y+ zx = 1 o lo que es
lo mismo, 7z =1 en R/I. Luego R/I es un anillo conmutativo y unitario en donde todo
elemento no nulo tiene inverso, R/I es un cuerpo. |

Definicién 5 Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es primo si [ # R y para
todos x,y € R tales que zy € [ se tiene que x € [ oy € I.

Teorema 6 Un ideal / de un anillo conmutativo y unitario R es primo si y solo si el
anillo cociente R/I es un dominio de integridad.

Demo: Supongamos que el anillo cociente R/I es un dominio de integridad y sean
x,y € R con zy € I. Tenemos entonces que 7y = 0 en el dominio de integridad R/I por
loqueoz=0,yasizreloy=0yasiyel.

Supongamos que [ es un ideal primo de R. Veamos que el anillo cociente R/ es un
dominio de integridad. Sean z, 5 € R/I, con zy = 0. Entonces Ty = 0 y por tanto zy € I.
Luegox € I,yasiz=00y e I,yasiy=0. Asi, R/I es un anillo conmutativo y unitario
sin divisores de cero. ]

Corolario 7 Sea R un anillo conmutativo y unitario. Entonces todo ideal maximal de R
es primo.

Demo: Si [ es un ideal maximal de R, R/I es un cuerpo y por tanto un dominio de
integridad, lo que implica que I es un ideal primo. |
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6. Ejercicios del Tema

1 Sean Ry R' dos anillos, I un ideal de Ry f: R — R’ un homomorfismo de anillos.
Demuestra que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I C Ker(f).

(ii) Existe un tnico homomorfismo de anillos f : R/I — R' que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

=
<

s

R/I

2 Demuestra que todo anillo unitario R posee ideales maximales:

(i) Demuestra, aplicando el lema de Zorn, que hay elementos maximales en la familia
de los ideales de R que no contienen al 1.

(i) Demuestra que un ideal de esta familia es maximal en R

3 Sea R in anillo e I un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R. Sea S un

subanillo de R que contiene a I. Entonces I es un ideal (ideal por la izquierda, por la
derecha)de S.

4 Un anillo conmutativo y unitario R es un cuerpo si y sélo si es simple (s6lo posee los
ideales triviales).

5 Demuestra que para todo k € N, k7Z es un ideal de Z. Es mas, demuestra que si [ es
un ideal de Z existe n € N tal que I = nZ.

6 Sea R un anillo y sea I un ideal de R. Demuestra que el nicleo de la proyeccion
canénica m : R — R/I es precisamente I.

7 Sea R un anillo y x € R. Demuestra que
(i) R = {xa | a € R} es un ideal por la derecha de R (si R es unitario « € zR).

(ii") 2R + Zz es un ideal por la derecha de R que contiene a x. Es mads, éste es el ideal
por la derecha mas pequeno de R que contiene a x.

8 Sea R un anillo e Iy, I dos ideales por la derecha de R. Demuestra que:
(i) Iy NI es un ideal por la derecha de R.
(ii) I; + I5 es un ideal por la derecha de R.

(iii) I - L :={>"" , vy, | n € Ny, € Iy, € I} es un ideal por la derecha de R.
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9 Sea R un anillo e I, I, dos ideales de R. Demuestra que:
(i) 11 N I3 es un ideal de R.

(ii) I; + I5 es un ideal de R.

(i) L - L:={> " vy | ne Ny, € I,,y; € I} es un ideal de R.

10 Sea R un anillo e I un ideal por la izquierda (resp. por la derecha) de R. Entonces
(i) Si I contiene un elemento inversible de R, I = R.

(ii) Los unicos ideales por la izquierda (resp. por la derecha) de un anillo de division
son los triviales.

11 Sea R un anillo y sea I un ideal de R. Demuestra que I es un ideal maximal de R si
y s6lo si el anillo cociente R/I es simple.

12 ;Existe algin ideal Z de R := My(Z) tal que el cociente R/Z sea un cuerpo? (de-

. 1 . .
muestra que la matriz ( 8 0 ) es siempre un elemento no nulo del cociente)

13 Demuestra que en Z un ideal I # {0}, es primo si y s6lo si es maximal. Encuentra
un ideal primo de Z que no sea maximal.



Capitulo 6

Anillos de polinomios

Objetivos del capitulo

1. Anillos de polinomios sobre anillos arbitrarios

Aunque ya se han visto los anillos de polinomios sobre un anillo arbitrario R, ver
Proposicién 15 (Pag. 67). En este tema vamos a estudiar mas en profundidad alguna de
sus propiedades.

Proposicién 1 (Recordatorio) Sea R un anillo. Se define el anillo de series formales
sobre R y se representa por R[[X]] como:

R[X]:={f:N— R} supondremos en este caso que 0 € N

con suma iy producto dado por:
1. Suma: (f +g)(k) :== f(k) + g(k).
2. Producto: (f.g)(k) := Y%, f(i)g(k — i)

Proposicién 2 (Recordatorio) Sea R un anillo. Se define el anillo de polinomios con
coeficientes en R, y se denota por R[X] como el subanillo de R[[X]],

RIX]:={f:N—= R | f(i) = 0 casi para todo i}

Aunque ésta es la definicién formal de anillo de polinomios, normalmente se represen-
tan como:

R X ={ag+au X+ ---a, X" | n€N, aq; € R}

107
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En donde p(X) = ap + a1 X + - - - a, X" nos representa la funcién f : N — R definida
por

CE

k>n

Definicién 3 Sea R un anillo y R[X] el anillo de polinomios con coeficientes en R. Dado
p(X) =ao+ e X +---a, X" € R[X]| se dice que los a; son los coeficientes del polinomio
siendo, ay, el coeficiente que acompana a X* el coeficiente k-ésimo de p(X). Se define el
grado de un polinomio no nulo p(X) € R[X] y se representa por dg(P(X)) como el mayor
k € N tal que a, # 0. Se dice que un polinomio es constante si tiene grado cero. Se dice
que un polinomio es monico si su coeficiente de mayor grado es 1.

Nota: Observar que, por construccion, dos polinomios son iguales si y sélo si coinciden
coeficiente a coeficiente.

Proposiciéon 4 Sea R un anillo. Entonces:
1. Si R es unitario, R[X] es unitario.
2. Si R es conmutativo, R[X]| es conmutativo.

3. Sip(X),q(X) € R[X] y el coeficiente de mayor grado de p(X) no es un divisor de
cero, entonces

dg(p(X)) - q(X)) = dg(p(X)) + dg(q(X)).
4. St R es un dominio de integridad:

a) Sip(X),q(X) € R[X], entonces dg(p(X)) - ¢(X)) = dg(p(X)) + dg(q(X)).
b) R[X] es un dominio de integridad.

c) Los elementos inversibles de R[X] son los polinomios constantes p(X) = a con
a € Inv(R)

Nota: Que el grado del producto sea la suma de los grados no tiene que darse. Asi,
si consideramos Zg[X], el anillo de los polinomios con coeficientes en Zg y consideramos
p(X)=1+2X? ¢(X) =1+ 3X"* tenemos que p(X)-q(X) =1+ 2X?*+ 3X* por lo que

dg(p(X) - q(X)) =4 # 6 = dg(p(X)) + dg(q(X))

Al igual que en el caso de los enteros nos encontramos aqui con un algoritmo de la
division para polinomios sobre anillos arbitrarios:

Teorema 5 (Algoritmo de la divisién) Sea R un anillo y sea p(X),q¢(X) € R[X] su-
pongamos que el coeficiente de mayor grado de q(X) es inversible en R. Entonces ezisten
dos tnicos polinomios ¢(X) y r(X) € R[X] tales que

p(X) = c(X)q(X) +r(X) conr(X) =0 o dg(r(X)) < dg(¢(X))



Capitulo 6. Anillos de polinomios 109

2. Anillos de polinomios sobre anillos conmutativos.

En toda esta seccién vamos a trabajar con anillos conmutativos, lo que nos va a
permitir hablar de homomorfismo evaluacion y factorizacion de polinomios.

Definicién 1 Sea R un anillo conmutativo y sea R[X] el anillo de polinomios con coefi-
cientes en R. Sea a € R y p(X) = ag + a1 X + ---a, X" € R[X]. Se define la evaluacion
de p(X) en a y se representa por p(a) como:

pla) :==agp+a1a+---a,a" € R
Teorema 2 Sea R un anillo y sea a € R. Entonces la aplicacion
®, : R[X] — R definida por ®,(p(X)) := p(a)
en un epimorfismo de anillos, llamado el homomorfismo de evaluacion asociado al a.

Teorema 3 (Teorema del Resto) Sea R un anillo conmutativo y unitario y sea a € R.
Sea p(X) € R[X]. Entonces el resto de dividir p(X) por X — a es p(a).

Corolario 4 Sea R un anillo conmutativo y unitario y sea a € R. Entonces el nicleo del
homomorfismo evaluacion ®, es el ideal de R[X] generado por X — a.

Definicién 5 Sea R un anillo conmutativo y unitario y sea p(X) € R[X]. Se dice que un
elemento a € R es una raiz de p(z) si p(a) = 0.

Teorema 6 Sea R un dominio de integridad. Entonces un polinomio p(X) € R[X] de
grado n tiene a lo sumo n raices distintas.

3. Anillos de polinomios sobre cuerpos.

3.1. Cuerpos en general

Nos vamos a centrar en estudiar en esta seccion los anillos de polinomios sobre un
cuerpo FF. Por el momento sabemos que:

e F[X] es un dominio de integridad.

e Tenemos un algoritmo de la divisién para elementos de F[.X].

un polinomio p(X) € F[X] es inversible si y s6lo si es constante y no nulo.

Para cada a € F tenemos asociado un epimorfismo de anillos, el homomorfismo de
evaluacién, @, : F[X]| — F con ®,(p(X)) = p(a).

e Un polinomio p(X) de grado n tiene a lo sumo n raices en F.

Veamos que en este contexto también podemos dar un teorema de factorizacién (al
igual que en el caso de Z).
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Definicién 1 Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de polinomios con coeficientes en F.
Diremos que un polinomio p(X) € F[X] es irreducible si:

(i) dg(p(X)) # 0.
(i) Sip(X)=r(X)-s(X) entonces dg(s(X)) =0 o dg(R(X)) = 0.

Nota: Los polinomios irreducibles irreducibles en F[X] van a jugar el papel de los
numeros primos en Z. En este caso la condicién (i) nos dice que un irreducible no es cero
o una unidad (recordar que los ntimeros primos son |p| > 2. La condicién (ii) nos dice que
si un polinomio es irreducible y es producto de dos polinomios, uno de ellos es inversible
(y por tanto un elemento no nulo de F).

Nos vamos a preocupar de dar distintos criterios a lo largo de la seccién que nos asegure
cuando un polinomio p(X) es irreducible (problema que puede ser muy complicado para
ciertos polinomios sobre ciertos cuerpos).

Teorema 2 (Primer criterio de irreducibilidad) Sea F un cuerpo y p(X) € F[X].
Entonces:

(i) Sidg(p(X)) =1, p(X) es irreducible.
(ii) Si p(X) es irreducible con dg(p(X)) > 1, p(X) no tiene raices sobre F.

(iii) Si dg(p(X)) =2 o0 3, p(X) es irreducible si y sélo si no posee raices en F.

3.2. Sobre el cuerpo de los complejos y de los reales

Por primera y tinica vez en esta asignatura vamos a enunciar y utilizar un resultado sin
demostrarlo previamente. Dicho resultado se denomina, curiosamente, el Teorema Funda-
mental del dlgebra. Es un resultado, ficil de entender, dificil de demostrar (curiosamente
las demostraciones de este teorema suelen hacer uso de teorias procedentes del andlisis
matematico). En cualquier caso este resultado nos va a ser muy util ya que va a permitir
caracterizar los polinomios irreducibles sobre C y tener un amplio conocimiento sobres
los polinomios irreducibles sobre R.

Definicién 3 Se dice que un cuerpo F es algebraicamente cerrado si dado p(z) € F[X]
con dg(p(X) > 1 se tiene que p(X) tiene una raiz en F.

Teorema 4 (Teorema fundamental del dlgebra) FEl cuerpo de los complejos es alge-
braicamente cerrado.

Corolario 5 Sea C el cuerpo de los complejos. Entonces

(i) Todo polinomio p(X) € C[X] se factoriza como producto de polinomios de grado 1.
Es decir, existen a, a1, aq, ..., ap € C tales que

p(X) = a(X —a1)(X —ag) - (X — )

en donde a es el coeficiente de mayor grado de p(X) y a1, s, ..., son las raices

de p(X) en C.
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(i) Un polinomio p(X) € C[X] es irreducible sobre C si y sdlo si dg(p(X)) = 1.
Esto nos da la posibilidad de describir los polinomios irreducibles sobre R.

Corolario 6 Sea R el cuerpo de los reales. Entonces

(i) Todo polinomio p(X) € R[X]| se factoriza como producto de polinomios de grado 1
o 2. Es decir,

p(X) :a(X_al)"'(X_as)(XQ+61X+’71)"'(X2+67"X+’77")

en donde a es el coeficiente de mayor grado de p(X) y oy, e, ..., qr son las raices
de p(X) en R.

(ii) Un polinomio p(X) € R[X] es irreducible si y sdlo si

= dg(p(X)) =10,
» dg(p(X)) =2, p(X) = aX?+ BX + v con 3% — 4ay < 0.

3.3. Sobre el cuerpo de los racionales

La situacion sobre el cuerpo de los racionales es extremadamente mas compleja. Como
veremos, vamos a poder encontrar polinomios irreducibles sobre Q de cualquier grado. No
obstante, veamos que unas cuantas cosas si que se pueden decir.

Nota: Observar que dado un polinomio p(X) € Q[X] siempre podemos encontrar
unos enteros a, by, by, ..., b, tales que

p(X)=a"t(bg+ b X + -+ b, X").

Simplemente podemos tomar a como el denominador comtn para todos los coeficientes
racionales de p(X). Es més, como las nociones que estamos tratando ( raices, irreducibili-
dad, etc) no dependen de trabajar con un polinomio p(z) o con un multiplo escalar suyo,
ap(X), en la mayoria de los enunciados podremos suponer que el polinomio en cuestién
tiene coeficientes enteros.

Proposicién 7 Sea p(X) = ap + a1 X + ---a, X" € Z[X] y sean a,b € Z tales que
m. c.d(a,b) = 1. Supongamos que a/b € Q es una raiz de p(X). Entonces ag es divisible
por a y a, es divisible por b.

Proposicion 8 Sea Z el anillo de los enteros y sea k € Z. Entonces la aplicacion Uy, :
ZIX] = Zi[X] con ¥(ag+ a1 X 4+ +a, X") =ag+ @ X + - +a, X" es un epimorfismo
de anillos.

Nota: Normalmente denotaremos por p(X) a la imagen de p(X) € Z[X] por Uy, Es
decir, Vi (p(X)) := p(X)

Teorema 9 (Lema de Gauss) Sea Z el anillo de los enteros y sea p € Z un nimero
primo. Sean g(X),h(X) € Z[X] y f(X) = g(X) - h(X). Supongamos que p divide a todos
los coeficientes de f(X). Entonces p divide a todos los coeficientes de g(X) o p divide a
todos los coeficientes de h(X).
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Definicién 10 Sea p(X) € Z(X) un polinomio. Se dice que p(X) = g(X) - h(X) es una
factorizacion propia de p(X) si dg(g(X)) > 1 y dg(h(X)) > 1.

Teorema 11 Sea p(X) € Z[X]. Entonces p(X) es un polinomio irreducible en Q[X] si y
solo si no admite factorizaciones propias en Z[X].

Teorema 12 (criterio de irreducibilidad modular) Sea Z el anillo de los enteros y
sea 0 # f(X) € Z[X]. Supongamos que existe un nimero primo p € Z tal que:

e p no divide al coeficiente de mayor grado de f(X)

o f(X) es un polinomio irreducible en Z,[X].

Entonces f(X) es un polinomio irreducible sobre Q[X].

Teorema 13 (criterio de irreducibilidad de Eisenstein) Sea Z el anillo de los ente-
ros y sea f(X) = ap+a X+---+a, X" € Z[X] un polinomio de grado n > 1. Supongamos
que existe un numero primo p € Z tal que:

e p no divide a a,
e p divide a ag,ay,...,0,_ 1.
e p? no divide a ag.

Entonces f(X) es un polinomio irreducible sobre Q[X].

3.4. Factorizacién de polinomios

En esta sub-seccién vamos a ver que el anillo de polinomios sobre un cuerpo F se
comporta, con respecto a la factorizacién, de forma bastante parecida que el anillo de los
enteros Z.

Vamos a empezar demostrando la existencia de un maximo comun divisor en el anillo
de polinomios F[X] con F un cuerpo.

Definicién 14 Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de polinomios con coeficientes en F.
Sean p(X), q(X) dos polinomios de F[X] con p(X) # 0. Se define el maximo comin
divisor de p(X) y q(X) en F[X] como un polinomio d(X) € F[X]| tal que:

e d(X) es un polinomio mdnico.
e d(X) divide a p(X) y a q(X).
o Sih(X) € F[X] divide a p(X) y a ¢(X), entonces d(X) divide a h(X).

Proposicién 15 Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de polinomios con coeficientes en F.
Sean p(X), q(X) dos polinomios de F[X] con p(X) # 0. Entonces:

(i) existe y el unico el mdzimo comun divisor de p(X) y q(X) que denotaremos por

m. c. d(p(X), ¢(X)).
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(ii) Existen r(X),s(X) € F(X) tales que
m. ¢. d(p(X), ¢(X)) = r(X) - p(X) + s(X) - ¢(X)
Proposicién 16 Sea F un cuerpo y F[X]| el anillo de polinomios con coeficientes en

F. Sean p(X), f1(X), fo(X),..., fu(X) tales que p(X) es irreducible sobre F y divide al
producto fi1(X) - fo(X) - fu(X). Entonces p(X) divide a alguno de los f;(X).

Teorema 17 (Teorema de factorizacién tnica) Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de
polinomios con coeficientes en F'. Entonces, dado un polinomio no constante f(X) € F[X]
existen unos unicos polinomios irreducibles y monicos p1(X), pa(X), ..., pe(X), salvo el
orden, tales que

f(X) = an(p1(X) - p2(X) -+ - pr(X))

en donde a,, es el coeficiente de mayor grado de f(X).

4. Ideales y cocientes en F|X]

4.1. Ideales en F[X]

En esta ultima seccién del tema vamos a estudiar como son y que propiedades tienen
los ideales del anillo de polinomios sobre un cuerpo F. Como postre vamos a estudiar los
anillos cocientes en F[X].

Recordamos que dado un elemento p(X) € F[X], el ideal generado por p(X) es,

< p(X) >={f(X) - p(X) [f(X) € FIX]} = F[X] - p(X)

es decir, el conjunto de todos los polinomios que son divisibles por p(X). Llamado el ideal
principal generado por p(X).

Teorema 1 Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de polinomios con coeficientes en F. Sea
I un ideal de F[X]|. Entonces existe un tunico polinomio p(X) € F[X] mdnico tal que
I =< p(X) >. Es decir, todo ideal de F[X] es principal.

Teorema 2 Sea F un cuerpo y F[X] el anillo de polinomios con coeficientes en F. Sea
I =< p(X) > un ideal de F[X]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p(X) es un polinomio irreducible de F[X].
(ii) F[X]/I es un cuerpo.

(ii) I es un ideal mazimal de F[X].

(ii) I es un ideal primo de F[X].

(ii) F[X]/I es un dominio de integridad.
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4.2. Cocientes en F[X]

Vamos a estudiar ahora como son los cocientes en F[X]. Sea I un ideal de F[X]
;Quien es F[X]/I?. Sabemos que existe un tnico polinomio ménico f(X) € F[X] tal que
I =< f(X) >. Supongamos que f(X)=X"+a, 1 X" '+ -+ a1 X + ao.

% Veamos que todo polinomio de F[X] es congruente a un polinomio de grado menor
que n modulo /. Es decir, que dado p(X) € F[X] existe ¢(X) € F[X] con dg(q(X) <n
tal que f(X) = ¢(X) en F[X]/I:

Demostremos, por induccién, que toda potencia de X mayor que n es congruente a un
polinomio de grado menos que n modulo I. Tenemos que en el anillo cociente 0 = f(X) =
X"+ a, 1 X" 1+ +a; X +ag, por lo que

X1 = —(ap X" 1+ +a; X +ap) € F[X]/I
Supongamos ahora que X* ' =b, ;X1 +...+ b X + by modulo /. Entonces,

X=X - X*F'=X (b X 14 4 0 X 4 by) = by X7+ -+ 01 X2 + 0y X
= by 1(ap X" T+ a1 X +ag) +bpo X" 4 b X2+ b X
Por tanto tenemos que F[X|/I = {¢(X) | deg(¢(X)) < n}. Es més, ningin polinomio
de grado menor que n puede ser congruente a cero modulo 7, por lo que en este conjunto
todos los representantes son distintos. Por ultimo, la suma es componente a componente
y el producto sigue las reglas anteriores (si en un producto alguna potencia es mayor que
n, se sustituye por su congruente de grado menor).

Ejemplos A Sea R es cuerpo de los reales y sea p(X) = X? +1 € R[X]. Calculemos
quien es R[X]|/ < p(X) >. En primer lugar, como p(X) es un polinomio irreducible de
R[X], El anillo cociente R[X]/ < p(X) > es un cuerpo.

Los elementos de R[X]/ < p(X) > son de la forma {@x + b | cona,b € R}. La suma
es componente a competente y el producto es

(az +b) - (cx +d) = acX? + (ad + be) X + bd = (ad + bc) X + bd — ac

Ya que X = —1 modulo I. Por tanto este cociente no es mas que el cuerpo de los com-
plejos.
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5. Ejercicios del Tema
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Capitulo 7

Algunos dominios de integridad

Objetivos del capitulo

1. Definiciones del tema

Hemos estudiado a lo largo del curso dos anillos de integridad: Z, el anillo de los enteros,
y F[X] con FF un cuerpo, el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo, que ademas
de ser dominios de integridad tienen una propiedad muy curiosa: todo elemento se escribe
“de forma tnica” como producto de “primos”. En este tema vamos a estudiar dominios
de integridad con esta propiedad, los dominios de factorizacion unica.

Definicién 1 Sea D un dominio de integridad. Se dice que uw € D es una unidad si u es
un elemento inversible de D. Dados a,b € D. Se dice que a divide a b y se representa alb
si existe ¢ € D tal que b = ac.

Propiedades 2 Sea D un dominio de integridad y sean a,b,c € D. Entonces:

(i) ala.

(i) Sialb y blc, entonces alc.

(iii) Si alb y alc, entonces a|zb + yc para todo z,y € Z.

Propiedades 3 Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(i) alb y bla.

(ii) Existe u € D una unidad tal que a = ub.

117
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(iii) Da = Db (El ideal generado por a coincide con el ideal generado porb).

Definicién 4 Si a,b verifican las condiciones anteriores, se dice que a y b son asociados
y se representa por a ~ b.

Corolario 5 Sea D un dominio de integridad. Entonces la relacion ~ es de equivalencia.

Definicién 6 Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D es irre-
ducible si:

(i) p no es una unidad ni es cero.

(ii) Sip=ab con a,b € D, entonces a o b es una unidad de D.

Ejemplos A Los nimeros primos de Z o los polinomios irreducibles de F[X], con F un
cuerpo, son irreducibles.

Teorema 7 Sea D un dominio de integridad y sea 0 # p € D que no es unidad. las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p es irreducible.
(i1) Si d|p, entonces d es inversible o d ~ p.
(iii) Si p = ab entonces p ~a o p ~b.

Corolario 8 Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D con a irreducible. Entonces
si b~ a, b es irreducible.

Definicién 9 Se dice que un dominio de integridad verifica la condicion de cadena as-
cendente (C.C.A.) para sus ideales principales si toda cadena de ideales principales,

Day Cc Day C ---C Da,, C---
es estactonaria. Fs decir, existe k € N tal que Day = Day.s para todo s € N.

Teorema 10 Sea D un dominio de integridad que satisface C.C.A. para sus ideales prin-
cipales. Entonces todo elemento de D se puede escribir como producto de elementos irre-
ducibles.

2. Dominios de factorizaciéon tnica (DFU)

Definicién 1 Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de factorizacion
unica st para todo elemento no nulo a € D, con a no inversible se tiene:

(i) a se factoriza como producto de irreducibles.

(i) Sia =pi-pr = qu, -+ qs con p;,q; irreducibles, entonces r = s y existe o € S,
(el grupo de permutaciones con r elementos) tal que p; es asociado a qyu) para
1=1,2,...,7.
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Nota: Sabemos que Z y F[X] son DFU.

Definicién 2 Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D es primo
si para todo par de elementos a,b € D, si plab entonces pla o plb.

Lema 3 Sea D un dominio de integridad y sean p,aq,...,a, € D. Supongamos que p es
primo y divide a ajay - - - a,. Entonces existe k € {1,2,...,n} tal que play.

Teorema 4 En un dominio de integridad D los elementos primos son irreducibles. Es
mds, si D es un DFU, se tiene el reciproco.

Teorema 5 Sea D un dominio de integridad. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) D werifica CCA y todo elemento irreducible de D es primo.
(ii) D es un DFU.

Proposiciéon 6 Sea D un dominio de factorizacion unica. Sea a € D que factoriza co-
mo producto de primos a = pi*---p*, con n; € N. Entonces los divisores de a, salvo
asociados, son de la forma pi™ - --pp*, con m; < n;.

Definicién 7 Sea D un DFU. y sean ay,as, . ..,a, € D.
* Se define el mdzrimo comun divisor de ay,...,a, y se representa por
m.c.d(ay,as, ..., a,)

a cualquier d € D con las siguientes propiedades:
(i) dla; parai=1,2,... n.

(ii) Sirla; parai=1,2,...,n, entonces r|d.
* Se define el minimo comun maltiplo de aq, ..., a, y Se representa por

M. C.M(aq, as, . . ., a,)
a cualquier d € D con las siguientes propiedades:
(i) a;|d parai=1,2,... n.
(ii) Si a;|r parai=1,2,...,n, entonces d|r.

Proposiciéon 8 El maximo comin divisor y el minimo comin mailtiplo, si existen, son
unicos salvo asociados.

Teorema 9 Sea D un dominio de factorizacion unica y sean ay,...,a, € D no nulos
ni unidades. Sean py,...,p, elementos primos de D tales que para cada i € {1,...,n},

n’ nt
a; =p;"---p.~. Entonces:

(i) m.c.d(ay,aq,. .., a,) consiste en el producto de los primos comunes con el menor
exponente.
(i) M.C.M(ay,as, ..., a,) consiste en el producto de los primos comunes y no comunes

con el mayor exponente.

Por tanto, dados a,b € D no nulos ni unidades,
a b=m.cd(a,b) M.C.M(a,b).
Nota: El teorema de Bezout no se tiene que verificar para DFU.

Teorema 10 Si D es un DFU, entonces D[X] es un DFU.
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3. Dominios de ideales principales (DIP)

Sea D un dominio de integridad, o mas generalmente, sea D un anillo conmutativo y
unitario. Sabemos entonces que dado a € D el ideal generado por a es Da. (en un anillo
arbitrario R es < a >= RaR + Ra + aR + Za).

Nota: Durante esta seccién denotaremos indistintamente al ideal generado por a
como Da o < a >.

Definicién 1 Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de ideales principales
(DIP) si todo ideal de D es principal, es decir, si I es un ideal de D, existe a € I tal que
I = Da.

Nota: Sabemos que Z y F[X] con F un cuerpo son dominios de ideales principales:
Los ideales de Z son de la forma nZ para n € N y si I es un ideal de F[X] y p(x) es un
polinomio de I con grado minimo, entonces I =< p(x) >.

Proposicién 2 Todo DIP verifica CCA para sus ideales.

Proposicion 3 En un DIP los elementos irreducibles son primos.

Teorema 4 Todo DIP es un DFU.

Proposicion 5 Sea D un DIP y sean ay,...,a, € D no nulos ni inversibles. Entonces:
(i) d =m.cd(ay,...,a,) sty sélo si Day + Day + - -+ Da,, = Dd.
(ii) d =M.C.M(ay,...,a,) siy sélo si Day N Das N ---N Da, = Dd.

Nota: Como corolario de (i) se obtiene el teorema de Bezout para DIP (recordamos
que no era cierto para DFU).

Teorema 6 Sea D un DIP y sea 0 # p € D. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) p es primo (que es lo mismo que irreducible).
(ii) Dp es un ideal mazimal de D.
(iii) D/Dp es un cuerpo.
(iv) D/Dp es un dominio de integridad.
(v) Dp es un ideal primo de D.

Corolario 7 Sv D es un DIP y I es un ideal no nulo de D, I es un ideal primo st y sélo
si es maximal.

Nota: En un dominio de integridad D, el ideal nulo es siempre primo y no tiene que
ser maximal (sélo es maximal si D es un cuerpo).
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4. Dominios euclideos (DE)

Cuando trabajamos con Z o con F[X], el anillo de polinomios sobre un cuerpo F, de-
mostramos que verificaban el “algoritmo de la division”. En esta seccion vamos a estudiar
dominios de integridad en los que existe, en cierta forma, un algoritmo de la division.

Definicién 1 Sea D un dominio de integridad. Se dice que D es un dominio euclideo
(DE) si existe una funcion 6 : D* — N* tal que:

(i) dados a,b € D con b # 0 existe ¢, € D tales que a = ¢b+ 1 en donde r = 0 o
d(r) < 6(b).

(ii) para todo par de elementos no nulos a,b € D, d(a) < §(ab).

Nota: Z es un dominio euclideo en donde § es el valor absoluto y F[X], el anillo de
polinomios sobre un cuerpo F es dominio euclideo en donde ¢ es la funcién grado.

Teorema 2 Todo DE es un DIP.

Teorema 3 (Algoritmo de Euclides) En DE se verifica el algoritmo euclideo. Es de-
cir,

* dados a,b € D no nulos, si a = cb+r, entonces m.c.d(a,b) = m.c.d(b,r)

Por tanto, la funcion Fuclidea permite un método recursivo para calcular el mdximo
comun divisor de dos elementos no nulos:

Sean a,b dos elementos no nulos de un dominio Euclideo D. Aplicamos el algoritmo
de la division a los elementos a, b,

a=chb+nr Si ri#£0, 0(r1) <d(b)
b= cory + 19 Si re#0, 0(ra) < ()
71 = C3Ty + T3 Si 7‘3%0, 5(7‘3)<5(T2)

Tn = C3Tn41 + Tni2 Si rpye 0, 6(rpg2) < 6(rpgr)

Como 0(b) > d(ry) > --- > 6(r,) > - -+, existe un k tal que 7, = 0. Para este k se tiene
que 1,_o = CcxTr_1 ¥ por la propiedad

m.c.d(a,b) = m.cd(b,r)) =+ =m.c.d(rr_2,7k, ) = m.c.d(CkTr—_1,"Tk,) = Tk_1-

5. El anillo de los enteros de Gauss

En esta tltima seccion vamos a estudiar una familia de anillos que aparecen al adjuntar
a Z un elemento w € C tal que w? € Z (es decir, w es solucién del polinomio X? — w? €

ZIX]).
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Definicién 1 Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos el subanillo de C
generado por Z y w, denotado por Z[w]. Es claro que tienes que contener a Z, y a Zw y
a sumas de estos elementos. Es facil ver que no contiene elementos nuevos:

Zw]={n+mw | n,meZ}

Nota: Dado ¢ € C consideremos el homomorfismo evaluacién ®;¢ : Z[X]| — C que a
cada p(x) € Z[X] le hace corresponder p(¢). Entonces S®¢ = Z[¢] = Z[X]/(Ker(P¢)).

Lema 2 Sea w € C tal que w?* € Z yw ¢ Z. Entonces:
(i) w¢ Q.
(i1) Sin+mw=n"4+mw € Zw|, entoncesn =n" y m =m'.

Nota: Recordamos el anillo de los enteros de Gauss que corresponde a Z[i] con i la
rafz imaginaria (i = —1).

Definicién 3 Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos Z[w]:
* Se define el conjugado de un elemento n+mw € Z[w] y se representa por (n+mw)*
como
(n+mw)* :=n—mw.
* Se define la norma de un elemento n + mw € Zw| y se representa por N(n + mw)

como

N(n +mw) := n? — w?m?.

Proposicién 4 Sea w € C tal que w? € Z yw ¢ Z. Sean a,b € Z[w], entonces:
(i) aa* = a*a = N(a) = N(a*).
(ii) (ab)* = a*b* y a™ = a.
(1i1) N(ab) = N(a)N(b).
(iv) a es una unidad de Z|w] si y sélo si N(a) = £1. Ademds, a=* = N(a) a*.
(v) N(a) =0 siy sdlo sia=0.
(vi) Si N(a) es un primo de Z, entonces a es irreducible en Z|w].

Teorema 5 Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Entonces Z[w)] verifica la C.C.A para
sus ideales principales. En particular todo elemento de Z|w] factoriza como producto de
wrreducibles.

Teorema 6 Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Supongamos que para cada r,s € Q
existen n,m € 7 tales que
|(r —m) —w(s—n)| <1

Entonces Zw| es un dominio euclideo, con funcion Euclidea 6(a) = |N(a)|.

Corolario 7 EL anillo de los enteros de Gauss es un dominio euclideo.
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Nota: Las unidades de Z[i] son +1, +i.

Estudiemos ahora cuales son los elementos irreducibles de Z[i]. Ya sabemos que dado
a=mn+mi € Z[i], si N(a) es un nimero primo, a es irreducible.

En primer lugar podriamos pensar que todo primo de Z es primo en Z[i], pero es falso:
5=(2+1i)(2—1) (esta es la factorizacion de 5 como producto de primos).

Proposicién 8 Un nimero primo p € Z es primo en Z[i| si y sdlo si no se puede escribir
como suma de dos cuadrados.

Demo: Supongamos que p se puede escribir como suma de dos cuadrados, p = n? +m?.
Entonces

p = (n+mi)(n —mi)

en donde n + mi,n — mi si son primos de Z[i] (ya que su norma es un nimero primo).
Supongamos que p = (n + mi)(n’ +m'i), en donde n + mi, n’ + m’i no son unidades.
Podemos suponer n, m son primos entre si, entonces:

nn' —mm' =p (%)
nm' +mn' =0 (7.1)

veamos varios casos:

* Sin =0, entonces p = mi (n' +m'i) = —mm/ +mn’i, por tanton’ =0y p = —mm’
implica que m o m’ es £1 (al ser p primo) y n + mi = +i o n’ + m/i = £i es inversible.

* Sim = 0 llegamos al mismo resultado.

* S0 n,m son no nulos, entonces nm’ = —mn’, como m.c.d(n,m) = 1, n divide a n’,
por lo que n' = an, Asi, por (x), nm' = —n'm = —anm, por lo que m’ = —am. Ahora
por (xx), p = nn' —mm’ = an® + am? = a(n® + m?) y asi, como p es un primo de Z, o
n?+m? = 1 con lo que n+mi serfa inversible, o « = £1y p = (n+mi)(n—mi) = n*+m?,

una suma de cuadrados. [ |
Lema 9 Sea p € Z un nimero primo tal que p = 1 (Mod 4). Entonces la ecuacion

z? + 1 =0 tiene solucidn en Z,.
Demo: En caso contrario, no habria elementos en Z, tales que z?> = —1 y como Z, es

un cuerpo para cada r € Z, existiria s € Z, con rs = —1 (los podré reordenar a pares),
luego si multiplico todos los elementos de Zj,

(p— 1! = (=1)%"" (Mod p)
y como p =1 (Mod 4), (p — 1)/2 es par por lo que
(p—1)!'=1 (Mod p)
que contradice el teorema de Wilson (p — 1)! = —1 (Mod p). [

Teorema 10 Sea p € Z un nimero primo. Entonces p es irreducible en Z[i] si y sdlo si
p=3 (Mod4).
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Demo: Supongamos que p es reducible. Entonces por el teorema anterior p = n? + m?
conn,m € N.Sip=2p=2(Mod4)ysipesimpar, n es par y m es impar o viceversa,
podemos suponer n par, por lo que

p=n*+m?’=0+1"=1 (Mod 4) o}
p=n’+m?*=0+3"=1 (Mod 4)

Supongamos ahora que p es irreducible y no es congruente con 3 médulo 4. Entonces,

* p no puede ser congruente con cero médulo 4 (ya que es primo).

* Sip=2(Mod 4), p =2 que es reducible, contradiccién.

x Luego p = 1 (Mod 4). Tenemos entonces que la ecuacién z? + 1 = 0 (Mod p)
tiene solucién por lo que existe u € Z tal que u? + 1 es divisible por p, pero en Zli],
u?+1 = (u+1)(u—1) y como es primo, p dividiria a u —i 0 a u + 4, una contradiccién. B

Teorema 11 Sea z = n + mi € Z[i], el anillo de los enteros de Gauss. Entonces z es
irreducible (y por tanto primo) si y sdlo si se verifica una de las siguientes condiciones:

(i) N(z) es un nimero primo.
(ii) z € Z es un nimero primo con z = 3 (Mod 4) o asociado a éste.

Demo: Por los teoremas anteriores, los elementos que verifican (i) y (ii) son irreducibles.
Supongamos ahora que z € Z[i| es irreducible y consideremos N(z). Factorizamos N (z)
como producto de primos de Z y si p es uno de estos primos y es reducible sobre Z[i] lo
escribimos como p = (n + mi)(n — mi) producto de primos por (i),(con n? + m? = p)
luego como z divide a N(z), y es primo tiene que dividir a alguno de estos y por tanto es
(salvo equivalencia) uno de estos. |

Ejemplos A Veamos un proceso para factorizar un nimero de Gauss: Consideremos
n+mi € Z[i].

* Paso primero: calculamos la norma de z.
N(z) =n*+m?
* Paso sequndo: factorizamos en Z el nimero entero N(z).
N(2) =pi*---ppt
* Paso tercero: Factorizamos cada uno de los primos que aparecen.

* Paso final: Como N(z) = zz*, y Z[i] es un dominio de factorizacion unica, al ser un
dominio euclideo, de la factorizacion en primos de N(z) sdlo nos tenemos que quedar con
los que corresponden a z (que son justamente la mitad).

Nota: Si p; estd en la factorizacién de N(z) y es primo de Z[i], por tanto p; =
3 (Mod 4), entonces debe de aparecer elevado a un nimero par.
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6. Ejercicios del Tema
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Nomenclatura

*) Conjunto con operacion binaria, pagina 49
, <) conjunto ordenado, pagina 17
— Diferencia, pagina 3
= igualdad de aplicaciones, pagina 7
= igualdad de conjuntos, pagina 2

] clase de equivalencia de x, pagina 15
#X Cardinal de X, pagina 12
No aleph sub cero, pagina 22
Ny aleph sub uno, pagina 22
Nicr Interseccion indexada, pagina 6
icl Unién indexada, pagina 6
N interseccion, pagina 3
CoDom(f) Codominio, pagina 7
U Unioén, pagina 3
Dom( f) Dominio, pagina 7
n multiplo de n, pagina 14
0 conjunto vacio, pagina 2
3 Existe, pagina 7
\ Para todo, pagina 7
Idx Aplicacion identidad en X, pagina 7
= si y s6lo si, pagina 2
Im(f) imagen, pagina 8
€ pertenece, pagina 2
Inf(Y) Infimo, pagina 18
< relacion menor o igual, pagina 13
N El conjunto de los ntimeros naturales, pagina 27
7 Los Numeros Enteros, pagina 29
Max(Y Maéximo, pagina 18

)

m.c.d(z,y) Mdaximo Comun Divisor, pagina 31
M. C.M(z,y) minimo comin multiplo, pdgina 36
Min(Y') Minimo, pagina 18

desigual, pagina 2

no contenido, pagina 2

no pertenece, pagina 2

Complemento, pagina 4

clase de equivalencia de x, pagina 15

implica, pagina 2

Contenido, pagina 2

estrictamente contenido, pagina 2
p(Y) Supremo, pagina 18

DN N | B R
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A Diferencia simétrica, pagina 3

o(n) Funcién de Euler, pagina 40

In| Valor absoluto de n € Z, pagina 30

| X| Cardinal de X, pdgina 21

| tal (tales) que, pagina 7

Loy, Anillo de congruencias médulo n, pagina 37
{X:}ier Conjuntos indexados, pagina 5

Y, y divide a z, pagina 31

ax*b Operacién binaria, pagina 49

a =b (modn) a congruente con b médulo n, pdgina 14
aRb a relacionado con b, pagina 13

a ! Inverso de a, (caso de que exista), pagina 51
f(A) imagen de un subconjunto, pagina 8

f: X —=Y  Aplicacién, pagina 7
aplicacion inversa, pagina 12

gof composicion de aplicaciones, pagina 10

X/ R Conjunto cociente, pagina 15

X/~ Conjunto cociente, pagina 15

<y x menor estricto que y, pagina 29

>y x mayor estricto que y, pagina 29

x>y x mayor o igual que y, pagina 29

X xY Producto cartesiano, pagina 4

P particién, pagina 14

P(X) Partes de un conjunto, pagina 2

Rp Relacion de equivalencia asociada a una particion, pagina 15

U(M) Elementos inversibles de un monoide M, pagina 52
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