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B. Anexo: Algebra lineal

B.1. Sistemas lineales y matrices.

Diremos que un sistema de n ecuaciones y m incégnitas es un sistema lineal si dicho sistema

tiene la forma:
a1121 + a12T2 + @133 + - -+ + ATy, = b1
a21x1 + a2 + 4233 + - -+ + a2m Ty = ba

(B.1)
Ap1T1 + p2T2 + 323 + - - + ApmTm = by

Una matriz de dimensiones n X m no es mas que una “caja rectangular” con n filas y m columnas.

El sistema de ecuaciones (B.1) estd completamente caracterizado por su matriz asociada que no
es mas que la matriz en cuya fila i (i = 1,2, ...,n) estan colocados los coeficientes a;; (j = 1,2,...,m)
y el término independiente b; correspondientes a la i-ésima ecuacién del sistema (B.1). De esta forma
la matriz asociada al sistema (B.1) tendrd la forma

aiy a2 a3 - aum b
a1 a2 G23 -+ G2, b
. . . ) (B.2)
Gnl Gn2 Gnp3 - Qpm by
y se denomina matriz ampliada del sistema. A la matriz
ailr a2 a3 - Gim
a1 G2 a23 - G2m
) (B.3)
anl Aap2 Aap3 - anm

se le denomina matriz de coeficientes del sistema.

Un sistema lineal de la forma (B.1) es compatible si existen los valores de x1, x2, ..., T, tales que
se cumplan todas y cada una de las ecuaciones del sistema (B.1). Si existen dichos valores diremos
que el sistema tiene solucién. Si un sistema lineal de la forma (B.1) no tiene solucién decimos que es
un sistema incompatible. Un sistema compatible que tiene una tinica solucién se llama determinado
y si tiene infinitas soluciones indeterminado.

Dos sistemas de ecuaciones se denominan equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

Un sistema de ecuaciones lineales se puede transformar en otro sistema equivalente mediante
las siguientes operaciones elementales:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar por una constante no nula una ecuacién cualquiera.
3. Reemplazar una ecuacion por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier otra ecuacion.

Dada la equivalencia de los sistemas lineales con sus matrices asociadas (las matrices ampliadas)
las operaciones anteriores tienen su analogo al operar con las matrices. De forma que a cada una
le corresponden las siguientes operaciones por filas

1. Intercambiar dos filas.

2. Multiplicar por una constante no nula una fila cualquiera.
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3. Reemplazar una fila por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier otra fila.

Las operaciones anteriores se denominan operaciones elementales de filas.

Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si a cualquiera de ellas la podemos trans-
formar en la otra utilizando s6lo operaciones elementales de filas. Es importante recordar que las
operaciones elementales de filas son reversibles y por tanto las operaciones elementales descritas no
cambian la solucién del sistema original de ecuaciones.

B.2. Formas escalonadas y el algoritmo de reduccién por filas.

En adelante diremos que una fila es una fila no nula si tiene al menos un elemento diferente
de cero. Definiremos elemento guia de una fila al primer elemento (por la izquierda) no nulo de la fila.

Diremos que una matriz esta en forma escalonada si:
1. Todas las filas no nulas estan por encima de las nulas.

2. El elemento guia de cada fila se encuentra siempre en una columna a la derecha del elemento
guia de la fila anterior.

3. Debajo de cada elemento guia sélo puede haber ceros.

Las matrices escalonadas tienen tipicamente la forma:

B ox ok x x x X WOk x x x %
0O m *x *x *x *x x 0O m * *x * x
0 000 m *x % |, 0 0 m *x x x |, (B.4)
0 000 0 m = 0 00 m x =
0 00O O0O0O 0 0 00 0 m =

donde m denota a los elementos guias de cada fila. Si exigimos ahora que los elementos guias
sean todos iguales a 1, y que ademds sean los tnicos elementos diferentes de cero de la columna
entonces diremos que la matriz escalonada esta en forma reducida. Utilizando las formas escalonadas
anteriores (B.4) tenemos que sus correspondientes formas reducidas son:

1 0  x 0 0 = 1 0 00 0 =«
01 « x 0 0 =% 01 0 0 0 =
000010 x|, 0 01 0 0 = (B.5)
00 0 0 0 1 = 0 0 01 0 =
00 0 O0O0O0DTFO 0 0 0 0 1 =

Cualquier matriz puede ser transformada mediante transformaciones elementales de fila en una
matriz con forma escalonada no teniendo siempre ésta tltima una forma tinica. Por el contrario las
formas escalonadas reducidas son tUnicas, es decir se cumple el siguiente teorema:

Teorema B.1 Cualquier matriz es equivalente por filas a una unica matriz con forma escalonada
reducida. [ |

Una consecuencia del teorema anterior es que los elementos guias estdn siempre en la misma
posicién en cualquiera de las formas escalonadas obtenidas de una matriz dada mediante trans-
formaciones elementales de fila. Dichas posiciones se denominan pivotes y las columnas donde se
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encuentran se denominan columnas pivotes. Asi, por ejemplo

pivote

!

B o x k * x %

0 m * *x * x %

0 000 m * x (B.6)
000 0 0 m x

00 00 O0O0O 0

T 1

columnas pivote

Algoritmo de reducciéon por filas.

El algoritmo de reduccién por filas consta de dos fases (partes). La primera consiste en trans-
formar una matriz cualquiera en una equivalente por filas con forma escalonada. Esta fase se le
denomina fase hacia abajo o subproceso hacia abajo. La segunda parte consiste en transformar la
forma escalonada en la forma reducida. A la segunda parte se le denomina fase hacia arriba o
subproceso hacia arriba.

Para obtener la matriz en forma escalonada realizamos lo siguiente:

Subproceso hacia abajo. Este proceso consta de cuatro pasos:

1. Se comienza por la primera columna de la izquierda (generalmente es una columna pivote) y
se selecciona un elemento diferente de cero. Este sera el primer pivote.

2. Se coloca el elemento seleccionado en el extremo superior izquierdo intercambiando, si es
preciso, las filas de la matriz hasta que dicho elemento se encuentre en la posiciéon de pivote.

3. Utilizando las operaciones elementales de filas crear ceros debajo del pivote.

4.  Tapamos la fila (o filas si hay mds de una) con la posicién pivote creada en los pasos ante-
riores (1-3) y aplicamos los pasos 1-3 a la submatriz que nos queda (constituida por las filas
restantes). Este paso se repite hasta que no queden més filas no nulas.

Para obtener la matriz en forma escalonada reducida a partir de la forma reducida obtenida me-
diante los pasos 1-4 debemos realizar lo siguiente:

Subproceso hacia arriba. Este proceso consta del siguiente paso:

5. Comenzando por el primer pivote de la derecha creamos, mediante operaciones elementales
de filas, ceros encima del mismo. Si el pivote no es uno dividimos por su valor para que lo sea.
Continuamos el proceso hacia la izquierda hasta terminar con el primer pivote de la izquierda.

B.3. Solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales la podemos encontrar a partir de la matriz
asociada al sistema. Para ello primero transformamos la matriz en una equivalente por filas que
tenga forma escalonada o escalonada reducida. Las variables correspondientes a las columnas pivote
se denominan variables principales o bdsicas. El resto de las variables se denominan variables libres.
El significado de una variable libre es que dicha variable puede tomar cualquier valor. La solucién
de un sistema viene dada al escribir el valor de las variables principales, las cuales pueden venir
expresadas en funcién de las variables libres.
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Por ejemplo, consideremos la matriz del sistema (B.6). Dicha matriz representa un sistema de
5 ecuaciones con 6 incognitas. Las variables principales seran 1, xo, x5, x¢ y las libres x3,x4. De
la forma de la matriz observamos que x5, xg estan completamente determinados por los términos
independientes (recordar que la tltima columna estd compuesta por los términos independientes
de las ecuaciones) pero 1, z2 dependen tanto de los términos independiente como de las variables
libres x3, z4. Es decir fijando diferentes valores de z3, z4 obtenemos diferentes valores de x1, x2. Por
ejemplo, el sistema (z1 depende de la variable libre x3)

1 0 -5 1 1 =1+ dzx3
0 1 0 4 | tiene lasolucién { x2 =4 (B.7)
00 0 O xg es libre

De todo lo anterior deducimos el siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema B.2 Un sistema de ecuaciones lineales en compatible si y solo si la primera columna de
la derecha de la matriz ampliada del sistema no es una columna pivote, o sea, no existe ninguna
fila de la forma (000 --- 0 «) con « diferente de cero. Si el sistema es compatible entonces tiene
solucion dnica (sistema compatible determinado) si no hay ninguna variable libre y tiene infinitas
soluciones (sistema compatible indeterminado) si existe al menos una variable libre. ]

Por ejemplo, los sistemas correspondientes a las dos matrices (B.4) son compatibles siendo
el correspondiente a la primera matriz indeterminado (tiene dos variables libres) y el segundo
determinado (no tiene variables libres). Por el contrario el sistema correspondiente a la matriz

, (B.8)

cocoooh
=Nl
OO DO * ¥
OO O ¥ ¥
O O B *x ¥
O O % ¥ ¥
O B ¥ % %

es incompatible al ser la tltima columna una columna pivote, o lo que es igual, al tener la fila
(000 --- 0 m) (recordar que m denotaba al elemento guia que por definicién es diferente de cero).

B.4. Vectores y ecuaciones matriciales.
B.4.1. Vectores de R"

Un vector de R" no es mas que un conjunto de n ntmeros ordenados de la forma

Z1

€2
T = . , donde x4, ..., z,, son nimeros reales.

Tn

es decir un vector es una matriz de n x 1. Los valores zy,...,z, se denominan coordenadas (o
componentes) del vector x. Diremos que dos vectores son iguales si todas sus componentes son
iguales, o sea

T 1
T2 Y2

r=1y < : = : <~ T1 = Y1, s T = Yn.-
Tn Yn

Llamaremos vector nulo 0 al vector cuyas componentes son todas iguales a cero.
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B.4.2. Operaciones con vectores.

Sean z, vy, z, w vectores de R" y «, 8 ntmeros reales. Definiremos la suma de dos vectores
x e y al vector z de R™ cuyas coordenadas son la suma de las coordenadas de x e y, o sea,

z1 il Y1 1+
Z2 T2 Y2 T2 + Y2
z=x+y = ) = ) + . = . )

y definiremos la multiplicacién de un vector x por un escalar (ntimero) « al vector w cuyas com-
ponentes se obtienen al multiplicar las componentes de x por «, o sea,

w1 AT

w9 AT
w=uaxr — . =

Wn, aTp

Dichas operaciones cumplen las propiedades
1. z4+y=y+=z
2. (z+y)+z=z+W+=2)
3. z4+0=04+2=2x
4. x+ (—z) = (—z)+ 2 =0 donde (—x) denota al vector (—1)x
5. alr+y) =ar+ay
6. (a+pB)r=azx+ Pz
7. a(Bz) = (af)e
8. lz==x

Diremos que un vector x de R™ es combinacién lineal de los vectores ai,ao,...,a, de R™ con
pesos af, ..., au,, nimeros reales, respectivamente si x se expresa de la forma

T =aa1a1 + a0 + -+ anpanp.

Definiremos espacio generado por los vectores ai,as,...,a, de R™ y lo denotaremos como
span (aq, ...,an) = L(ai,...,a,) al subespacio de R™ constituido por todos las combinaciones li-
neales de los vectores a1, as, ..., a,, es decir, al conjunto de todos los vectores de la forma

L(ay,...,an) = span(ai, ...,an) = ajai + agag + -+ - + apay,

quienes quiera sean «j, ..., numeros reales.

Definiremos una ecuacién vectorial a la ecuacién de la forma
r1a1 + 209 + - - - + Tpay = b,

donde b es un vector dado de R™ y x1, o, ..., £, son las incégnitas que se quieren encontrar. Es facil
comprobar que la ecuacion vectorial anterior tiene la misma solucion que el sistema de ecuaciones
lineales cuya matriz ampliada tiene la forma

[a1 ag - - apb].

Ademas b estd en span (a1, ..., a,) si y solo si el sistema [a; as - - - ay, b] es compatible.
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B.4.3. La ecuacién Az = b.

Sea A una matriz m X n con columnas ai,as, ..., a, (vectores de R™) y z un vector de R".
Definiremos la multiplicacién de una matriz A de m X n por un vector x de R™ al vector z de R™
definido por

z1
z2
z=Ar=la1az2 ---a,) | . | =>4 + 2202+ + THON.

Tn

Teorema B.3 Sea A una matriz mxn con columnas ai,as, ...,an y b un vector de R™. La ecuacion
matricial
Arx=1b

tiene la misma solucion que la ecuacion vectorial
zr1a1 + x2a2 + -+ + Tpa, = b,
la cual a su vez tiene la misma solucion que el sistema cuya matriz ampliada tiene la forma
[a1 ag - - -anb].
|

Una consecuencia de este teorema es que la ecuacion Az = b tiene solucion si y sélo si b es una
combinacion lineal de las columnas de A.

Teorema B.4 Sea A una matriz mxn con columnas ai,as, ..., an. Las siguientes tres afirmaciones
son equivalentes:

1) Para todo b vector de R™, la ecuacion Ax = b tiene solucion.
2) Las columnas de A generan R™, o sea, R™ = Span(ay,az, ..., ay).

3) A tiene una posicion pivote en cada fila. [ |

Regla para el cdlculo de Az. Para calcular la i—ésima componente del vector Az (si éste
estd definido) tenemos que sumar los productos de la i—ésima fila de A por las coordenadas de z,
o0 sea,

ail a2 @13 -+ Gln T airy + apx2 + - + A1pTny
az1 G2 @23 -+ Q2 T2 a21x1 + a22T2 + - - - + a2pTy
aAml Am2 am3 **° Amn Tn aAm1x1 + amax2 + - + AmnTn

Teorema B.5 Sea A una matriz m x n con columnas ai,as, ...,an, x, y vectores de R" y a un
numero real cualquiera. Las siguientes propiedades son validas:

1) A(x +y)=Az+ Ay, 2) Alaz) =a(Azx) [



B ANEXO: ALGEBRA LINEAL 89

B.4.4. Conjunto solucién de los sistemas lineales.

Todo sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas se puede escribir en forma matricial
Ax = b donde la matriz de coeficientes A es una matriz m x n, x es un vector de R™ y b es un
vector de R™.

1. El sistema lineal Az = 0 se denomina sistema homogéneo. Dicho sistema siempre tiene la
solucién trivial x = 0. Ademas se cumple que el sistema homogéneo tiene soluciones no tri-
viales si y sélo si el sistema tiene al menos una variable libre, o sea la matriz A tiene al menos
una columna que no es pivote.

FEl conjunto solucién de un sistema homogéneo se escribe como el conjunto de todas las
combinaciones lineales de ciertos vectores sy, s2, ..., s, cuyo ntmero coincide con el de las
variables libres del sistema. Para obtener los vectores s1, s2, ..., s, se puede hacer lo siguiente:
1) Escribir el vector solucién = expresando las variables principales en funcién de las libres.
2) El vector s; se obtiene del vector x anterior al sustituir la primera variable libre por 1 y las
demads por cero. El segundo vector so se obtiene del vector x anterior al sustituir la segunda
variable libre por 1 y las demdés por cero. Y asi sucesivamente.

Por ejemplo si la solucién z de Az = 0 viene dada por (dos variables libres xa, x3)

3T2 — 373 1 3 —3

To , entonces T2 = X9 1 +x3 0

T3 T3 0 1
N——

»
flary

52
2. El sistema lineal Az = b con b # 0 se denomina sistema no homogéneo.

Teorema B.6 Supongamos que Ax = b tiene solucion para cierto b de R™. Sea p una
solucion de Ax = b (solucién particular). Entonces el conjunto solucion del sistema no
homogéneo Ax = b es el conjunto de todos los vectores de R™ de la forma

v =p+aon, (B.9)

donde xp, es la solucion general del sistema homogéneo correspondiente A xp = 0.

B.4.5. Dependencia e independencia lineal.

Un conjunto de vectores ai,as, ...,a, de R™ se denomina linealmente independiente si la
ecuacién vectorial
r1a1 + T202 + - -+ + xTRay =0,

tiene como unica solucién la trivial x;1 =--- =z, = 0.

Un conjunto de vectores aq, as, ..., a, se denomina linealmente dependiente si existen los valores
xr1,x2, -+, Ty No todos iguales a cero tales que se verifique la ecuacién vectorial

r1a1 + X202 + - -+ + Tpay, = 0.

Teorema B.7 Un conjunto S = {a1,as,...,ap} de dos o mds vectores es linealmente dependiente
sty solo si al menos uno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demds.

Como consecuencia del teorema anterior se deduce que:

1) Dos vectores a; y ag son linealmente dependientes si y sélo si son proporcionales, es decir, si
existe un nimero real a tal que a1 = aas 0 as = aa;.
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2) Si ay,ay,...,a, son vectores linealmente dependientes y a1 # 0 entonces para cierto j > 1 el
vector a; es combinacién lineal de los anteriores, es decir,

a;j =x101 +2x2+a2+---+Tj—105-1.

NOTA: Esto no implica que si tenemos un conjunto de vectores linealmente dependientes a1, as, ..., a,
necesariamente cada vector es combinacion de los anteriores.

Teorema B.8 Un conjunto S = {ai,as,...,an} de dos o mds vectores de R™ con n > m es
necesariamente un conjunto linealmente dependiente.

Teorema B.9 Un conjunto S = {ai,as,...,a,} de dos o mds vectores de R™ con alguno de los
vectores a; = 0 (1 < i < n) es necesariamente un conjunto de vectores linealmente dependientes, o
sea si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

B.5. Algebra de matrices.

Vamos a estudiar las operaciones elementales de las matrices. El elemento a;; de una matriz
A es el que se encuentra situado en la intercepcién de la fila ¢ con la columna j:

columna j

a1 a2 - Gl vt Qlp

Gg1 @2 -+ Ggj -t Q2p
(B.10)

filat — a1 G v | Qg |ttt Qin

Qml Am2 - QAmj *°° Qmp

B.5.1. Suma de matrices y multiplicaciéon por un escalar.

Sean A = [ajag -+ ay)y B =[b1bs -+ b,] matrices de dimensiones m xn, donde a1, ag, ..., a,

y b1,ba, ..., b, son vectores de R™. Definiremos la suma de dos matrices A y B a la matriz C cuyos
vectores columnas coinciden con la suma de los correspondientes vectores columnas de A y B, es
decir:

C:A+B:[a1a2-~an]+[b1b2---bn]:[al—f-blag—l—bg---an—l—bn],

o en términos de los elementos matriciales: C' = ||¢;;|| = ||asj+bij||. Sea o un niimero real cualquiera
y A =lajaz -+ ay] una matriz de m x n. Definiremos el producto de una matriz por un escalar a
la matriz cuyas columnas coinciden con las de A multiplicadas por «, es decir:

aA =alajag - ay] = [aag aag -+ aay),
o bien o A = of|a;|| = || ayj|
Teorema B.10 Sean A, B y C matrices de m X n y «, B numeros reales. Entonces:
1. A+B=B+A.
(A+B)+C=A+(B+C).
A+0=0+ A=A, donde 0 =1|0]| es la matriz nula.
a(A+ B) = aA + aB.
(a+pB)A=aA+ (A
a(BA) = (a ) A.

S & e
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B.5.2. Multiplicaciéon de matrices.

Sea A = [a1as --- ap] matriz de m x ny B = [b1by --- by] de n x p. Se define la matriz
producto C' = A - B a la matriz de m x p definida por:
A-B=A[by by - by = [Aby Aby - - Abp], (B.11)

o elemento a elemento:

n
(A~ B)ijll = > anbay.
k=1
Noétese que cada columna de A - B es una combinacién lineal de las columnas de A:

A B =[Aby Aby -+ Aby) = > bpaax > broar -+ Y bpaxl.
k=1 k=1 k=1

Una interpretacion de la multiplicacién de matrices se puede dar a partir de la composicién de las
aplicaciones lineales: Sea T : R™ — R una aplicacién lineal con matriz A de mxny S : RP — R"
una aplicacién lineal con matriz B de n x p, entonces a la aplicacién @ : R? — R™ definida por
Q(z) =T(S(x)) (composicién de Ty S) le corresponde la matriz A - B de m x p.

Teorema B.11 Sean A de m x n, B y C matrices de dimensiones apropiadas para que estén
definidas las operaciones y «, B numeros reales. Entonces:

1. (A-B)-C=A-(B-0).

A-0=0-A=0, donde 0 =|0]| es la matriz nula.
A (B+C)=A-B+A-C.
(B+C)-A=B-A+C-A.
a(A-B)=(a-A)-B.

S v e e

I, -A=A-I,=A, donde I}, es la matriz identidad de k X k.
Es importante recordar que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir para cual-

quiera sean las matrices A y B tenemos que A- B # B- A .

Si A es una matriz cuadrada n X n y k es un numero entero no negativo (k = 0,1,2,...),
definiremos la potencia k— ésima de A por la férmula

AF=A-A---A-I,,  donde AY = I,,.
—_—
k veces
B.5.3. Transposicion de matrices.

Dada una matriz A de m x n, la matriz transpuesta de A, que denotaremos por A’ es la
matriz de n x m cuyas filas coinciden con las columnas de A. Si A = ||a;j||, entonces AT = ||a]|.

Teorema B.12 Sean A de mxn, B una matriz de dimensiones apropiadas para que estén definidas
las operaciones y o un numero real. Entonces:

1. (ADT = A,
2. (A+B)T =AT + BT,
3. (aA)T =aAT.
4. (A-B)T =BT. AT,
Como consecuencia de este teorema tenemos que

(A - Ay AT = AL . AT ... AT
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B.5.4. La inversa de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz de n X n. Si existe una matriz C tal que
A-C=1,, C-A=1Iy,

entonces a C se le denomina matriz inversa de A y se le denota A~!. Las matrices A para las cuales
existe la inversa A~! se denominan invertibles. Si A es invertible entonces A~! es tinica.

Teorema B.13 Sea A una matriz cuadrada de 2 X 2 invertible

[ a b 1 d —b
A_(c d)’ entonces A _ad—bc<—c a>'

El ntmero ad — be se llama determinante de la matriz A de 2 x 2 y se le denota por det A. Nétese
que una matriz A de 2 X 2 tiene inversa si y sélo si det A # 0.

Teorema B.14 Sea A una matriz cuadrada de n x n invertible. Entonces el sistema Ax = b es
compatible determinado para cualquiera sea b vector de R™, y su solucion se expresa por la férmula
x=A"1h.

Teorema B.15 Sean A y B matrices cuadradas de n x n invertibles. Entonces:
1. (A Hl=A.
2. (A-B)y"'=pB-t.A°L
3. AT es invertible y (AT)"! = (A~HT.

Como consecuencia de este teorema tenemos que

(Ay-Ag---A)t=A AL AT

B.5.5. Matrices elementales.

Una matriz elemental de n x n es aquella que se obtiene al realizar una operacion elemental
de filas sobre la matriz identidad de n x n, es decir son las que se obtienen al intercambiar dos
filas, al multiplicar por una constante no nula una fila cualquiera y al reemplazar una fila por
la suma de ésta mas una combinacién lineal de cualquier otra. Por ejemplo, la matriz elemental
correspondiente al intercambio de la 1 y 2 filas de una matriz de 3 x 3 sera

010
Ei=|10 0],
00 1

la que corresponde a cambiar la 3 fila por la 3 mas « veces la primera sera

1 00
Ey = 01 0 |,
a 0 1

y la que multiplica la 2 fila por el niimero « sera

100
E3: 0 a O
0 01

Se puede comprobar que si multiplicamos la matriz i por una matriz cualquiera A de 3 X p la
matriz E7 - A coincide con la matriz que se obtiene a partir de A al intercambiar la 1 y 2 filas.
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Anislogamente, Es - A coincide con la matriz que se obtiene de A al cambiar la 3 fila por la 3 més «
veces la 1 fila y Fs3- A coincide con la matriz que se obtiene al multiplicar por « la 2 fila. Es decir al
multiplicar una matriz elemental £ de m x m por A de m X n se obtiene una nueva matriz F- A que
coincide con la matriz que se se obtiene al realizar la operacién elemental sobre A y dicha matriz
E se obtiene realizando sobre la matriz identidad I,,, de m x m la misma operacion elemental que
se quiere realizar sobre A. Puesto que todas las operaciones elementales son invertibles ello implica
que las matrices elementales son invertibles y la inversa de E se obtiene realizando sobre la matriz
identidad I, la operacién inversa. Por ejemplo, la inversa de F; es F;. La inversa de Es es

1 00
E;x'=|( 0o 1 0],
—a 0 1
y la de E3 es

1 0 0

1 1
E3 - 0O — 0

Q
0 0 1

Teorema B.16 Una matriz cuadrada A de n X n es invertible si y solo si A es equivalente por
filas a la matriz identidad I, de n X n en cuyo caso toda secuencia de operaciones elementales que
reducen A a I, reducen I, a A™'.

Ello implica que A ~ Ey, - Ey_1---E1 - A=1,. Luego A= (Ey - Ex_1--- E1)~! lo cual implica que
A1 =FE, -Ep_1---FE1-1,.

Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente algoritmo para calcular A~!: Dada la
matriz A de n x n invertible:

1. Construimos la matriz [A I,].
2. Reducimos por filas la matriz A a I,,, entonces [A I,] ~ [I,, A71].

Noétese que encontrar la inversa de la matriz A equivale a encontrar una matriz B tal que
A-B=1,o0sea, Alby --- by =[Aby --- Aby] =e1 -+ €] = I,. Es decir es equivalente a resolver
las n ecuaciones

Ablzel, AbQZEQ, Abnzena

donde ey, ..., e, son las columnas de la matriz identidad.

Teorema B.17 (Teorema de inversién de matrices) Sea A una matriz cuadrada A de n X n. Las
siguientes expresiones son equivalentes:

1. A es invertible.
2. A es equivalente por filas a la matriz identidad I, de n x n. (A tiene n posiciones pivote)
3. A es un producto de matrices elementales.

4. La ecuacion Az = 0 solo tiene la solucion trivial. (Las columnas de A son linealmente
independientes.)

5. La ecuacion Ax = b tiene al menos una solucion para cada b vector de R™, o sea, b es un
elemento del subespacio generado por las columnas de A (la solucion de Ax =b es unica).

6. FExiste un C tal que A-C = 1.

7. Existe un D tal que D - A = 1.
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8. AT es invertible.

Una consecuencia de este teorema es que si A- B =10 B-A =1, entonces A y B son invertibles
yA=B"1 B=A"1

B.6. Determinantes.
B.6.1. Definicion de determinante de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz cuadrada

columna j
ail a2 0 A15-1 aij alj+1  ** Qlp
a1 az 0 G25-1 az; azj+1 0 Q2n
(B.12)
ai—11 G—12 *° Gi—1j—1 Qi—1j Gi—1j+1 *** Gi—1In
filai — a;1 Qjg o Qgj—1 jj Qij+1 - Qin
@411 Q5412 0 Gi415-1  Qi4+15  Gi4154+41 0 Qitln
anl ap2 - Apj—1 Gnj Gnj+1 =+ OAnp

Denotaremos por A;; a la submatriz que se obtiene a partir de A si quitamos la fila 7 y la columna
7, O sea

ari a2 -0 arj-1 aij+1 - QAlp
Ais — ai—11 @Aj—12 - Ai—1j—-1 Gi—1j4+1 - Qi—1n
i =
J @i+11  Ai4+12 0 Qilj—1  Ailj+1 - Qitln
Gnl Gp2 -+ Qpj-1 Qnj+1  *°  Gpn

Sea A una matriz nxn (n > 2). El determinante det A de la matriz A es la suma de los términos
+aj;det Ay; donde aq; son los elementos de la primera fila de A y Ay, son las correspondientes
submatrices obtenidas eliminando la fila 1 y la columna j. Mas exactamente:

det A =aj1det Aj1 —ajpdet Ajp +--- + aln(—l)nJrl det A1y, (B.13)

donde suponemos que det a = a si a es un nimero real cualquiera.

Utilizando la definicién anterior obtenemos para una matriz 2 x 2 el resultado:

ail a2
a1 Q22

det A = = aj1a2 — a21a12,

que coincide con el determinante definido en el capitulo anterior (teorema B.13).

Usualmente a la cantidad (—1)"/ det A;; se le conoce como cofactor (o menor) asociado al
elemento a;j. Utilizando esta notacién tenemos que la definiciéon anterior se puede reescribir de la
formas:

det A =a11C11 + a12C12 + -+ - + a1,C1p,

que se conoce como desarrollo del determinante de A por su primera fila.
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Teorema B.18 57 A es de n X n entonces:
det A = ai1Ci1 + ainCio + -+ + ainCip.
det A= a1jC'1j + CLQJ'CQ]' + 4 ananj.

Las dos formulas anteriores se conocen como desarrollo del determinante de A por su ¢i—ésima fila
y desarrollo del determinante de A por su j—ésima columna, respectivamente.

Teorema B.19 Si A es una matriz triangular (inferior o superior) entonces det A es el producto
de los elementos de la diagonal, o sea, det A = a1 - a2 Gnp-

B.6.2. Propiedades de los determinantes.

Los dos teoremas que enunciaremos a continuacién son los més importantes de este apartado
y nos permitirdn calcular los determinantes de matrices de orden alto (n > 4) de manera eficiente.

Teorema B.20 Sea A una matriz n X n. Sea B una matriz que se obtiene de A al realizar sobre
A alguna de las operaciones elementales de filas y sea E la matriz elemental que realiza dicha
operacion. Por ejemplo,

1. Si By es la matriz que intercambia dos filas, la matriz B = Eq - A se obtiene al intercambiar
dos filas de A.

2. Si Es es la matriz que multiplica por una constante r no nula una fila cualquiera, la matriz
B = FE5 - A se obtiene al multiplicar por r la correspondiente fila de A.

3. Si Es es la matriz que reemplaza una fila por la suma de ésta mas un multiplo de cualquier
otra fila, la matriz B = FE3 - A se obtiene al reemplazar una fila de A por la suma de ésta
mas un multiplo de cualquier otra fila.

—1  si E es del tipo Ey
Entonces, det B = det(E - A) = a det A donde a = r st E es del tipo By  Ademds, si
1 st E es del tipo E3
A =1 es la matriz identidad y por tanto det I = 1, entonces det E = «, es decir el determinante
de cualquier matriz elemental vale o —1 6 r 6 1 en dependencia si dicha matriz es del tipo E1, Fs
o FE3, respectivamente.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que si una fila es multiplo de un nimero r
entonces tenemos:

ail a2 e Aln ailr a2 -+ Qin
ra;pz rayg - TaAip | =T 41 a2 o Qin
an1 an2 -+ Qnpn anl Qp2 - Aapp

En particular si una fila de A es nula, det A = 0 y si una fila de A es proporcional a otra det A = 0.

Teorema B.21 Sea A una matrizn x n y sea AT su traspuesta, entonces det A = det AT

Este segundo teorema nos permite enunciar todos los apartados del teorema anterior cambiando la
palabra filas por columnas.

Es conocido de apartados anteriores que cualquier matriz A se puede, mediante transformaciones
elementales, transformar en una matriz triangular superior U (forma escalonada). Ademas si resulta
que la matriz A tiene n filas pivote entonces el determinante de A serd proporcional al det U. Luego,
si tenemos n filas pivote todos los pivotes son distintos de cero y det A # 0. Pero si A tiene n filas
pivote entonces A es invertible. Este razonamiento nos conduce al siguiente teorema.
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Teorema B.22 Una A n x n es invertible si y sdlo si det A es diferente de cero.

Teorema B.23 Sean A y B matrices n x n. Entonces det(A - B) = (det A) - (det B).

B.6.3. Regla de Kramer.

Sea A una matriz n x n y b un vector cualquiera de R". Denotaremos por A;(b) a la matriz
en la cual la j— ésima columna de A estd reemplazada por el vector b, es decir si A y b son

a1 v aij—1 a1 A1 o Glp b1
A= ax -+ ay-1 @G Gigyr o QG |, b= b |,
Gn1 -+ Qpj—1 Gnj Qnj+1 - Ann bn,

entonces A;(b) es la matriz

air -0 ay—1 by oayg1r o aly
Ajb) =1 ai - aijj—1 b ayyr - ain
Gn1 - Gnj-—1 by Gnj+1 "+ Qnn

Teorema B.24 Sea A matriz n X n invertible. Entonces para todo b de R"™ el sistema

ailr - G1j—1 Q15 Glj+1 - Gln x1 by
a1 - Q-1 Qi Giipl o Gip r | =1 b [,
anl -+ QApj—1 QAnj Gnj+1 - Gnpn TIn by,
———
A T b

es compatible y tiene una unica solucién que viene dada por

det A1 (b) det A2(b) det A, (b)
T1=————, Ta=————1>, o, Tp=——— .
det A det A det A
Es importante tener en cuenta que este método es ineficiente para calcular la solucién de sistemas
de mas de 3 ecuaciones pues en el estan involucrados determinantes. Es recomendable resolver los
sistemas por el método de reduccién de filas descrito en la primera parte del curso (ver Algoritmo

de reduccion por filas).

Finalmente, recordemos que “invertir” una matriz es equivalente a resolver n sistemas de ecua-
ciones de la forma:
Aby=e, Aby=ey, -+ Ab,=e,,
donde ey, ..., e, son las columnas de la matriz identidad. Por tanto para calcular la j—ésima columna
de A™! tenemos que resolver el sistema Az = ej cuya solucion es, segun la regla de Kramer,
o — detAl(ej)7 e, = det An(ej)7
det A det A

det Al(ej) = (—1)1+j det Ajl = le, -+, det An(€j> = (_1)n+j det Ajn = Cjn,

pero
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luego la columna j de A™! es

le
1 Cj
det A :
Cin

Todo esto nos conduce al teorema

Teorema B.25 Sea A una matriz invertible n X n. Entonces

Cn Cn - Cjp -+ Cpy
Ciz2 Cxp - Cjo -+ Cp2
o1 . : o
detA | ¢y Co - Cji o Cui |
Cln CZn to Cj to Cnn
donde Cpy, = (—1)™det Ay, son los cofactores (menores) del elemento aj, de la matriz A y

A, es la submatriz que se obtiene al eliminar la fila | y la columna m de A. La matriz ||Cp,|| se
denomina matriz adjunta de A.

Es importante notar que este método es ineficiente para calcular inversas (recurre a la regla de
Kramer que es ineficiente es si misma) por lo que es recomendable para encontrar A~! aplicar el
algoritmo descrito en el teorema B.16 del capitulo anterior.

Para concluir esta parte dedicada a determinantes veamos una propiedad interesante que satis-
facen los determinantes y que es consecuencia de los teoremas B.18 y B.20:

Sea A = [a1ag -+ a,] una matriz de n X n con columnas ai, ..., a,. Definamos la aplicacién
lineal:

T(x) =det([ay - x--- ap]) =det Ag(z), xdeR", k=1,2,..n.

La aplicacién anterior es lineal pues para todo a de R y =,y de R™:

T(azx) = det([ay -+ ax--- ay]) =adet(fay -z ap]) = aT(x),
T(x+y) = det(far - x4y - ap]) =det([ar -+ z--- ay)) +det([ar -~ y--- ap]) =
= T(z)+T(y).

Esta propiedad se conoce como la multilinealidad del determinante

B.7. Espacios Vectoriales.

En esta seccién vamos a definir los espacios vectoriales que son la generalizacion de los es-
pacios R™ ya estudiados.

B.7.1. Definicién y ejemplos.

Sea V un conjunto de elementos sobre el cual estdan definidas las operaciones suma “+” de
dos elementos x, y de V' y multiplicacion “” de un escalar (nimero real) o por un elemento de
V. Diremos que V' es un espacio vectorial si se cumplen las siguientes propiedades (axiomas): Sean
x, y, z elementos arbitrarios de V' y «a, 8 ntimeros reales. Entonces V' es un espacio vectorial si

1. Para todos z e y, vectores de V, el vector suma, w = x + y, también es un vector de V' y se
cumple que:
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a) rHy=y+=z

b) (z+y)+z=x+ (y+2)

¢) Existe un elemento “nulo” de V, tal que x +0=0+4+2 ==

d) Existe el elemento (—x) “opuesto” a z, tal que z + (—x) = (—x) + = 0 donde (—x)

es vector opuesto de x

2. Para todo x wvector de V, el vector que se obtiene al multiplicar por un escalar, w = « - z,
también es un vector de V' y se cumple que:

a) a-(z+y)=a-z4+a-y
b) (a+p) z=a-xz+0 =z
0 a-(8-2)=(af)
d) l-z=z

Ejemplos.

1.) El conjunto de los vectores de R" cuando la suma de dos vectores y la multiplicacién por un
escalar es la definida en la seccién 2.

2.) El conjunto de las matrices m x n cuando la suma de dos matrices y la multiplicacién por un
escalar es la definida en la seccién 3. Dicho espacio lo denotaremos por R™*"

3.) El conjunto de los polinomios de grado a lo sumo n, que denotaremos por P,, o sea,

P, ={pn(t) =ao+art+---+ant", ag,..,a, nimeros reales.},

donde definiremos la suma de dos polinomios y la multiplicacién por un escalar de la siguiente

forma:
p(t)=ao+art+---+ant"™, q(x)=by+bt+---+byt"

(p+q)(t) = p(t) + q(t) = (a0 + bo) + (a1 +b1)t + - - - + (an + bp)t",

(a-p)(t) = ap(t) = (vag) + (car)t + - - - + (cay )t".

Ademés, p, = 0,siysélosiag =a; =--- = a, = 0. 4.) El conjunto de las funciones continuas en el
intervalo [a, b], que denotaremos por Cla,p)> cuando la suma de dos funciones f y g y la multiplicaciéon
por un escalar « estan dadas por

(f+9)#) = f(B) +9(t), (a-f)t)=a-f@)

B.7.2. Subespacios vectoriales.

Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto H de elementos de V' es un subes-
pacio vectorial de V' si H es a su vez un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones suma
“+7” v multiplicacion “” que V.

Ejemplos.
1.) Dado un espacio vectorial V', son subespacios vectoriales “triviales” los subespacios H = {0}
(conjunto que tiene como unico elemento, el nulo) y H =V (el mismo espacio vectorial).
2.) Para V = Clap), H = Py es un subespacio vectorial, para cualquier n =0, 1,2, ... entero.
3.) Para V =P, H = P} es un subespacio vectorial para todo k < n.

Teorema B.26 Un subconjunto H de elementos de V' es un subespacio vectorial de V' si y solo si
se cumplen las siguientes tres condiciones.

1. El elemento nulo de V pertenece a H.

2. Para todos x e y, vectores de H, el vector w = x +y también es un vector de H.
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3. Para todos x vector de H, el vector w = « - x también es un vector de H.

Teorema B.27 Dado un conjunto de vectores {vi,va,...,vp} de un espacio vectorial V', el conjun-
to span (vi, v, ...,vp) es un subespacio vectorial de V. Dicho subespacio vectorial cominmente se
denomina subespacio generado por los vectores vy, va, ..., Up.

B.7.3. Conjuntos linealmente independientes. Bases.

Un conjunto de vectores vi,vs,...,v, de un espacio vectorial V' se denomina linealmente
independiente si la ecuacién vectorial

T1v1 + Tov2 + -+ + Tpvp = 0,

tiene como unica solucién la trivial 1 = --- =z, = 0.

Un conjunto de vectores v1,vs, ..., v, se denomina linealmente dependiente si existen los valores
x1,%2, -, %p No todos iguales a cero tales que se verifique la ecuacién vectorial

11 + Tv2 + - -+ + xpvp = 0.

Para estudiar la dependencia lineal de los vectores de V podemos utilizar los mismos teoremas
estudiados en la seccién 2 cambiando los espacios R™ por los correspondientes espacios vectoriales
V. Por tanto las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Un conjunto S = {v1,v2,...,vp} de dos o mds vectores es linealmente dependiente si y sdlo si
al menos uno de los vectores del conjunto es combinacion lineal de los demds.

2. Un conjunto S = {v1,va,...,vp} de dos o mds vectores de V con alguno de los vectores
v; =0 (1 < i < p) es necesariamente un conjunto de vectores linealmente dependientes, o
sea si alguno de los vectores de S es el vector nulo entonces S es un conjunto de vectores
linealmente dependientes.

3. Dos vectores v1 y vo de V son linealmente dependientes si y solo si son proporcionales, es
decir, si existe un numero real a tal que v = avy 0 V9 = vy

Teorema B.28 FEl conjunto de dos o mds vectores vi,v,...,vp de V con vi # 0 es un conjunto
linealmente dependiente si y solo si para cierto j, 1 < j < p, el vector v; es combinacion lineal de
los anteriores, es decir,

Vj = T1U1 + Tav2 + -+ Tj—105-1.

NOTA: Esto no implica que si tenemos un conjunto de vectores linealmente dependientes vy, va, ..., vp
necesariamente cada vector es combinacién de los anteriores.

Los vectores linealmente independientes de un espacio vectorial juegan un papel fundamental
en el estudio de los sistemas lineales gracias a la siguiente definicién

Dado un subespacio vectorial H del espacio vectorial V' diremos que el conjunto de vectores
B = {b1,b,...,by,} de V es una base de H si

i) B es un conjunto de vectores linealmente independientes
ii) H = Span(by, by, ...,by), 0 sea, B genera a todo H.
En particular si H coincide con V, entonces B es una base de todo el espacio vectorial V.

Por ejemplo, si tomamos una matriz n x n invertible, entonces sus columnas ay, ..., @, son li-
nealmente independientes y ademas R" = Span(ay, ..., a,). Por tanto B = ay, ..., a, es una base de
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R™. En particular, si A = I,,, la matriz identidad n x n, las columnas ey, es, ..., €, de la misma son
una base de R™ la cual se conoce como base candnica de R".

Otro ejemplo lo constituye el conjunto de vectores S = {1,¢, t2, .., t"} del espacio vectorial P,,.
Es facil comprobar que dichos vectores son linealmente independientes y que span (1,t,t2,...,t") =
P,.. S se conoce como la base candnica de P,,.

Teorema B.29 Sea S = {v1,v2,...,vp} un conjunto de vectores de un espacio vectorial V y sea
H = Span(vi,va, ...,vp) un subespacio de V.

i) Supongamos que un vector de S, digamos el vj, 1 < j < p, es combinacion lineal de los
restantes. Entonces si suprimimos a dicho vector v del conjunto S, H no cambia, o sea,

H = Span(vi, ..., Vp—1, Vg, V41, -y Up) = SPAN (V1 .y Vjg—1, Vkp 15 ---5 Up)-

ii) Si H no es el espacio {0}, entonces algin subconjunto de S es una base de H.

Este teorema nos dice que a partir de un conjunto de vectores que generan un espacio vectorial
siempre es posible “extraer” una base de dicho espacio vectorial. Por ejemplo, consideremos el
espacio generado por los vectores

1 1 2
vp=|0 ]|, we=\|11], wvs=\|1/|, H=Spanlvi,ve,vs].
0 0 0

Es evidente que H = Span|vi,va,v3] = span [v1,v2] pues el tercer vector es combinacién lineal de
los dos anteriores. Ademds, S = {v1,v2,v3} no es una base de H pues vy, v2,v3 no son linealmente
independientes. Sin embargo, el conjunto B = {v1,v2} que se obtiene al suprimir el tercer elemento
si que es una base de H.

B.7.4. Sistemas de coordenadas.

Cuando estudiamos el espacio R" (seccién 2) definimos a los vectores de R™ mediante sus
coordenadas. Ello era evidente pues

T 1 0 0
T 0 1 0

r=1 . |[=x| . | +x2] . |+ FTa | | =T1€1+Tnln.
T, 0 0 1

Ademss, es evidente que dado un vector x de R™ sus coordenadas, es decir los valores x1, ..., xn,
son unicos. El siguiente teorema generaliza este resultado para cualquier espacio vectorial V.

Teorema B.30 Sea B = {b1,ba,...,b,} una base del espacio vectorial V.. Entonces para todo = de
V' existe un inico conjunto de valores {ay,...,an} tal que

r=a1b +agby+ -+ ayby.
Este teorema nos permite definir las coordenadas de un vector cualquiera de un espacio vectorial V.

Supongamos que B = {b1, b, ..., b, } es una base del espacio vectorial V. Denominaremos coor-
denadas del vector z de V en la base B al conjunto de los valores {ayq, ..., o, } tales que

r=oa1b; +asby + -+ ay, by,
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aq

a3
y lo denotaremos por ) o |x]g.

an ) g

Consideremos nuevamente las coordenadas en R™. Como vimos al principio de este apartado
los elementos de cualquier vector X de R™ coinciden con las coordenadas de dicho vector en la base
canénica C' = {eq, ea, ..., e, }. Supongamos ahora que pasamos a una nueva base B = {b1, ba, ..., b, }.
Entonces

aq

a2
x:$161+"'+$n€n:a1b1+"'+anbn:[blbg"'bn] . :PCB'[x]Ba

(7% B

y por tanto, si las coordenadas de z en la base candénica C son x1,...,Z,, la siguiente relacion
serd cierta:
[zlc = Pep - 7],

donde Pop es la matriz de cambio de base B en C' que pasa las coordenadas de un vector en la
base B a las escritas en C. Nétese que las columnas de la matriz Pop coinciden con los vectores de
la nueva base escritos en la base candnica. Es evidente que la matriz Pop es invertible (todas sus
columnas son independientes y por tanto el det Pcp # 0) por tanto la matriz inversa P, é sera la
matriz de cambio de base de base candnica a la base B, o sea

[2]p = Poj - [l = Ppe - [7]e.

B.7.5. La dimensién de un espacio vectorial.

Hemos visto que cualquier espacio V' con una base de n elementos es isomorfo a R™. Resulta
que dicho ntimero n es una propiedad intrinseca de V, su dimensién.

Teorema B.31 Siun espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {b1,ba, ...,b, }, entonces
cualquier conjunto con mds de n vectores de V es linealmente dependiente.

Este teorema es una generalizacién del teorema B.8.

Teorema B.32 Siun espacio vectorial V' tiene una base de n vectores B = {b1, ba, ..., by}, entonces
cualquier otra base de V' tendrd que tener n vectores de V.

Un espacio vectorial es de dimensién finita n si V' estd generado por una base de n elementos,
es decir si V. = Span(by,...,b,), donde B = {by,...,by} es una base de V y lo escribiremos de la
forma dim V' = n. En el caso que V' = {0} sea el espacio vectorial nulo, dim{0} = 0. Si V' no puede
ser generado por una base finita de vectores, entonces diremos que V es de dimensién infinita y lo
denotaremos por dim V' = oo.

Por ejemplo, dimR" = n, dimP, = n + 1, dim C, ) = .

Teorema B.33 Sea H un subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimension finita V,
(dimV = n < o0). Entonces todo conjunto de vectores linealmente independientes de H se puede
ampliar hasta convertirlo en una base de H. Ademds dim H < dim V.

Teorema B.34 Sea V' un espacio vectorial n-dimensional (dimV =n < oo) y sea S = {b1, b2, ..., b, }
un conjunto de exactamente n vectores. Entonces:

a) Si S es un conjunto de vectores linealmente independientes, S es una base de V.

b) Si S genera a todo V', es decir si V = Span(by,ba,...,b,), S es una base de V.
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B.7.6. Cambio de base.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n y sea B = {b1,ba,...,b,} y D = {d1,da, ...,d, }
dos bases de V. Como D es una base de V' y los elementos de B son elementos de V', éstos se podran
escribir en la base D, o sea,

b1 = a11di + aradz + - - + aipdny,

ail anl
: ai2 an?2
by, = ap1dy + agade + -+ + agpdn, = b1 = ) oty by =
. ain ) p Ann ) p
b1 = an1di + apada + - - 4+ appdy.

Supongamos que las coordenadas de un vector x de V en la base B son z1,x9,...,T, y en la base
D son y1,Y2, ..., Yn, €s decir,

r=x1b1 + - + by — [2]B = , yr=yidi + -+ yndn — [7]p = )

l'n B yn D

Entonces tenemos que

[z]p = [z1b1 + -+ - + Zpbu]p = z1[bi]p + - - 2p[bp]p = ([b1]p [b2]p - - - [bn]D) (2] B-

Es decir si conocemos como se expresan los vectores de la base B en la base D podemos encontrar
la matriz de cambio de base B en D, cuyas columnas a1, as, ..., a, no son mas que las coordenadas
de los vectores de la base B escritos en la base D. Por tanto tenemos que [x]p = Ppgz]p, 0 en
forma matricial

1 aip -+ Qg1 -t Anl x1
Y2 @12 0 A2 v Ap2 x2
Yn D Alp " QAkgn  ~°° Anp Tn B

Ademds, Ppp es una matriz invertible (sus columnas son linealmente independientes), luego existe
la inversa PB}B la cual es la matriz de cambio de base D en B, o sea,

[2]5 = Pppla]p.

B.8. El problema de autovalores de una matriz.

Sea A una matriz de n X n. Denominaremos al vector x de R", autovector de A asociado al
autovalor A, al vector no nulo x # 0, tal que

Ax = Az, x #0. (B.14)
Es facil comprobar que si z es un autovector asociado al autovalor A, entonces el sistema
(A= AXI)x =0, dondeI esla matriz identidad n x n, (B.15)

tiene soluciones no triviales. Por tanto, dado un autovalor A de A, el conjunto de los autovectores
asociados a A, que coincide con una base del nicleo de A, es un subespacio vectorial de R™. Dicho
espacio se denomina autoespacio de A correspondiente al autovalor A. Es importante destacar que
conocido el autovalor A, encontrar el autoespacio consiste en encontrar las soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones, o sea, resolver (A — A1)z =0.

Teorema B.35 Sea A una matriz triangular de n X n. Entonces los autovalores de A coinciden
con los elementos de la diagonal principal A = a;;, 1 =1,2,...n.
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Es importante destacar que las operaciones elementales de filas cambian los autovalores de una
matriz. Es decir si U es la forma escalonada de A los autovalores de A y U son, en general,
distintos.

Teorema B.17 (Teorema de inversion de matrices, conclusién.) Sea A una matriz cuadrada A de
n x n. Las siguientes expresiones son equivalentes:

1. A es invertible.
2. A =0no es un autovalor de A

El teorema anterior es evidente pues si A = 0 es autovalor de A, entonces Ax = 0 tiene que tener
soluciones no triviales y por tanto A no puede ser invertible.

Teorema B.36 Sea A una matriz de n X n que tiene p autovalores distintos \1 # Ay # -+ #
Ap. Entonces los autovectores v1,v2,...,vp asociados a los autovalores A1, A, ..., A\, son linealmente
independientes.

B.8.1. La ecuacién caracteristica.

., Coémo calcular los autovalores? La respuesta a esta pregunta no es dificil pues los autovalores
A son tales que el sistema (B.15), (A — AI)z = 0, tiene soluciones no triviales. Pero un sistema
homogéneo tiene soluciones no triviales si y sélo si

det(A — A1) = 0. (B.16)

La ecuacién anterior se denomina ecuacion caracteristica de A. Lo anterior lo podemos resumir
como:

Un ntmero A es un autovalor de la matriz A de n x n si y sélo si A satisface la ecuacion carac-
teristica de A (B.16), det(A — A1) = 0.

Es facil comprobar que la expresién det(A—AT) = 0 es un polinomio de grado n en \. Por tanto
el polinomio p,(A) = det(A — A1) se denomina polinomio caracteristico de A y los autovalores de
A seran las raices de dicho polinomio. O sea, A es un autovalor de A si y sélo si p,(A) = 0.

Matrices similares. Sean A y B dos matrices n x n. Diremos que A es similar a B si existe
una matriz invertible P, tal que

A=P-B-P', o B=P' AP (B.17)

Es evidente que si A es similar a B, B es similar a A, para demostrarlo es suficiente tomar Q = P~1.
Por tanto diremos simplemente que las matrices A y B son similares si se cumple (B.17). La
transformacién que a cada matriz le hace corresponder otra similar, o sea, A — P~1- A - P, se
denomina, transformacién de similitud.

Teorema B.37 Si las matrices A y B de n x n son similares, entonces tienen el mismo polinomio
caracteristico y, por tanto, los mismos autovalores.

B.8.2. Diagonalizacion de matrices.

Una matriz A de n X n es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal D, o sea, si
existe una matriz P invertible y otra D diagonal, tales que A= P-D - P~

Teorema B.38 Una matriz A de n X n es diagonalizable si y sdlo si A tiene n autovectores
linealmente independientes. Si A = P - D - P~ donde D es diagonal y P invertible, entonces los
elementos de la diagonal de D son los autovalores de A y las columnas de P son los correspondientes
autovectores.
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Este teorema se puede reformular diciendo que A es diagonalizable si y sélo si sus autovectores
forman una base de R".

Algoritmo para diagonalizar una matriz A.
1. Encontrar los autovalores de A resolviendo la ecuacién (B.16).

2.  Encontrar los autovectores linealmente independientes correspondientes a cada uno de los
autovalores calculados en el paso 1. Si tenemos en total n autovectores linealmente indepen-
dientes entonces el teorema B.38 nos asegurard que nuestra matriz es diagonalizable, si no
hay n autovectores independientes entonces A no es diagonalizable y detenemos el proceso.
Si A es diagonalizable continuamos como sigue.

3. Construimos la matriz P cuyas n columnas son los n autovectores linealmente independientes.

4. Construimos la matriz diagonal D cuyos elementos de la diagonal coinciden con los autova-
lores de A. Es importante colocar en cada columna de D el autovalor asociado al autovector
de la correspondiente columna de P.

Es recomendable comprobar que hemos calculado correctamente P y D. Para ello comprobamos
que A-P=P-D.

Teorema B.39 (Condicion suficiente para que una matriz sea diagonalizable I)
Si una matriz A de n X n tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Teorema B.40 (Condicion suficiente para que una matriz sea diagonalizable II)

Sea A una matriz de n x n con p autovalores distintos A1, A2, ..., \p. Sea By, k =1,2,...,p una base
del correspondiente autoespacio asociado al autovalor Ay y sea ny la dimension de dicho autoespacio.
Construyamos el conjunto de vectores que contiene a todos los conjuntos By, o sea

B:BlUBQU-.-UBp7 dlm(B):n1+n2++np

Entonces B es un conjunto de vectores de R"™ linealmente independientes. Ademds, A es diagona-
lizable si y solo si dim(B) = n, o sea, si B contiene exactamente n vectores.



