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El Lema de Zorn

Max Zorn fue un matematico aleman, nacido en el aifio 1906 en
la poblaciéon de Krefeld, a unos 20 kms de Dusseldorf, realizando
sus estudios de matematica en la Universidad de Hamburgo, con
Emil Artin. Se doctora en esta Universidad en el afio 1930 con
una tesis sobre Algebras Conmutativas, y consigue en esa misma
época excelentes logros por los cuales la Universidad de
Hamburgo le concede al poco tiempo un Premio Extraordinario.

Sin embargo, aunque Zorn no era judio, el nazismo que ya tenia
gran fuerza en Alemania le obliga a exilarse a los Estados Unidos
en el afno 1934, trabajando en la Universidad de Yale entre los
aflos 1934 y 1936, hasta trasladarse a la Universidad de
California donde permaneceria hasta 1946.

Fue durante el periodo de Yale cuando enuncié una proposicion
que llamé “Principio del Maximo” en un articulo que publicé en
el aiio 1935 en el Boulletin de la American Mathematical Society
Y que, sin embargo, la posterioridad lo conoce por el nombre que
le dio el matematico John Tukey, uno de sus contemporaneos:
“El Lema de Zorn”.

Trabajoé a partir de 1946, y hasta su jubilacion en el afio 1971,
en la Universidad de Indiana, incursionando en diversos temas
tales como los Espacios de Banach y cuestiones diversas de
Topologia General y Algebras Conmutativas, asi como problemas
concretos tales como el estudio de la Hipétesis de Riemann. En
realidad, aunque siempre le acompané la fama creada por el
enunciado de su Lema, nunca dejé de estudiar problemas de la
actualidad matematica de su tiempo, hasta su muerte en el aiio
1993, acaecida en Bloomington, Indiana (EEUU).

Imagen que figura en la Web de la Universidad St. Andrews, Escocia
http:/ /www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/Mathematicians/Zorn.html
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1. Una breve introduccion:

Para exponer claramente el enunciado de Zorn es necesario que repasemos, al
menos de manera breve, algunos conceptos basicos de orden en conjuntos
generales.

Relacién de orden

Una relacién definida sobre los elementos de un conjunto de forma que sea
reflexiva, antisimétrica y transitiva es una relacion de orden. Tal relaciéon permite
comparar dos elementos dados y nos permite indicar cual de ambos estad “antes” en
dicho orden y cual es el que esta “después”.

Si en el conjunto hay pares de elementos que no son comparables, esto es, de los
cuales no se puede decir cual esta “antes” y cual estd “después”, la relacidon se dice
que es de orden parcial, y, si por el contrario todos los pares de elementos del
conjunto son comparables, la relacion se denomina de orden total.

En definitiva, un conjunto dotado de una relacion de orden es un conjunto
ordenado. El orden puede ser total o no segin que dos cualesquiera elementos del
conjunto sean comparables con dicho orden, o que, sin embargo, existan parejas de
elementos que no se puedan comparar con él. Un orden parcial indica, pues, que
existen pares de elementos de los que no se pueda decir cual de los dos esta
“antes” que el otro en dicho orden.

Tanto si en el conjunto que se considere existe un orden total, o bien un orden
parcial, siempre pueden seleccionarse elementos del mismo conjunto sobre los
cuales el orden del conjunto global sea un orden total. El conjunto de estos
elementos seleccionados es lo que llamamos una cadena. Una cadena C, pues, es
un subconjunto de un conjunto A al menos parcialmente ordenado y tal que los
elementos de C estan totalmente ordenados.

Un conjunto se dice bien ordenado, o, simplemente, dotado de un buen orden, si
toda parte no vacia del mismo admite un primer elemento. Es inmediato que si un
conjunto esta bien ordenado, también estd totalmente ordenado, pues bastara
tomar una parte de solo dos elementos y uno de ellos, por el buen orden existente,
sera el primero, es decir, el que esta “antes” en dicho orden.

Cotas

Un conjunto A dotado al menos de un orden parcial del tipo “*menor o igual que” se
dice superiormente acotado, o mayorado, por un elemento p si ningdn elemento x
del conjunto A es mayor que el elemento p. Si todos los elementos de A fueran
comparables con p esto seria equivalente a decir que todo elemento de A “es menor
o igual que” el elemento p. El elemento p se dice cota superior de A, o mayorante
de A.

pootasup A= Vred rno(>p)

Analogamente se define el concepto de inferiormente acotado, o minorado. Los
elementos que no son mayores que ningun elemento de A se llaman cotas inferiores
de A, o minorantes de A.

pootamf A= Vred rno(<p)

Elementos maximales y minimales
Un elemento maximal de un conjunto A al menos parcialmente acotado es un
elemento de A tal que ningun otro elemento de A es mayor que él. Es, dicho de otro
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modo, un elemento del conjunto A que es cota superior del mismo.

Un elemento minimal de un conjunto A al menos parcialmente acotado es un
elemento de A tal que ningun otro elemento de A es menor que él. Es, dicho de otro
modo, un elemento del conjunto A que es cota inferior del mismo.

Si el conjunto A estuviera totalmente ordenado, entonces, un elemento maximal, si
existe, se denomina maximo, y es Unico. Lo mismo ocurre con un elemento
minimal, al cual denominaremos minimo de A y es, también, Unico.

En definitiva, podemos escribir las relaciones simbdlicas siguientes:

(4, L) PARC, p € Aes mazimal(d) < wre 4, rno(>p>
(A A TOTAL, pe desmaximo(A) S Vre A rip
(4, L) PARC, p € Aes mm imal(d) < ¥red rno(< p)
(A AOTOTAL, pe Aesmin imo(A) S Vre d, p ir

Si el conjunto de las cotas superiores de A estuviera totalmente ordenado, su
elemento minimal, caso de existir, seria Unico y elemento minimo de dicho conjunto
de cotas superiores, el cual se dice que es el supremo del conjunto A, el cual, si
perteneciera al conjunto A, seria también el maximo de A.

Por analogia, si el conjunto de las cotas inferiores de A estuviera totalmente
ordenado, su elemento maximal, caso de existir, seria Unico y elemento maximo de
dicho conjunto de cotas inferiores, el cual se dice que es el infimo del conjunto A, el
cual, si perteneciera al conjunto A, seria también el minimo de A.

Si el orden del conjunto A que contiene a la cadena C es un orden total, entonces
tanto el supremo como el infimo de C, caso de existir, son elementos Unicos, es
decir existe un solo elemento maximal que llamaremos maximo y un solo elemento
minimal que llamaremos minimo.

En realidad, un conjunto en el que cualquier cadena esta mayorada, o sea, que
admite cota superior, es un conjunto de tipo inductivo, esto es, ordenado
inductivamente. Si, ademas, admite una cota superior o mayorante minimo (o
supremo), diremos que el conjunto es fuertemente inductivo.

2. El enunciado de Zorn:

Nos hacemos ahora una pregunta fundamental écuando un conjunto total o
parcialmente ordenado admite elementos maximales?. ¢Tiene algo que ver con que
el conjunto sea inductivo? étiene algo que ver con que Esta es la proposicion:

Si en un conjunto, A, parcialmente ordenado, toda cadena esta mayorada,
esto es, si se trata A de un conjunto inductivo, entonces A admite al menos
un elemento maximal.

Ya el mismo Zorn explicitdé cdmo su enunciado o “Principio del maximo” como
originalmente le llamaria, resultaba ser equivalente a algunos enunciados clave de
la matematica, como el Axioma de Eleccién o el Axioma de Zermelo de la buena
ordenacion, sin embargo, hoy dia conocemos decenas de proposiciones que son
equivalentes a este Lema.
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3. Proposiciones equivalentes al Lema de Zorn:

Detallamos los enunciados de algunos resultados famosos en la Matematica de los
que se puede probar su equivalencia con el Lema de Zorn:

El Axioma de Haussdorff:
Para todo conjunto A parcialmente ordenado existe al menos una cadena
maximal.

El Axioma de Zermelo:
Todo conjunto A puede ser dotado de un buen orden, es decir, puede ser
bien ordenado.

El Axioma de Eleccion:

Para todo conjunto A puede definirse una funcién de eleccion, es decir, una
aplicacion f del conjunto potencia p(A) exceptuando el vacio, en el
conjunto A, que hace corresponder a toda parte no vacia E de A un
elemento f(E) de E, que se denomina “elemento distinguido de E por la
funcion de eleccion”, o bien, “elemento elegido de E".

El Principio Minimal:

Dado un conjunto A ordenado parcialmente por la relaciéon de inclusion, si
para cada una de las cadenas que se puedan formar hay al menos un
elemento contenido en todas las cadenas, entonces el conjunto A tiene al
menos un elemento minimal.

Lema de Tukey:

Toda familia no vacia de caracter finito tiene un elemento maximal.

(una familia F de conjuntos es de caracter finito si y solo si para toda parte finita de
un elemento F es también elemento de F, y ademas, todo conjunto S tal que todas
sus partes finitas son elementos de F también pertenece a F)

Lema de Kuratowsky:
Toda cadena en un conjunto ordenado esta contenida en una cadena
maximal.

Teorema de Tijonov:
El producto cartesiano de una coleccion de espacios topolégicos compactos
es compacto respecto a la topologia producto.

4. Una demostracion de equivalencia:

Entre las muchas proposiciones que equivalen el Lema de Zorn y de las cuales
hemos citado algunas en el anterior apartado de esta exposicion, podemos elegir el
caso del Axioma de Haussdorff y probar de una forma sencilla la equivalencia entre
las dos proposiciones. La demostracién obviamente consiste en probar que el Lema
de Zorn implica al Axioma de Haussdorff, y, reciprocamente, que el Axioma de
Aussdorff implica el Lema de Zorn.

- Demostracion de que el Lema de Zorn implica el Axioma de Haussdorff:

Se trata de probar que en todo conjunto A al menos parcialmente ordenado, existe
una cadena maximal, esto es, que el conjunto de todas las cadenas del conjunto A
tiene elementos maximales. Para probarlo construiremos el conjunto K de dichas
cadenas y veremos que se trata de un conjunto inductivo, por lo que al aplicarle el
Lema de Zorn resultara que posee elementos maximales, que es lo que
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pretendemos probar y lo que, en resumen, afirma el Axioma de Haussdorff.

Por tanto:

Sea (4, %), parcialmente ordenado.

Sea C; una cadena del conjunto A, esto es, un subconjunto totalmente ordenado de
A:

O, =f{ay fay € 4 ~ [, <) Totalmente ordenado

1

Y sea £ C p{A) el conjunto de todas las cadenas C, que se puedan formar en tal
conjunto A:

K ={C(C,, L) Total _ord )

Vamos a probar que (£.Z] es inductivo, esto es, existen elementos mayorantes de
cualesquiera cadenas. Para ello construyamos dentro de K una cadena C_, esto es,
una cadena de cadenas de elementos de A:

¢, ={c,ic, ek

g (Cq.,;),‘v‘jej Totalmente ordenado

y construyamos finalmente el conjunto union de todas las cadenas, del cual
veremos que es también una cadena de (K.Y ademas es elemento mayorante

del mismo. En efecto:
CU =UC@'
J=J
Es una cadena, pues
Va he U, = 3C,,C, e facl, ~bel, (T, CcC,~C,CC,)—
—afboblia—C,ek

Veamos que K, conjunto de todas las cadenas, es inductivo, pues la misma cadena
C, resulta ser un elemento mayorante de K:

‘v‘Cq, s, = Cq, S UCQ- =Cp = CpMAYOR(E) — (K, o) INDUC —
gt
— 30, e K1 C, = MAXIK) — Ax Haussdorff
- Demostracién de que el Axioma de Haussdorff implica el Lema de Zorn:
Se trata ahora de probar que si en conjunto A, al menos parcialmente ordenado,
hay cadenas maximales, entonces, caso de que el conjunto A sea inductivo, tiene

también elementos maximales, que es la afirmacién del Lema de Zorn.

Sea A INDUT - C, cad maximal ~m = mayarants(C,)
A INDUC — € mayarad por m— me ), pues si 2 U, entonces la cadena

I —_— ’ - ’
= {Cmm} seria maximal y no lo seria C , por tanto, ha de ser m elemento
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maximal de Ty .

Ademas, también m es maximal de A, pues de existir otro m’ >m entonces la

1 —_ 1 ’ . Ve .
cadena T m—{cwm}serla maximal, y no lo seria . Por tanto, existe un
elemento maximal m del conjunto inductivo A (Lema de Zorn)
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