TEMA 2.

1. INTRODUCCION

En este tema vamos a introducir la nocién de espacio vectorial dando los
ejemplos mas relevantes de los mismos. Aparecerd la nocion de subespacio vectorial
(que entre otras cosas seran nuevos ejemplos de espacios vectoriales), asi como
la obtencién de nuevos subespacios a partir de unos dados “lo que llamaremos
operaciones entre subespacios”. Apareceran los conceptos de subespacio generado,
sistema generador y conjunto de vectores independientes, que nos llevaran a la
definicion de bases de un espacio vectorial y por el teorema de invariabilidad del
nimero de elementos entre distintas bases de un espacio vectorial, obtendremos
la nocién de dimensién de un espacio vectorial. Concluiremos obteniendo nuevos
ejemplos de espacios vectoriales a partir de otros, la suma directa de espacios
vectoriales, el producto de espacios vectoriales y el espacio vectorial cociente.

2. ESPACIO VECTORIAL. SUBESPACIO VECTORIAL. EJEMPLOS

2.1 DEF: Sea K un cuerpo y V un conjunto no vacio con dos operaciones,
una interna + : V x V — V y otra externa K x V — V tal que:

* La operacién interna (también llamada suma) tiene estructura de grupo abeliano,
es decir,

(1.1) Propiedad asociativa: (v +v)+w=u+ (v+w) Yu,v,weV.

(1.2) Existencia de elemento neutro: 30 € VtalqueVv € V, 0+v=v+0=
v.

(1.3) Existencia de elemento opuesto: Vv €V, 3 —v € V tal que (—v) +v =
v+ (—v) =0.
(1.4) Propiedad conmutativa: u+v=v+u Vu,veV.
* La operacion externa (producto por escalares) verifica,
(2.1) Mu+v)= A+ v YuveV, XeK
(22) A+ pv=+pw VoveV, \pek
(23) lv=v YovelV.
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(2.4) Mpv) = (Ap)v YoeV, \uek

Nota: A los elementos de V' los llamaremos vectores. A los elementos del cuerpo
los llamaremos escalares.

2.2 EJEMPLOS.

1-. Sea K un cuerpo. Entonces, para cada n € N, K" con la suma y producto
por escalares “usuales” tiene estructura de espacio vectorial sobre K:

K" := {()\1,)\2,...,)\n) | N eK, i= 1,2,...,71}
* Suma por componentes:

(>\17/\27~--7)\n)+([L17,u2---7,un) = (>\1 +N17>\2+N27--~a/\n+ﬂn)

* Multiplicacién por escalares:
/’L<)\17 )\27 SRR )\n) = (/’L>\17,U)\25 s 7M)\n)

Nota: Si n = 1 tenemos que K es un espacio vectorial sobre sf mismo. R? y
R3, en donde R es el cuerpo de los niimeros Reales son espacios vectoriales que ya
se conocen (estudiados en fisica).

2-. El conjunto {0} es espacio vectorial para cualquier cuerpo K, con la tinica
suma y multiplicacion por escalares posible:

0+0=0 y MN0=0 paratodo \eK.

3-. R es espacio vectorial sobre Q con la suma y productos usuales.

4-. En R? cualquier “recta” o cualquier “plano” que pase por el origen de
coordenadas. Ejemplo:

W= {(z,y,2) ER3 |z 4+y+2=0}

5-. Dado R el cuerpo de los reales (o cualquier cuerpo K), el anillo de poli-
nomios con coeficientes en R (en K).

6-. El conjunto de sucesiones de nimeros reales es un espacio vectorial real.
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7-. Si [a,b] es un intervalo de R. El conjunto de aplicaciones continuas de
[a,b] en R es un espacio vectorial real.

8-. El conjunto de las matrices de tamano n x m sobre los reales es un espacio
vectorial real.

2.3 PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES. Sea V un espacio
vectorial sobre un cuerpo K. Sean u,v € V' y A\, u € K. Entonces:

(i) 0v=0.
(ii

(iii

(=A)v = —(Av) = A(-v).

(iv) Av = 0 implica que A =0 o0 v = 0.

) A
)
)
(V) Av = Auy A # 0 implica que u = v.

(vi) Av = pv y v # 0 implica que X = p.

Demo:(i). Vamos a jugar con el hecho de que 0+ 0 = 0 y la propiedad (2.2).
O0v = (0+0)v = 0v + Ov

por tanto, si restamos en ambos lados Ov, es decir, sumamos el opuesto de Ov, y
aplicamos la propiedad asociativa, tenemos que:

0= 0v+ (—0v) = (0v+ 0v) + (—0v) = Ov + (0v + (—0v)) = 0v + 0 = Ov.

(ii). Es una demostracién bastante simétrica. Vamos a jugar con el hecho de
que 0 + 0 = 0 y la propiedad (2.1).

A =X0+0)=X0+ X0

por tanto, si restamos en ambos lados —\0, es decir, sumamos el opuesto de A0, y
aplicamos la propiedad asociativa, tenemos que:

0=MX0+ (=A0) = (A0 + A0) + (=A0) = A0 + (A0 + (—X0)) = X0

(iii). (iv). (v) y (vi) pueden ser encontrados en [3, Teorema 3.1]. m
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3. SUBESPACIO VECTORIAL

3.1 DEF: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se dice que un
subconjunto W de V' es un subespacio vectorial de V', y lo denotaremos W < V|
si W con la suma y el producto inducido tiene estructura de espacio vectorial.

Nota: Tenemos entonces que para que un subconjunto W de un espacio vectorial
V' sobre un cuerpo FF sea un subespacio vectorial debe de cumplir:

* La suma de V tiene sentido en W. Es decir, al sumar vectores de W no nos
“salimos” de W:

Yw,wa €W = wi+wyeW

* La multiplicacion de V tiene sentido en W. Es decir, al multiplicar un
escalar de K por un vector de W no nos “salimos” de W'

VweW, NeK = JlweW

Y ademas se verifiquen las 8 propiedades de espacio vectorial, a saber:
Respecto de la suma:
(1.1) Propiedad asociativa: (wy + ws) + w3 = wy + (wg + w3) VYV wy,ws, wsz € W.

(1.2) Existencia de elemento neutro, es decir, exista un elemento en W que haga
de neutro.

(1.3) Existencia de elemento opuesto, es decir, para cada elemento de W exista otro
elemento de W que haga de neutro.

(1.4) Propiedad conmutativa: wq + wy = wo + w1 Y wy,we € W.

Respecto del producto por escalares tenemos: si \,u € Fy wy,wy € W,
(2.1) Mwy + w2) = Awy + Aws.
(2.2) (A4 p)wi = Av + paws.
(2.3) 1wy = wy.
(2.4) A(pwr) = ().

Nota: La idea de que W sea subespacio vectorial es que podamos restringir
las operaciones de V' a W y con estas operaciones W tenga estructura de espacio
vectorial.
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No obstante, la propiedad (2.3) se verifica para todo elemento de V', por tanto
también se verificarda para todo elemento de W. Por la misma razoén siempre se
verifican: (1.1), (1.4), (2.1), (2.2) y (2.4). Es mas, si suponemos que se verifican (1)
v (2),y W #0,dadow € Wy 0 €T, por (2), 0w =0 € W, con lo que si que existe
el elemento neutro en W, es mas, es el mismo queen V. Y (—1)w = —w € W, con
lo también tenemos el opuesto de cada elemento de W. Por tanto, y resumiendo
la informacién tenemos:

3.2 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea W un
subconjunto de V. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) W es un subespacio vectorial de V.
(2) i-. W #£0.
ii-. Para todos wy,ws € W se tiene que wy + wo € W.
iii-. Para todos w € W, A € K se tiene que A\w € W.
(3) i-. W #£0.
ii-. Para todos wy,ws € W, X € K se tiene que Awy + we € W.
3.3 LEMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea W un

subespacio vectorial de V. Entonces V' y W tienen el mismo elemento neutro para
la suma, es decir, 0 € W.

3.4 EJEMPLOS.

1-. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces tenemos los
subespacios triviales: {0} y V.

2.- Dado un v € V tenemos que {\v |\ € K} es un subespacio vectorial.

3-. Sea R3? con las operaciones usuales de suma y producto por escalares.
Entonces

W = {(z,y,0) | =,y € R}
es un subespacio vectorial.

4-. Sea R* con las operaciones usuales de suma y producto por escalares.
Entonces

W= {(z,y,2,t) eR [ +y+ 2+t =0}

es un subespacio vectorial de R*.



6 Tema 1

4. OPERACIONES CON SUBESPACIOS

En este apartado vamos a obtener nuevos subespacios vectoriales a partir de
un otros dados.

4.1 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean Wy, W5 dos sub-
espacios de V. Nos planteamos encontrar un nuevo subespacio de V' que sea el
méas grande contenido tanto en W; como en Ws.

Es claro que el conjunto mas grande contenidos en ambos es la interseccién.
Veamos que éste es a la vez el subespacio mayor.

4.2 PROPOSICION. La interseccién de dos subespacios vectoriales es un
subespacio vectorial.

Demo. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean Wy, W5 dos
subespacios de V. Dados wy,ws € Wi NWy v XA € K, se tiene que Aw; + wy €
W1, ya que éste es un subespacio (de igual forma A\w; + we € W3) por lo que
Awq + wy € W1 N Wy, lo que demuestra que Wy N W5 es un subespacio vectorial
deV.m

Este mismo resultado se tiene para una familia arbitraria de subespacios.

4.3 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean
W; una familia de subespacios vectoriales de V', con i € I. Entonces N;c;W; es un
subespacio vectorial de V. Es mas N;c;W; es el subespacio mayor de V' contenido
en todos los W;.

4.4 Cabe preguntarse ahora la pregunta “dual”. Sea V un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sean W7, W5 dos subespacios de V. Nos planteamos encon-
trar un nuevo subespacio de V que sea el mas pequeno que contiene tanto a Wy
como a Ws. Cabria pensar que este es la unién, pero no es cierto. Veamos un
contraejemplo:

* En R? consideramos Wy = {(z,0) | # € R}, Wa = {(0,2) | € R} tenemos
que (170) € W1 UWa, (07 1) € W1 UW; pero (17 1) = (170) + (07 1) ¢ Wi UW;

4.5 LA SUMA DE SUBESPACIOS: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo
K y sean Wy, W5 dos subespacios de V. Se define la suma de W7 y Ws, que se
representa por Wi + Wy como el conjunto

Wi+ Wy = {w1+w2 | wy € Wl,U)Q GWQ}
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es decir, el conjunto de todos los vectores de V' que se pueden expresar como suma
de un vector de W7 y un vector de Ws.

4.6 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean
W1, Wy dos subespacios de V. Entonces W7 + W5 es un subespacio de V. Es mas,
W1 4+ W5 es el menor subespacio de V' que contiene tanto a W7 como a W.

4.7 Si nos encontramos con una familia de subespacios, también podemos
construir este subespacio. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean
Wi, con i € I, una familia de subespacios de V. Se define la suma de los W; que
representamos por »  W; como:

Z W, = {Z w; | con w; € Wy, i € I, todos nulos, salvo un ntiimero finito}

Nos encontramos aqui también, que > W; es el menor subespacio de V' que
contiene a todos los W;.

4.8 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean W7y, con ¢ € I, una
familia de subespacios de V. Diremos que la suma de los W; es directa si:

(> W)nWey=0 Vkel.
ieI—{k}

5. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

En este apartado vamos a introducir el concepto de base en un espacio vec-
torial. Vamos a dar distintas caracterizaciones de base y vamos a demostrar,
haciendo uso del Lema de Zorn, que todo espacio vectorial posee una base.

5.1 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S un subconjunto de
V. Nos planteamos ahora encontrar el menor subespacio de V que contiene a §
(antes buscabamos el menor subespacio que contenia a una serie de subespacios).
Caso de que exista, lo denotaremos por < S >, llamado el subespacio generado
por S.

5.2 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S
un subconjunto de V. Entonces existe el subespacio generado por S.

Demo: Consideremos A = {W; | W, subespacio de V' que contiene a S} (in-
dizado en el conjunto I) el conjunto de todos los subespacios de V' que contienen
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a S. A es no vacio, ya que V C A. Consideremos W := N;c;W;, la interseccién de
todos los subespacios de V' que contienen a S. Es claro que W es un subespacio de
V' (la interseccién de subespacios es un subespacio) que contiene a S y claramente
si U es un subespacio de V' que contiene a S, U € A y por tanto W C U, por lo
que W es el menor. m

La proposicion anterior nos demuestra que el subespacio generado por cual-
quier conjunto S siempre existe. No obstante no nos da un camino para averiguar
quién es. Veamos que podemos construir de forma explicita el subespacio vectorial
generado por un conjunto S.

5.3 DEF: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S un subcon-
junto de V. Se define una combinacién lineal de elementos de S como cualquier
expresion:

AU+ Aovg + ...+ Agv con v €8, N\ €K, 1=1,2,...,k

En ocasiones también se le denomina combinacién lineal al vector v que define la
combinacion lineal, v = Ajv1 + Agvg + ... + ApUk.

Nota 1: Observar que siempre podemos considerar que en una combinacién
lineal no se repiten vectores de S, ya que en caso de que se repitieran por las
propiedades de espacio vectoriales, los podriamos agrupar (propiedad segunda de
la operacién externa).

Nota 2: De ahora en adelante, cuando nos interese, supondremos que en una
combinacion lineal no se repiten los elementos.

5.4 LEMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea W un
subespacio de V. Entonces toda combinacion lineal de elementos de W pertenece
aW.

5.5 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S
un subconjunto de V. Entonces < S > es el conjunto de todas las combinaciones
lineales de elementos de S.

Demo: Sea U el conjunto de todas las combinaciones lineales. Es trivial que
la suma de dos combinaciones lineales y que el producto de un escalar por una
combinacion lineal es una combinacién lineal. Por tanto U es un subespacio de V.
Es mas, si W es un subespacio de V' que contiene a Sy A\jv1 + Aova + ... + A\pvg
es una combinacién lineal de elementos de S C W, A\jv1 + Aovg + ...+ Agvp € W
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(por el lema anterior). Por tanto U C W lo que demuestra que U es el menor
subespacio de V' que contiene a S, es decir, U =< § >. m

5.6 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se dice que un subconjunto
G es un sistema de generadores de V si < G >=V.

5.7 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se dice que un subcon-
junto S es un conjunto de vectores linealmente independientes de V' si para todos
S1,82,...,Sk € S distintos, y A1, Aa,..., A\, € K tales que

)\181+)\282+...+)\k85:0

se tiene que A\ = Ay = ... = A\, = 0. Es decir, la tinica combinacion lineal de
elementos de S que es nula es la que tiene todos los escalares cero. Un conjunto
de vectores S que no sea linealmente independiente se dird que es linealmente
dependiente.

5.8 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S
un subconjunto de V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S es un conjunto de vectores independientes.
(ii) Para cada s € S se tiene que s ¢< S — {s} >.

Demo: Nombremos los elementos de S = {v1,v2,...,Up,...}. Supongamos que
existen unos escalares, A\, \a,..., \p, \pt1 € F tales que

)\1’1)1 + )\2’1]2 + ...+ )\n'Un -+ )\n+1v =0.

Tenemos dos posibilidades:

(a). Si Ap41 # 0. Entonces, si despejamos A, +1v tenemos:
)\n+1v = —/\1’01 — )\21)2 — ... )\nvn

y si ahora multiplicamos toda la igualdad por )\;il tenemos que:

A1 Ao An
v — Uz—...—)\—vn
n+1

V= —

)\n—l—l )\n—l—l

una contradiccion ya que v no era combinacién lineal de elementos de S. Por
tanto, este caso (a) no puede darse.
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(b). Tenemos entonces que \,11 = 0. Pero entonces la combinacién lineal
anterior es: A\jv; + Aovo + ... + A\yv, = 0, lo que implica, al ser S un conjunto
de vectores independientes, que A\; = 0, para ¢ = 1,2,...,n. Por tanto TODOS
los escalares son cero, lo que prueba que S U {v} es un conjunto de vectores
independientes. ®

Nota: Observar que esta proposicién nos dice que si un conjunto de vectores
linealmente independiente de V' no genera todo V', podemos anadir un nuevo vector
y tener un nuevo conjunto de vectores linealmente independientes mayor.

5.9 LEMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea S un conjunto
de vectores independientes de V' y G un conjunto de generadores de V. Entonces:

i) 0¢8S.
(ii) SiS" C S, entonces S’ es un conjunto de vectores linealmente independientes
de V.

(iii) Si G C G', entonces G’ es un conjunto de generadores de V.
Demo: (i) es trivial.

En primer lugar vamos a nombrar los elementos de cada uno de estos conjun-
tos. Sea S = {v1,ve,..., v} y T = {{v1,v2, ..., Vg, Vi1, -, Un}

(ii). Consideremos una combinacién lineal de elementos de S igual a cero,
A1V + Agvo + ...+ Agvr = 0, con \; € K. Tenemos que demostrar que la tnica
posibilidad para que esto suceda es que todos los escalares son nulos. Consideremos
entonces una combinacion lineal de elementos de 7' simplemente sumando el vector
nulo de la siguiente forma, 0 = A\jv1+Aovo+. . .+ A v +0vg 11+ . .+0v,. Aplicando
ahora que T es un conjunto de vectores independientes tenemos que \; = 0, para
1 =1,2,...,n, lo que demuestra el apartado.

(iii). Se deja como ejercicio. m

5.10 DEF: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que un
subconjunto B de V es una base de V si es un conjunto de generadores de V' que
es linealmente independiente.

Nota: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea B = {e;};c; una
base de V' (puede que infinita). Tenemos entonces que todo elemento de V' se
escribe como combinacion lineal de elementos de B. Por tanto para cada v € V
existen unos elementos de B, €4,,€a49;---5€a, € By A1, A2,..., A\, € K tales que
v = Z?:l Ai€q;. Para no preocuparnos de cudles seran los elementos de B que
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entraran en la combinacién lineal de un v, escribiremos
v = E )\iei

y supondremos casi todos los A; son ceros (todos menos un nimero finito). No son
cero exactamente los de la combinacién lineal que nos daba v.
5.11 EJEMPLOS:

i) Sea K un cuerpo y consideremos K” con su suma y producto usual. Entonces
B ={(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,0,1)}

es base de K", llamada la base candnica de K.

ii) Sea R el cuerpo de los reales y R[X] el espacio vectorial de los polinomios
reales. Entonces B es base de R[X]

B={1,X,X%...,X"..}

iii) No se conoce ninguna base para el espacio vectorial de las sucesiones de
nimeros reales.

iv) No se conoce ninguna base de R como Q-espacio vectorial.

5.12 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea B un
subconjunto de V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) B es una base de V.
(ii) B es un subconjunto maximal de vectores independientes de V.
(ili) B es un conjunto minimal de generadores de V.
Demo. =
5.13 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea S un

conjunto de vectores independientes de V' y G un sistema de generadores de V'
tales que S C . Entonces existe una base B de V' tal que S C B C G.

5.14 Para demostrar este teorema tenemos que hacer uso del Lema de Zorn.
Por ello vamos a recordar algunas nociones:

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Se dice que un subconjunto Y de X es una
cadena si es un subconjunto totalmente ordenado de X. Se dice que un conjunto
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ordenado (X, <) es inductivo si X es no vacio y toda cadena de X admite elemento
maximal.

5.15 LEMA DE ZORN. Todo conjunto inductivo posee elementos maximales.

Nota: Aunque se le llame Lema de Zorn, realmente no es un lema, ya que
no posee demostracion, sino que es un axioma “hay mateméaticos que se lo creen
(muchos) y matematicos que no se lo creen (pocos)”. Si se ha demostrado que
este axioma es equivalente al Lema de Zermelo, al axioma de elecciéon o al hecho
de que un producto infinito de conjuntos no vacios es un conjunto no vacio.

Demo de 5.13 Consideremos A el conjunto de todos los subconjuntos lineal-
mente independientes de X que contienen a S y estan contenidos en G. Es decir:

A={S"CcX|ScS cGy S esun conjunto de vectores independientes de V'}

* Tenemos que A es claramente un conjunto ordenado por la inclusiéon. Es
m4s, es no vacio ya que S € A

* Veamos que es un conjunto inductivo: Sean {S;};c; una cadena en A.
Consideremos S’ = N;S!. Veamos que S’ es un elemento maximal para la ca-
dena: por reduccién al absurdo, si S’ fuera linealmente dependientes, existirian
T1, T2, .., Tp en § y A, A2, ..., \n € K tales que > > Aiz; = 0 con algin \; # 0
pero al ser {S!},c;r una cadena existe un i tal que x1,x2,...,2, € S] lo que es
una contradicciéon. Por tanto S’ es un conjunto de vectores independientes, que
contiene a S y estd contenido en G, es decir, S’ € A es un mayorante para la
cadena.

* Por el Lema de Zorn, sea B un elemento maximal en A. Veamos que B
es una base para V. Por definicién es un conjunto de vectores independientes.
Por otro lado, supongamos que existe un elemento de g € G que no pertenece a
< B >, entonces S’ U {g} serfa un conjunto de elementos independientes, lo que
nos lleva a contradiccién con la maximalidad de S’. Por tanto G C< B > y asi,
V=<G>C< B>CV,porloqueV =< B > como queriamos demostrar. m

5.16 COROLARIO. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces:

odo conjunto de vectores independientes se puede completar hasta obtener
1) Tod junto d t ind dient d letar hasta obt
una base de V.

(ii) Todo conjunto de generadores de V' contiene una base de V.
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Nota: Después de este corolario, la Proposicién 5.12 tiene una demostracién
mucho mas facil (trivial).

5.17 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
B = {e;}ics una base de V. Entonces para cada v € V existe sélo una combinacién
lineal de elementos de B que da v.

Demo: Por la propia definicién de base sabemos que cada vector de V se
escribe como combinacion lineal de elementos de B. Veamos que esta combinacién
lineal es dnica. Supongamos que

E Aie; = E Hi€i,

il iel
Recordamos que sélo un numero finito de escalares son no nulos. Entonces tene-
mos que Y ,.;(A; — pi)e; = 0 y al ser B una familia de vectores linealmente
independientes, \; = ;. m

5.18 DEF: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky sea B = {e;}ics
una base de V. Supongamos que I es un conjunto totalmente ordenado. Se define
las coordenadas de un vector v respecto de la base “ordenada” B como (\;);cr con
Ai € K (casi todos nulos) tales que v =), Ase;.

5.19 EJEMPLOS:

1-. SeaR3y B = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} la base canénica de R3. Entonces
dado un vector v = (A1, A2, A3) € R? se tiene que sus coordenadas respecto de B
Son ()\1, /\2, )\3)

2-. Sea R® y B’ = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Entonces las coordenadas del
vector (7,5, 3) respecto de B’ son (3,2,2), ya que

(7,5,3) = 3(1,1,1) + 2(1,1,0) 4 2(1,0,0)

Nota: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea B = {e;};c; una
base de V. Si las coordenadas de un vector v respecto de B son (\;);er, por
)\iei.

definicién, el vector v = Zie I

6. DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL.

En esta seccion vamos a demostrar que el niimero de elementos de una base
en un espacio vectorial V' es un invariante del espacio vectorial.
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6.1 TEOREMA DE STEINITZ 1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo
K, B = {e;}ics una base y v un vector no nulo de V' con coordenadas respecto de
B, (\;)icr. Entonces para cada k € I tal que \; # 0 se tiene que si cambiamos e
por v obtenemos una nueva base de V', es decir:

Si M#0 = B =(B-—{ex})U{v} esunanueva base de V.

Demo. Vamos a empezar suponiendo que £ = 1 en caso contrario reor-
denamos la base B y colocamos el vector e; en primer lugar. Sabemos que
v =) .5 Ai€i, por lo que, como ya sabemos, podemos despejar e;:

€1 =0V — Z)\IlAzez

i>1
* Veamos que B’ es un conjunto de vectores independientes, si

0= piv+ Z,uiei = Z,ul)\iei + Z,uiei = piArer + Z(Ml)\i + pi)e;

i>1 el i>1 i>1

Como B es una base de V, todos los coeficientes son cero. Asi, u1 A1 = 0, y
como); # 0, u1 = 0 y entonces i A; + p; = 0 implica p; = 0 para todo i € I. Es
decir B’ es un conjunto de vectores independientes de V.

* Veamos que B’ es un sistema de generadores de V. Dado w € V, como B
es una base de V existen v; € K, casi todos nulos, tales que

w=>Y yiei=mer+ > viei =v— Y AT Aiei + Y vies
el 1 >1 1>1 1>1

=v+ Z(’% — ’71)\1_1)\1')61' e< B >

con lo que queda demostrado el Teorema m

6.2 TEOREMA DE STEINITZ 2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo
K, sea B = {e;}icr una base y X = {wy,ws,...,w,} un conjunto de vectores
independientes de V. Entonces existen n elementos de B tales que si cambiamos
estos elementos por X obtenemos una nueva base de V.

Demo. Vamos a hacer la demostracién por induccién a n.
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Sin = 1 tenemos que W = {w;} un vector independiente, y por tanto no
nulo, ver (5.9). Por lo que por el teorema anterior (alguna de las coordenadas de
wy respecto de B serd no nula) existe un e; € B que al cambiarlo por w; nos da
una nueva base.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1. Si consideramos X' =
{wy,wa, ..., w,_1}, tenemos, otra vez por (5.9) que es un conjunto de vectores
independientes, por lo que por la hipdtesis de induccién existen n — 1 elementos
de B que al cambiarlos por X nos da otra base de V', haciendo una reordenacién
en B supongamos que son los n — 1 primeros. Por tanto

/
B = {wl,wg, ceoyWn—1,€ns€n41,- - }

es base de V. Sea ahora w,,

Nota: tenemos que conseguir cambiarlo por un elemento de B’ distinto de
w1, ...,W,_1, por lo que no podemos aplicar simplemente el caso n = 1. Es mas,
no hemos usado que X es un conjunto de vectores independientes, s6lo que son
vectores no nulos (si no se usan todas las hipdtesis es facil que no este bien hecho).

Como B’ es base de V, sean (\;);cr las coordenadas de w,, respecto de B’.

Wy = )\111}1 + )\ng + ...+ )\nflwnfl —+ )\nen + /\n+16n+1 “+ ...

Observar, que como X es un conjunto de vectores independientes, no puede
suceder que Ay = 0 para todo s > n (tendriamos A\jw; + Agwa + ...+ Ap_qwWp—1 —
w, = 0, una combinacién lineal de elementos de X nula con escalares no nulos).
Por tanto, existe A\, # 0 con r > n y por el Teorema de Steinitz 1 podemos cambiar
wy, por este e,, lo que completa el Teorema. m

6.3 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces si
una base de V tiene n elementos, todas las bases de V tienen n elementos.

Demo. Sea B = {ey,ea,...,e,} unabase de V' y B’ otra base de V. Entonces
B’ es un conjunto de vectores independientes de V', por lo que si tuviera més de
n elementos podriamos cambiar estos elementos por elementos de B, lo cual es
absurdo. Por tanto #B’ < #B. Como ahora B’ también es finita, aplicando el
mismo resultado #B < #B’. Por lo que #B’ = #B. m

Este mismo teorema es cierto para bases con cualquier cardinal, aunque las
técnicas son distintas y no vamos a demostrarlo.
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6.4 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces si
una base de V tiene cardinal X', todas las bases de V tienen cardinal X.

6.5 DEF: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se define la

dimension de V' y se representa por dimg V' como el cardinal de cualquier base de
V.

6.6 EJEMPLOS:

1-. Sea K un cuerpoy (K", +, ) con su estructura usual de K espacio vectorial.
tenemos entonces que una base de K”, la base candnica, es

por tanto dimg (K") = n.

2-. Sea K un cuerpo y consideremos V' el espacio vectorial de las matrices de
tamano n x m sobre K. Entonces dimg (V') = nm.

3-. Sea V = K,[X] el espacio vectorial de todos los polinomios de grado
menor o igual a n. Entonces dimg (K, [X]) = n. Una base {1, X, X2 ..., X"}.

4-. Hay que tener cuidado, ya que dimc(C) = 1 pero dimg(C) = 2. Es
decir, C considerado como C espacio vectorial tiene dimension 1, mientras que C
considerado como espacio vectorial sobre R tiene dimensiéon 2.

5-. V' = K[X] el espacio vectorial de los polinomios reales tiene dimensién
numerable, dimg (R[X]) = Rg

6-. R como espacio vectorial sobre los racionales Q tiene dimensién Ny, es
decir, tiene cardinal no numerable.

Nota: Aunque no se conoce ninguna base de R como espacio vectorial sobre
Q, si se conoce su dimension, N;.

7-. El espacio vectorial de todas las sucesiones de nimeros reales también
tiene dimensién Ny.

6.7 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
W < V. Supongamos que dimg(V) = n. Entonces dimg(W) < n y se da la
igualdad siy s6losi V =W.
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7. ECUACIONES DE UN SUBESPACIO.

7.1 Sea V el espacio vectorial (K™, +, ) con su suma y producto usual y
sea W un subespacio de W. Sabemos que W tiene una base con menos de n
elementos, por tanto tiene sistemas de generadores un niimero finito de elementos.
Sea G = {wy,wa, ..., wy} un sistema de generadores de W.

w1 = (all,alz, P ,aln),wg = (a21,a22, e ,agn), e, W = (akl,akz, .. .,akn)

* Se definen las ecuaciones vectoriales para W como la expresién:

(X1, X9, ..., Xpn) = M(a11, 012, - ., a1n) + A2(a21, a2, ..., a2,) + ... +

+ .o+ Me(akr, ak2,y - - - agn)

Nota: Todo vector de W se pone como combinacién lineal de elementos de G,
por lo que (X1, Xs, ..., X,) representa cualquier vector de W cuando A1, Ag, ..., Ak
se van sustituyendo por valores de K.

* Se definen las ecuaciones paramétricas para W como la expresion:

X1 = Aai1 + Aeaz1 + ...+ Agap
Xo = AMaia + Aaage + ... + Apage

Xn = )\1G1n + )\2a2n + ...+ )\kakn

* Si en las expresion anterior vamos despejando los parametros y sustituyéndo-
los en las demas expresiones, es decir, vamos “deshaciéndonos” de los parametros,
nos encontramos con las ecuaciones continuas para W.

* Una expresion “bonita” de la anterior se la denomina ecuaciones cartesianas

de W.
Nota: Como claramente no ha quedado claro, veamos un ejemplo:

¢ Sea R el cuerpo de los reales y consideremos W el subespacio de R? generado
por los vectores {(1,2,3),(1,1,0),(0,1,3)}. Entonces:

x Ecuaciones vectoriales:

(x,y,2) = A(1,2,3) + p(1,1,0) + (0,1, 3)
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* Ecuaciones paramétricas:

T=A+ U
y=2\+p+vy
z=3\+ +3v

* Ecuaciones continuas: Despejamos A de la primera ecuacién A = x — pu y
sustituimos en las demads ecuaciones

y=2xr—p+vy
z=3x —3u—+ 3y

despejamos p en la primera ecuacion, y = 2z + v — y y sustituimos en la tltima
ecuacion

z=3x+ 3y — b6x — 3y + 3v

en este punto, o antes, deben de desaparecer los parametros, por lo que

z=—=3r+ 3y Ecuacién continua.

* Si lo trasladamos todo a un lado se le denomina ecuaciones cartesianas

3r —3y+2=0

Nota: En la primera ecuacién (x,y, z) recorria todos los vectores de W, por
lo que en la ultima ecuacion lo que obtenemos es la relacion existente entre x,y, z
para que el vector (x,y,z) € W. Asi,

W ={(z,y,2) €R® | 3z — 3y +2 =0}

¢ Sea (R*, +, ) con la suma y producto usuales y sea U el subespacio de V
generado por {(4,0,6,2),(6,0,9,3)}.

x Ecuaciones vectoriales de U

(x,y,2,t) = X\(4,0,6,2) + 1(6,0,9, 3)
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* Ecuaciones paramétricas de U:

=4\ +6p
y=20

2 =06A+9u
t=2\+3u

* FEcuaciones continuas de U: despejamos A de la primera ecuacion y sustitu-
. . _ 1 3
imos en las demds, A = ;@ — Spu

y=20
3 18
z:§x—7u+9u:§x
tzlm—§u+3,u:—m
2 2

Se han ido ya todos los parametros, por lo que éstas son las ecuaciones continuas.
* Ecuaciones cartesianas: y = 0; 3x — 22 =0; z — 2t = 0.

Por tanto U = {(z,y,2,t) € R* | y = 0; 32 — 22 = 0; = — 2t = 0}. En este
caso, U queda definido por un sistema de tres ecuaciones lineales.
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