TEMA 3.

1. INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar aplicaciones entre espacios vectoriales. Resul-
tados relevantes y que han de saberse son:

* La forma de “fabricar” aplicaciones lineales, y el hecho basico de que una
aplicacion lineal queda determinada una vez que se conoce la imagen de una base.

* Calculo de la matriz asociada a un cambio de base y como ésta es una matriz
inversible. Es importante el hecho de que esta matriz transforma las coordenadas
de un vector respecto de la primera base en coordenadas de ese mismo vector
respecto de la segunda base.

* Calculo de la matriz asociada a una aplicacién lineal respecto de dos bases.
Es importante el hecho de que esta matriz transforma las coordenadas de un vector
respecto de la primera base en las coordenadas de la imagen de este vector respecto
de la segunda base.

* La relacion existente entre dos matrices asociadas a una misma aplicacién
lineal entre distintas bases.

* Calcular el rango de una aplicacién lineal y de una matriz.

* Comprender la estructura del espacio vectorial producto directo, suma di-
recta, espacio vectorial cociente y espacio vectorial dual, asi como sus propiedades
fundamentales.

2. APLICACIONES LINEALES

2.1 DEF: Sean U y V dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea
f U — V una aplicacién. Se dice que f es una aplicacion lineal si verifica:

(1) f(ur +wu2) = f(u1) + f(u2) para todo uq,us € U.
(2) f(Au) = Af(u) paratodo A e Ky ueU.
2.2 EJEMPLOS:

* Sean U y V' dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Entonces la apli-
cacién constante a cero es una aplicacién lineal: sea f: U — V tal que f(u) =0
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para todo v € U. Entonces

x Sea f : R? — R? definida por f(z,y,2) = (x + y,2z +y — 2).

f(z,y,2)+ fla,byc) = (x+y,2x+y—2)+ (a+b,2a+b—c)
=(r+y+ta+b2x+y—2z+2a+b—oc);

f((z,y,2) + (a,b,¢)) = flx+a,y+ b,z +¢)
=@x+a+y+b2r+a)+y+b—2z—c).

Luego f(z,y,2) + f(a,b,¢) = f((x,y,2) + (a,b,¢)), ¥

FA(@,y,2)) = f(Az, Ay, Az) = (Az + Ay, 2z + Ay — Az);
Mz, y,z) =Mz +y,2x +y — 2) = (Az+ Ay, 2Az + Ay — Az).

Luego f(\(z,y,2)) = Af(x,y, z), lo que implica que f es una aplicacién lineal.

* Sean K" y K™ espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Consideremos A €
M xn(K). Entonces la aplicacién f : K™ — K™ definida por:

1
x2

Tn

es una aplicacién lineal. Es claro, ya que por las propiedades del producto de
matrices tenemos que:

f((56‘1,372,...,$n)+(y1,y2,...,yn)) :f(xl +y17$2+y2>"-7$n+yn)

1+ T Y1
T2 + Y2 T2 Y2
= . = A . + A .

:f(x17x27"'7xn)+f(y17y27"'7yn)
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y
)\.fl?l I
)\332 i)
fM(z1,20,...,2p)) = A : =M | .| =A(21,22,. . 20)
AL, Tn

Luego es una aplicacién lineal.

2.3 PROPOSICION. Sean U y V dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K
y f:U — V una aplicaciéon lineal. Entonces:

(i) f(0)=0.
(ii) f(—u) = —f(w).
(ii) flur —uz2) = f(u1) — f(u2)

) fArur + Aaug + .o+ Apun) = Arfur) + Aaf(ua) + .o+ A f(un)
Demo: (i). f(0) = f(O.G) =0.f(0) =

Las demas propiedades se siguen de la definicién. m

(iv

2.4 DEF: Sean U y V dos espacios vectoriales sobre un cuerpo Ky f: U — V
una aplicacion lineal. Entonces:

* Si f es inyectiva se dice que f es un monomorfismo de espacios vectoriales.
* Si f es sobreyectiva se dice que f es un epimorfismo de espacios vectoriales.

* Si f es biyectiva se dice que f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

>*

A una aplicacién lineal f : V — V se la denomina un endomorfismo (es
decir, si tiene el mismo dominio que co-dominio).

*

Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.

2.5 Diremos que dos espacios vectoriales V' y W sobre el mismo cuerpo K son
isomorfos si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f: V — W.

Nota: Observar que entonces V' y W son el “mismo” espacio vectorial, la
unica diferencia entre ellos es el nombre de sus elementos.

3. NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.

Asociada a una aplicacién lineal f : U — V nos vamos a encontrar varios
subespacios interesantes:
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3.1 PROPOSICION. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K y sea f : V — W una aplicacién lineal. Sea X un subconjunto de V.
Entonces

f(< X >) =< f(X) >,

113 7

en donde <—> denota el subespacio generado por
Demo. Sea v €< X >, tenemos entonces que existen Ay, Ao..., A\, € K tales
que v = A\1x1 + Aoxo + ...+ Ay, por lo que
f(U) = f()\lxl - )\21172 4 ...+ )\nxn)
= M f(x1) + Aaf(z2) + ... + A f2n) €< f(X) >

Luego f(< X >) Cc< f(X) >. Por otro lado, si f(v) €< f(X) > existen
A, A2 .., A, € K tales que

f) = Aif(z1) + Xaf(wa) +... 4+ Anf(zn)
= f(Mz1+ dowa + ...+ Apzy) = f(K X >)

Por lo que < f(X) >C f(< X >), y tenemos la igualdad. m

3.2 PROPOSICION. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K y sea f : V — W una aplicacién lineal. Sea U un subespacio de V,
entonces f(U) es un subespacio de W.

3.3 DEF: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y
sea f : V — W una aplicacion lineal. Se define la imagen de f y se representa

por Im(f) como f(V).

Nota: Observar que la imagen de una aplicacién lineal es un subespacio del
codominio de f, en este caso W.

3.4 PROPOSICION. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K y sea f : V — W una aplicacién lineal. Sea U un subespacio de W,
entonces

fFHU)={veV | f(v)eU}
es un subespacio de V.

Demo: dados uy,us € f~1(U) y A € K, se tiene que

up +uy € fHU) ya que flur +u2) = f(ur) + fug) €U
\up € fHU) ya que fOu) =Af(u) €U =
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3.5 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo Ky f:V — W
una aplicacién lineal. Se define el nicleo de f y se representa por Ker(f) como:

Ker(f)={veV | fv)=0}=f1(0)

Nota: por la proposicion anterior, el nicleo de una aplicacién lineal es un sube-
spacio de V.

3.6 EJEMPLO: Consideremos la aplicacién lineal del ejemplo 2.2, es decir,
sea f : R? — R? definida por f(x,y,2) = (z +v,2x +y — 2z). Entonces

Ker(f) ={(z,y,2) € R |f(z,y,2) = (0,0)}

Por lo que nos aparecen las ecuaciones:

r+y=0
20 +y—2=0

si las resolvemos: = —yy z=2r+4+y=—2y+y = —y. Asi,

Ker(f)={(\,—X\,-)\) [A€R}  yunabase  {(1,-1,-1))}

3.7 PROPOSICION. Sea K un cuerpo, V' y W dos espacios vectoriales sobre
Ky f:V — W una aplicacion lineal. Entonces:

(i) f es inyectiva (es decir, un monomorfismo) si y sélo si Ker(f) = 0.
(ii) f es sobreyectiva (es decir, un epimorfismo) si y sélo si Im(f) = W.

Demo: (i). Supongamos que f es un monomorfismo (inyectiva). Dado v €
Ker(f), tenemos, por definicién de Ker(f), que f(v) = 0. Pero también sabemos
que f(0) = 0, por lo que f(0) = 0 = f(v) lo que implica, al ser f inyectiva, que
v = 0. Hemos demostrado que el tinico vector de V' que esta en el niicleo de f es
el vector cero, es decir, Ker(f) = 0.

Supongamos ahora que Ker(f) = 0y sean vy, va € V tales que f(v1) = f(v2).
Tenemos entonces que 0 = f(v1)—f(v2) = f(v1—v2), porlo que v1 —vy € Ker(f) =
0 y por tanto vy = vs.

(ii). Es evidente. m
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4. COMO “FABRICAR” APLICACIONES LINEALES

4.1 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Sean By = {v1,vs,...,v,} una base de V' y {w;,ws,...,w,} un conjunto de
vectores de W. Entonces existe una unica aplicacién lineal f : V — W tal que:
f(v;)) =w; parai=1,2,... n.

Demo: Supongamos que existe una aplicacion lineal que verifica que f(v;) =
w;. Tenemos entonces que dado un vector v € V, v se puede escribir como una
unica combinacién lineal de elementos de By, por lo que existen A1, Ag,..., A, € K
tales que v = A\v1 + Aavs + ... + A\ v,, asi,

f() = fAvr 4+ Av2 + .o+ Apvn) = A f(v1) + Aaf(v2) + ..o 4 An f(vn)
y por tanto s6lo hay una forma de definir f, luego, de haber una aplicacién lineal
que verifique esto, ésta es tinica.

Definamos entonces la aplicacion lineal asi: dado v € V,
v:)\lvl—l—)\gvg—l—...—l—)\nvn
de forma tnica, y por tanto podemos definir

f) == A f(vr) + Aaf(va) + ...+ A f(vn).

Ahora sélo tenemos que demostrar que esta f asi definida es una aplicacién lineal.

Dados v,v' € U y v € F, existen A, Xa,..., Ay € K, p1, o, ..., u, € K tales

que
?}=>\11)1+/\2’l)2—|—...+)\n?}n

u' = pv1 + pgve 4.+ s
y por tanto
v4+0 = (A + p)vr + A+ p2)ve + oo+ (A + i) n
Y0 = (YA)v1 + (YA2)v2 + ..+ (VAR Un
Si aplicamos ahora nuestra definicién de f:
flo+0") = fA 4+ por + A2+ p2)ve + .+ (A + ptn)vn
= (M p)f(o1) + (A2 4 p2) f(v2) + o+ (A + ) f(0n)
= Af(vvr) + .o+ A f(on) +pnf(v1) + o+ g f (vn)
= f(v) + f(v')
flw) = (yA) f(o1) + (YA2) f(v2) + ... + (VAR f(vn) = 7S (v).
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Por lo que queda demostrado el Teorema. ®

Nota: Si el conjunto {vy,vs,...,v,} no es una base no podemos afirmar que
exista o que no exista una aplicacion lineal que verifique el teorema anterior.

4.2 COROLARIO. Una aplicacién lineal queda determinada una vez que se
conoce la imagen de una base.

4.3 EJEMPLO. Sea K un cuerpo. Consideremos los siguientes conjuntos
B = {(1,2,3),(1,0,2),(0,0,4)} C K3y {(2,2),(4,4),(8,8)} C K2. Determinar
si existe una aplicacién lineal f : K3 — K2 tal que f(1,2,3) = (2,2), f(1,0,2) =
(4a4) y f(0a074) = (878>

En primer lugar se comprueba que B es una base: es facil ver que es un
conjunto de vectores independientes, por lo que tres vectores independientes en
R? son base.

En segundo lugar se escribe cualquier vector de K® como combinacién lineal
de elementos de B.

(x,y,2) = A(1,2,3) + u(1,0,2) + (0,0, 4)

de donde:
A=Y
9
p=x—2
2
oy T
TTLT8 2

Tercer paso:

4.4 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K
ysea f : V — W una aplicacién lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es inyectiva.

(ii) Ker(f)={0}.
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(iii) Si S es un conjunto de vectores independientes de V', f(S) es un conjunto de
vectores independientes de W.

(iv) Si B es una base de V, f(B) es un conjunto de vectores independientes de .
(v) Existe una aplicacién lineal g : W — V tal que go f = Idy.
4.5 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K
ysea f : V — W una aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es sobreyectiva.
(ii) Im(f)=W.

(iii) Si S es un sistema de generadores de V, f(S) es un sistema de generadores
de W.

(iv) Si B es una base de V, f(B) es un sistema de generadores de W.
(v) Existe una aplicacién lineal g : W — V tal que f o g = Idy.
4.6 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K
ysea f : V — W una aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es biyectiva.
(ii) Ker(f) ={0} y Im(f) =W.
(iii) Si B es una base de V, f(B) es una base de W.
(iv) Existe una aplicacién lineal g : W — V tal que fog=Idw y go f = Idy.

5. MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL.

En esta seccién vamos a ver que hay una relacion muy estrecha entre las
aplicaciones lineales y las matrices.

5.1 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea B =
{v1,v2,...,v,} una base de V. Entonces la aplicaciéon que a cada vector de V'
lo manda a sus coordenadas respecto de la base B es un isomorfismo de espacios
vectoriales, es decir:

fB:V — K" definida por f(v) = (A1,A2,...,An)

en donde (A1, A2, ..., A,) son las coordenadas del vector v respecto de B (es decir,
v = Av1 + A2v2 + ... + \yv,) es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demo: La demostracién es similar a la dada en (4.1). Es més, fp es la tinica
aplicacion lineal tal que fp(v;) = €;, con e; el término i-esimo de la base candnica

de K". m

5.2 MATRIZ ASOCIADA A UN CAMBIO DE BASE. Sea V un espacio vectorial
sobre un cuerpo K. Sean B y B’ dos bases de V. Nos va a interesar ver la
relacién existente entre las coordenadas de un vector v respecto de la base B y las
coordenadas de v respecto de la base B’.

Sea B = {vy,va,...,v,} y B = {uy,us,...,u,} las bases anteriores. Supon-
gamos que:

v = )\11]1 —f—)\gl}g + ... +/\nvn,

entonces las coordenadas de v respecto de B son (A1, Aa, ..., \n),

Yy que
U= p1uy + H2u2 +...+ HnUn,

entonces las coordenadas de v respecto de B’ son (p1,ps2,...,H,). Veamos la
relacién existente entre (A1, Aa, ..., A\n) v (1, fh2y -y fhn)-

Escribamos cada elemento de la base de B como combinacién lineal de B’.

V1 =A11U1 + AUz + ..+ Apy,

(%) :)\21u1 —+ )\QQUQ + ...+ )\gnun

Un :)\nlul + )\n2u2 +.. .+ Annun
Tenemos entonces que:

v :)\11}1 —+ )\21]2 + ...+ /\nvn
=M (A11ur + Agug + .o+ Apup)+
+)\2()\21U1 4+ AogUo + ... + )\Qnun)+

+)\n()\n1u1 + )\nQUQ 4+ ...+ )\nnun)
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Luego si lo escribimos como combinacion lineal de elementos de B’ tenemos que

(% :()\1)\11 + )\2)\21 + ...+ )\n)\nl)ul
+(A1A12 + Ao das + ..o+ A An2)ug

:()\1)\171 + )\2)\211 4+ ...+ )\n)\nn)un

Esto tiene una representacién en forma de matriz muy sencilla.

5.2.1 DEgF: Definimos Cpgp la matriz de cambio de base de la base B a la
base B’ como:

A1 A2 o Apn

A12 A22 o .. ATLQ
Cppi=| . : :

)\1n )\271 s )\nn

Nota: Observar que las columnas de la matriz C'g g son las coordenadas de los
vectores de la base B respecto de la base B’ y que:

A1 H1

A2 M2
Cop| . | =] .

An s

Nota: Es decir, la matriz C'g, g transforma las coordenadas de un vector v respecto
de la base B en las coordenadas del mismo vector v respecto de la base B’.

Nota: Si calculamos Cp/g y Cgp’ tenemos que:

)\1 )\1 )\1 )\1

)\2 )\2 )\2 )\2
CpsCep | . [=] . y CspCrp| . [=] .

An A An An

con lo que las matrices C'g/ g y Cgps son inversibles, con inversas la una de la otra.

5.2.2 EjeEMpLo. Consideremos en R?, B = {(1,3,5),(0,0,1),(1,1,0)} y
B ={(1,1,1),(1,2,3),(1,0,1)}, dos bases. Calcula la matriz de cambio de base
de B a B’ y la de B’ a B. Primero se calculan las coordenadas de los vectores
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de la base B respecto de la base B’ (se plantean los sistemas de ecuaciones y se

resuelven).
(1,3,5) = (=1)(1,1,1) + 2(1,2,3) +0(1,0, 1)
(0,0,1) = (—1)(1,1,1) + %(1,2,3) + %(1,0, 1)
(1,1,0) = 201, 1,1) + (~)(1,2,3) + (- 1)(1,0,1)
-1 -1 2
Por tanto: Cp g = 2 % —%
0 1

Calculemos el otro cambio de base: calculamos las coordenadas de los vectores
de la base B’ respecto de la base B.

(1,1,1) = 0(1,3,5) 4+ 1(0,0,1) + 1

~—

1,1,0)

1 1
(1,2,3) = 5(1,3,5) + 5(0,0, 1) +
7

(1,0,1) = (—%)(1,3, 5) + +(0,0,1) +

(1,1,0)

DN | =

3
—(1,1,0
2(77)

\)

0

N[ +—
I
N

N~

Por tanto: CBB’ = 1 %

3

1 2

Nota: Observar que son matrices una inversa de la otra.

N[ +—

-1 -1 2 0 5 —3 100
CppCppr=| 2 3 -3 1 4 2 |=]010
0 3 -1 1 4 3 00 1
0 4+ -1\ /-1 -1 2 1 00
CppCpp=|1 3 1 2 4 —1]=|010
N A VAU RO
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5.3 MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL DE K" EN K™ RESPECTO
DE LAS BASES CANONICAS. Consideremos K un cuerpo y f : K — K™ una
aplicacion lineal. Veamos que f puede verse como una matriz de tamano m por
n, que llamaremos la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas y que
denotaremos por A7 € M, x,(K). Es mas, AT no es més que las coordenadas de
las imagenes de cada vector de la base canénica de R™ en columnas, es decir, si

f(l,O,,O) = ()\11,)\12,...,)\1m)
F(0,1,...,0) = (A1, Aazy - -, Aom)

f(070571) :()\nla)‘n%-'w)\nm)

Entonces:
)\11 >\21 o e )\nl
Af _ )\12 )\22 ... )\ng
Mm  A2m - Anm
T
T2
Ahora tenemos que f(z1,za,...,2,) = A
Tn

5.3.1 EJEMPLO: Sea f:R? — R3 con f(z,y) = (22 + 3y, z — y, 4z — v).
Entonces la matriz asociada a f respecto de la base candnica es:

2 3
1,0)=(2,1,4
feo=eLy o (P8
f(0,1)=(3,-1,-1) 4 —1
2 3 .
Nota: [ 1 -1 ( ):(2x—|—3y,x—y,4x—y), por lo que si que hemos
4 -1

conseguido dar a f una “forma matricial”.

5.4 MATRIZ ASOCIADA A APLICACIONES LINEALES GENERALES. Sean V' y
W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea f : V. — W una aplicacién
lineal.
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Sean B = {vy,v3,...,v,} base de V' 'y B’ = {wy,wa,...,w,,} base de W'y
consideremos los isomorfismos:

fB:V—-K"
que asocia a cada vector de V' sus coordenadas respecto de la base B vy,
fo W — K™

que asocia a cada vector de W sus coordenadas respecto de la base B’.
Por tanto tenemos el siguiente diagrama:

Y, f W

fB fB'

ne— n
K fB'O fo f—1B K

Y la aplicacion lineal

fB/ OfOfgllKnHKm.

5.4.1 DEF: Se define la matriz asociada a f respecto de las bass By B’ y se
representa por Aé, p como la matriz asociada a la aplicacién lineal fpro fo fg L

Nota Importante: Por construccién la matriz asociada a f respecto de las
bases B y B’, es decir, A};, 5, transforma las coordenadas de un vector v € V
respecto de la base B en las coordenadas de f(v) en la base B’.

5.4.2 ALGORITMO: para calcular la matriz asociada a f respecto de las
bases By B'.

Se calculan las imagenes por f de los elementos de la base de B y se escriben
como combinacién lineal de elementos de B’ (es decir, se calculan sus coordenadas
respecto de B’). Es decir:

f(Ul) = )\1111)1 -+ )\12w2 4+ ...+ Almwm
f(v2) = Xoqwy + Aopwz + ... + Ao

f(vn) - )\nlwl + )\n2w2 + ...+ )\nmwm
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Entonces estas coordenadas puestas en columnas nos dan la matriz que buscamos:

)\11 )\21 . e )\nl

f A12 A22 . e AnQ
AB/B = . : : EMan(K)

AMm  A2m - Anm

5.4.3 EJEMPLO: Se considera la aplicacién lineal f;R? — R* definida por
f(x,y,2) = (22 + 3y, 3y + 42,42 + 52,2 +y + 2)
Calcular la matriz asociada a f respecto de las bases

B ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} C R?
B’ ={((1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,0),(0,0,1,1)} c R*

Sea calcula:

£(1,1,1) = (5,7,9,3) = 5(1,0,0,0) + 7(0, 1, 1,0) + 2(0,0, 1,0) + 3(0,0,0, 1)
£(1,1,0) = (5,3,5,2) = 5(1,0,0,0) + 3(0, 1, 1,0) + 2(0,0, 1,0) + 2(0,0,0, 1)
f(17 07 0) = (27 07 57 1) = 2(17 07 07 0) + 0(07 17 17 0) + 5(07 07 ]" 0) + 1(07 07 07 1)

Luego la matriz asociada a f respecto de las bases B y B’ es:

N
Apip =

W N g Ot
NN W Gt
—= ot O N

Nota: Si tomamos el vector (3,2,1) € R? tenemos que sus coordenadas
respecto de la base B son:

(3,2,1) = 1(1,1,1) 4+ 1(1,1,0) + 1(1,0,0).

Tenemos que las coordenadas de f(3,2,1) = (12,10, 19,6) respecto de la base B’
son:

£(3,2,1) = 12(1,0,0,0) 4+ 10(0, 1, 1,0) + 9(0,0, 1,0) + 6(0,0, 0, 1).
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Por tanto se tiene que:

. 55 2\ 12
o (YT 3ol
B'B 2 2 5]\, 9
3 21 6

Para terminar la seccion vamos a estudiar que relacion existe entre las matrices
asociadas a una misma aplicacion lineal cuando cambiamos de base.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo Ky f: V — W una
aplicacién lineal. Sean B y B dos bases de V' 'y B’ y B’ dos bases de W. Tenemos
entonces Ag,B, la matriz asociada a f respecto de las bases By B, y AJ;,B, la
matriz asociada a f respecto de las bases B y B’. Nos preguntamos que relacién
existe entre estas matrices. La respuesta es facil: A{;,B = CB’B/AfB/BCBB> ya
que:

17 Coordenacdas de f(v) respecio de B’

- _\| ™ Coordenadas de v

. ’\ 5 respecto de B
Crp Appn Cep :
An

Coordenadas de f(v) respecto de B’

Todas las relaciones existentes entre las distintas aplicaciones quedan refle-

jadas en el siguiente diagrama conmutativo:
"’ t

Y ——W
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Nota: Recordamos que la matriz C'p 5 es inversa de la matriz C'py 5.

6. NUEVOS ESPACIOS VECTORIALES

6.1 PRODUCTO DIRECTO DE ESPACIOS VECTORIALES Sean {V;};cs una fa-
milia de espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea II;c;V; el producto cartesiano
(de estos conjuntos). Entonces las siguientes operaciones (operaciones por compo-
nentes) dan estructura de espacio vectorial sobre K a I1;¢;V;, llamado el producto
directo de los espacios vectoriales V;.

* Dados (v;)ier, (w;)ier definimos la suma como
(vi)ier + (wi)ier == (vi + wi)ier
* Dados (v;)ier v A € K definimos la multiplicacién por escalares como:

Avi)ier = (Av;)ier

6.1.1 PROPOSICION. Sean {V;};c; una familia de espacios vectoriales sobre
un cuerpo K. Entonces II;c;V;, con las operaciones anteriores, tiene estructura de
K-espacio vectorial.

6.1.2 DEF: Sean {V;};c; una familia de espacios vectoriales sobre un cuerpo
Ky sea V =1I,c7V; el producto directo de los espacios vectoriales V;. Se define la
proyeccion “canoénica” de V en Vi, con k € I, como:

T Vv — Wi
(Uz’)z’ef = V.

Es facil ver que para cada k € I, 7 es un epimorfismo de espacios vectoriales.

6.1.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL PRODUCTO CARTESIANO DE ESPACIOS
VECTORIALES. Sean {V;};c; una familia de espacios vectoriales sobre un cuerpo
Ky sea V = II;c1V; el producto directo de los espacios vectoriales V;. Entonces
para cada espacio vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : W — V;
existe una unica aplicacién lineal f : W — V tal que para cada k € I el siguiente
diagrama es conmutativo:
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L
vV Vi

.,

Es més, Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K Y Pi - V — V; son
una familia de epimorfismos de espacios vectoriales tales que para cada espacio
vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : W — V; existe una tnica
aplicacion lineal f : W — V tal que para cada k£ € [ el diagrama anterior es
conmutativo, entonces V' es isomorfo a II;c;V;.

Demo: Vamos a suponer en principio que existe esta aplicacién lineal y vamos
a demostrar que entonces sélo se puede definir de una tnica manera, por lo que
demostraremos que, caso de existir, es inica. Luego veremos que la tinica posible
verifica lo que queremos.

1-. Supongamos que existe f : W — Il;c;V; tales que m; o f = fi tenemos
entonces que dado w € W, fi(w) = mi(f(w)), por lo que la coordenada k-esima
de f(w) es fr(w). Asi, f(w) = (fi(w))ier-

2-. Comprobemos entonces que la aplicacion f : W — Il;;V; definido por
f(w) = (fi(w))ies es una aplicacién lineal que verifica el enunciado:

* ;Es lineal?

fQwr +w2) = (fi(Adwr +w2))ier = (Mfi(wi) + fi(w2))ier
= Afi(w1))ier + (filw2))ier = Af(w1) + f(wo)

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro
T o f(w) = me((fi(w))ier)) fe(w).

Veamos ahora que todo espacio vectorial con estas propiedades es isomorfo al
producto cartesiano de los {V;};cr. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K
Vg : V — V; son una familia de epimorfismos de espacios vectoriales tales que
para cada espacio vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : W — V;
existe una unica aplicacion lineal f: W — V tal que para cada k € I el diagrama
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es conmutativo.

Si consideramos ahora W = Il;;V; y f; = II; las proyecciones candnicas
tenemos que aplicando varias veces esta propiedad fundamental tenemos:

Ok Ok

VK - VK
T ‘-“-‘-" /
L& [ : Ok
Gy 4
K

En donde fog=1Idy y go f = Idny, lo que demuestra que tanto f como g
son isomorfismos, y por tanto V' y Il;c;V; son espacios vectoriales isomorfos.

6.2 SUMA DIRECTA EXTERNA DE ESPACIOS VECTORIALES Sean {V;};cs una
familia de espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea @,; Vi el subconjunto de
IT;c;V; de todos los vectores con solo un ntmero finito de entradas no nulas, es
decir

EBV}; = {(vi)ier € Wic;V; | v; =0 para casi todo i}
il

6.2.1 PROPOSICION. Sean {V;};c; una familia de espacios vectoriales sobre
un cuerpo K. Entonces €,.; Vi es un subespacio vectorial de II;c;V;, llamado la
suma directa externa de los espacios vectoriales V.

Demo: Es claro que si sumo dos vectores con un niimero finito de coordenadas
no nulas, me da un vector con un nimero finito de coordenadas no nulas, y que si
multiplico un vector con un numero finito de coordenadas no nulas por un escalar,
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obtengo un vector con el mismo niimero de coordenadas no nulas. Es decir, ®;c;V;
es un subespacio vectorial del producto directo de espacios vectoriales.

Nota: Si #1 < oo se tiene que la suma directa de espacios vectoriales y el
producto directo de espacios vectoriales es la misma cosa.

6.2.2 DEF: Sean {V;};c; una familia de espacios vectoriales sobre un cuerpo
K y sea ®;c;V; la suma directa de estos espacios vectoriales. Entonces para cada
k € I se define la inclusion candnica de Vi, en @, V; v se representa por

pr Vi — @ierVi

como pi(vk) = (z;)ier en donde x; = 0si ¢ # k y x = vi. Es decir, el vector de
IT;c7V; que tiene todas las coordenadas cero, salvo la k& que vale vg. Es claro que
pr €s un monomorfismo de espacios vectoriales.

6.2.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA SUMA DIRECTA DE ESPACIOS VEC-
TORIALES. Sean {V;},c; una familia de espacios vectoriales sobre un cuerpo K
y sea P;c;V; la suma directa de estos espacios vectoriales. Entonces para cada
espacio vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : V; — W existe
una unica aplicacion lineal f : @;c;V; — W tal que para cada k € I el siguiente
diagrama es conmutativo:

Pk
DYV, - Vi

s

Es mds, Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K'Y ¢; : V; — V son
una familia de monomorfismos de espacios vectoriales tales que para cada espacio
vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : V; — W existe una tnica
aplicacién lineal f : V — W tal que para cada k£ € [ el diagrama anterior es
conmutativo, entonces V es isomorfo a PicrVi.

Demo: Vamos a suponer en principio que existe esta aplicacion lineal y vamos
a demostrar que entonces sélo se puede definir de una tnica manera, por lo que
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demostraremos que, caso de existir, es inica. Luego veremos que la tinica posible
verifica lo que queremos.

1-. Supongamos que existe f : ®;e;V; — W tales que f o pp = fr ten-
emos entonces que dado vx, € Vi, fr(vi) = f(pr(vk)), por lo que f((v;)icr) =
FQ icr(pi(vi))) = >2,cr fi(vi). Observar que, aunque no lo parezca, por definicién
de suma directa estd es una suma finita (en espacios vectoriales no podemos sumar
un ndmero infinito de vectores).

2-. Comprobemos entonces que la aplicacion f : ®;c;V; — W definido por
f((vi)ier) = > ey fi(vi) es una aplicacién lineal que verifica el enunciado:

* i Es lineal?

FAwidier + (v)ier) = F((Ai +)ier) = Y fivi + 1))

el

—)\Zfz (% +Zfz )‘f (U1)161)+f(( )zEI)

el el

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro
fopr(vk) = fi(vr).

Veamos ahora que todo espacio vectorial con estas propiedades es isomorfo al
producto cartesiano de los {V;};c;. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K
ygi:Vi— V son una familia de monomorfismos de espacios vectoriales tales que
para cada espacio vectorial W y cada familia de aplicaciones lineales f; : V; — W
existe una unica aplicacion lineal f : V — W tal que para cada k € I el siguiente
diagrama es conmutativo:

Si consideramos ahora W = &,c;1V; v fi; = p; las inclusiones candnicas tene-
mos, aplicando varias veces esta propiedad fundamental:



Curso de Algebra y Geometia (2004-2005) 21

En donde go f = Idy y fog = Idgy, lo que demuestra que tanto f como g
son isomorfismos, y por tanto V' y @, V; son espacios vectoriales isomorfos.

6.3 ESPACIO VECTORIAL COCIENTE Sea V un espacio vectorial sobre un
cuerpo K y sea W un subespacio vectorial de V.

* Podemos entonces definir una relacion de equivalencia en V. Dados vy, v €
V diremos que vy esta relacionado con vy y lo representaremos por v, & vg si

v1 R vy siysélosi vy —wvy €W

Veamos que “~” es una relacion de equivalencia en V:
— Reflexiva: para todov € V, v—v=0¢€& W, por lo que v = v.

— Transitiva: dados vq,v9,v3 € V tal que v1 = vy y v9 & w3, se tiene que
v] —vg €W y vg — w3 € W. Por tanto v; — v = (v1 —v2) + (v2 —v3) € W. Por
tanto v =~ vs.

— Simétrica: Dados vi,v9 € V tal que v1 = vg, se tiene que vi — vy € W.
Por tanto el opuesto de este elemento también cae en W, por lo que vy — v =
—(v1 —v2) € W. Asi, vy & v;.

* Consideremos el conjunto cociente V/ =, que es este caso denotaremos por
V/W,
V/W :={[v] [veV}.

Nota 1: Dadov € V,
v={ueV|v—ueW}={veV |v=u+w, conwe W}
={v+weV]|jweW}=v+W.
Nota 2: [0] = W.

* Vamos a definir una estructura de K espacio vectorial en este conjunto
cociente.
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— La suma: dados [v1], [ve] € V/W,

[v1] + [va] := [v1 + V2]

— El producto por escalares: dados [v] € V/W y A € K,

Av] =[]

Nota: Cuando se define una operacién en un conjunto cociente, y ésta se
define a partir de representantes, lo primero que hay que comprobar es que esta
bien definida, es decir:

o Si [v1] =[v]] y [ve] =[v}], entonces [v1 + va] = [v] + v5]

oSi [vi] =[]y \eEK, entonces vy | = [\
1 1

Veamos entonces que estan bien definidas:

o1 Sea v1,v],v2,v5 € V tales que [v1] = [v]] ¥ [v2] = [v}] tenemos entonces
que v1 — v] y vy — vh € W por tanto

vl — V] F v — v =01 +vg — (V] +0h) €W

es decir, [v1 + va] = [v] + V5]

o9 Sea v1,v] € V tales que [v1] = [v]] y sea A € K tenemos entonces que
vy —v] € W. Por tanto

Avy —v)) =dvg — vy €W

por tanto [Avi] = [Av]].

* Veamos que con estas operaciones (V/W, 4+, ) tiene estructura de K espacio
vectorial:

— Es claro que la suma es asociativa:
[vi] + ([v2] + [vs]) = [v1 + (v2 + v2)] = [(v1 + v2) + vs] = ([v1] + [v2]) + [v3]
— Es claro que la suma es conmutativa:

[v1] + [v2] = [v1 + v2] = [v2 + v1] = [v2] + [v1]
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~ Es claro que [0] € V/W es el elemento neutro de la sumas
[v1] + [0] = [v1 + 0] = [v1] = [0+ va] = [0] + [v1]
~ Dado [v] € V/W es claro ahora que su opuesto es [—u]:
[0] + [=v] = [v = v] = [0] = [~v + o] = [~v] + [¢]

Es igualmente claro que se verifican las 4 propiedades relativas al producto
externo:

— M[v1] + [v2]) = [AMv1 + v2)] = [y + Avg] = A1) + A[va].

— (A p)[v] = [(A+ pv] = [Mo+ po] = Av] + plv].

o] = [1v] = [v].

Alplo]) = )] = [(Aw)v] = () [v].

Nota: trabajar con el espacio vectorial cociente es facil, Es simplemente poner

clases a los vectores.

6.3.1 PROPOSICION (BASE DEL ESPACIO VECTORIAL COCIENTE). Sea V un
espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea W un subespacio de V. Consideremos
V/W el espacio vectorial cociente.

Sea B" = {v4}aca una base de W, por tanto es un conjunto de vectores
independientes de V' y sea B una base de V que contenga a B’, es decir B =

{Uoz}aeA U {ei}iel-
Nota: Es claro que dado v, € B’, [va] = [0] (ya que v, € W). Por tanto

estos vectores no van a poder estar en la base de V/W. Veamos entonces que el
conjunto de vectores que se han anadido si forman una base de V/W, es decir,

B = {&;}icr es base de V/W

o ¢Son generadores? Dado [v] € V/W, tenemos que v = > fiaVo + Y. Xi€; ¥
por tanto

] =D hava + ) Ned =) palval + ) Niled =Y pal0] + Y Ailei]

o ¢Son independientes? Si > \;[e;] = [0], entonces > \je; —0 € W y por
tanto > \je; = > aVq por tanto, al ser B basede V, \; = o =0Va € A, i € 1.
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6.3.2 COROLARIO. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K de di-
mensioén n. Sea W un subespacio vectorial de dimensiéon m. Entonces

dimg (V/W) =n — m.

6.4 EL ESPACIO VECTORIAL “Hom” Sean V y W dos espacios vectoriales
sobre un cuerpo K. Veamos que podemos dotar de estructura de K espacio vectorial
al conjunto de todos los homomorfismos de V' en W.

Homg (V, W) ={f:V — W | con f una aplicacién lineal de V' en W'}
* Definimos la suma:

(f+9)(v) =flv)+gv) YweV

* Definimos el producto externo:
(Af)(w) = Af(v) +9(v) YveV

Nota: Para esta estructura de espacio vectorial, sélo nos hacia falta que W fuera
un K espacio vectorial (ver el ultimo ejercicio de la relacién 3).

6.4.1 PROPOSICION. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo
K y sea Homg (V, W). Supongamos que dimg (V) = n y dimg W = m. Entonces
Homg (V, W) es isomorfo, como espacio vectorial a M,,x,(K). Es més, si B =
{v1,v2,...,v,} es una base de V'y B’ = {w wy,...,wy} es una base de W, la
aplicacion:

\IIB’B . HomK(V, W) - ./\/lan<K)
f — Aé’B
en donde A}B/B denota la matriz asociada a f respecto de las bases B y B’, es un

isomorfismo de espacios vectoriales.

Demo: Recordamos que para calcular la matriz asociada a f respecto de las
bases B y B’ se calculan las imdgenes por f de los elementos de la base de B y
se escriben como combinacién lineal de elementos de B’ (es decir, se calculan sus
coordenadas respecto de B’). Es decir:

f(Ul) = )\1111)1 -+ )\12w2 4+ ...+ Almwm
f(v2) = Aoqwy + Aogwz + ... + Ao

f(vn) - )\nlwl + )\n2w2 + ...+ )\nmwm
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Entonces estas coordenadas puestas en columnas nos dan la matriz que buscamos:

)\11 )\21 e )\nl
)\12 >\22 cee )\n2

Aé’B = : : : € men(K)
Mm  A2m - Anm

Es claro, que ¥/ p(f+9) = Vpp(f)+Vpa(f)yque Ypp(Af) = AVp5(f),
es decir, ¥/ es un homomorfismo de espacios vectoriales.

* Veamos que Up p es inyectiva. Sea f € Homg(V, W) tal que Vg p(f) =
Aé, g = 0. Entonces, por construccion, las coordenadas de las imédgenes de cada
elemento de B respecto de B’ son cero (si Aé, g = 0, f manda los vectores de la
base B a cero) por lo que f es nula, i.e., f es inyectiva.

* Veamos que Vg p es sobreyectiva. Dada una matriz A € M,,x,(K), sea
f=fp oAo fgl, entonces, otra vez por construccion, Vg g(f) = A.

6.4.2 COROLARIO. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Supongamos que dimg (V) = n y dimg W = m. Entonces dimg (Homg (V, W)) =
nm.

Nos vamos a encontrar con una relacién todavia mas estrecha entre el espacio
vectorial Hom y las matrices:

6.4.3 PROPOSICION. Sean V, W y U tres espacios vectoriales de dimensiones
finitas (n,m y s respectivamente) sobre un cuerpo K con bases B, B’ y B” (resp.).
Sean f:V — W yg: W — U dos aplicaciones lineales con matrices asociadas
respecto de estas bases Aé, 5 Y A%, 5. Entonces

(0]
A%’fB = A%”B’Ag’B

es decir, la matriz asociada a g o f respecto de las bases B y B” es el producto
matricial de las dos anteriores.

6.4.4 COROLARIO. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un
cuerpo K y sea B una base de V. Entonces la aplicacién

Upp: Homg(V,V) — M,(K)
f — AéB

es un isomorfismo de anillos. Es decir, es una aplicacién lineal que va bien con la
suma, la multiplicacién por escalares y con el producto.
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Nota: Esto tiene implicaciones importantes. Por ejemplo, Demostrar que
el producto de matrices es asociativo o distributivo es complicado, con este coro-
lario se vuelve trivial. Si tengo A, B,C € M,,(K) como ¥gp es biyectiva existe
aplicaciones lineales fa, fg vy fo de V en V tales que ¥(fa) = A, V(fg) = By
U(fe) = C. Es maés,

(fatfB)ofc=faofc+ fBofc
lo que implica, si aplicamos ¥ en ambos lados de la igualdad que
(A+ B)C = AC + BC.
La propiedad asociativa es equivalente.

6.5 EL ESPACIO VECTORIAL DUAL. Sea V un espacio vectorial sobre un
cuerpo K. Se define el espacio vectorial dual y se denota por V* como

V* = Homg (V, K).

6.5.1 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
B = {vy,v3,...,v,} una base de V. Entonces B* = {f1, fo,..., fn} C V* en
donde para cada i € {1,2,...,n},

1 s oi=3
es una base de V'*.

6.5.2 EJEMPLO. Sea V = R’ y consideremos B = {(1,1),(0,1)} base
de V. Calcula la base dual de B y da las coordenadas de f € V* definido por
f(z,y) = bz + Ty respecto de esta base dual.

Buscamos dos aplicaciones lineales f1, fo € V* tales que:

fi: R2 — R fo: R2 — R
(1,1) — 1 (1,1) — 0
(1,0) — 0 (1,0) — 1

Por tanto,

filz,y) = fAily(L,1) + (2 —y)(1,0) = yf1(1,1) + (z —y) f1(1,0) = y
fa(z,y) = fa(y(1,1) +

N—
8
|
Ned
N—
N—
|
Ned
o
~~
\t—‘
—
N—
+
—
S
|
Ned
S—
o
—
ul—‘
o
|
|
Neg



Curso de Algebra y Geometia (2004-2005) 27

Luego esta es la base dual. Es maés, por lo anterior

6.5.3 COROLARIO. Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K de
dimensién finita, V' y V* son isomorfos.

Nota: Si V tiene dimension infinita, V' nunca es isomorfo a V*. Por ejemplo,
si dimg (V') = Ny, y dimg (V™) = Ry.

Podemos preguntarnos ahora que sucede si hacemos el dual del dual de un
espacio vectorial, es decir V**, que normalmente se llama el bi-dual, o segundo
dual de V. Veamos que en general V' es isomorfo a un subespacio de V**.

6.5.4 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
V** el segundo dual de V. Entonces la aplicacién ® : V' — V** definida por

o: V — Homg (V*,K)
v $,:V* =K
o= fv)

es un monomorfismo de espacios vectoriales. Es mas, ® es un isomorfismo de
espacios vectoriales si y s6lo si dimg (V) < oo

7. RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Durante esta seccion todos los espacios vectoriales que aparezcan seran de
dimensién finita. Por lo que nos permitira trasladar propiedades de aplicaciones
lineales a matrices y viceversa.

7.1 DEF: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea
f 'V — W una aplicacién lineal. Se define el rango de f, y se representa por
Rang(f), como:
Rang(f) := dimg (Im(f))

Nota: Recordamos que dados V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo
K, f : V — W una aplicacién lineal y B = {v1,vs,...,v,} una base de V, se
tiene que f(B) = {f(v1), f(v2),..., f(v,)} es un sistema de generadores de Im(f),
por lo que para calcular una base de I'm(f) solo tendremos que quedarnos con un
conjunto maximal de vectores independientes de f(B).
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7.2 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y
f:V — W una aplicacion lineal. Entonces:

(i) Se verifica la formula de las dimensiones:

dimg Ker(f) + dimg Im(f) = dimg V

(ii) Existe B una base de V' y B’ una base de W tal que la matriz asociada a f
respecto de estas bases es
Id, 0
Aprp = ( 0 0)

en donde r = Rang(f). Es mds, si la matriz asociada a f respecto de dos

bases By B’ es de la forma <Igs 8) entonces s = Rang(f).

Demo. Vamos a demostrar el apartado (i), ya que en la demostracién
quedard patente (i). La forma de demostrarlo va a ser constructiva, por lo que nos
va a dar un algoritmo que podremos aplicar a un caso concreto.

1-. Calculamos el nicleo de f y obtenemos una base de él (tedricamente lo
podemos hacer porque hemos demostrado que todo espacio vectorial posee base).
Sea {v1,va,...,vs} una base de Ker(f).

2-. Por ser {v1,v9,...,vs} base de Ker(f), es un conjunto de vectores inde-
pendientes de V', por lo que podemos completar hasta obtener una base de V' (los
elementos con los que completamos los colocamos delante de la base del Ker(f)).
Sea B = {VUs41,Vs42,..,Un,V1,...,0s} base de V.

3-. Veamos que la imagen de los vectores que hemos anadido, es decir,
{f(vs41), f(vst2),..., f(vn)} es base de Im(f). Sabemos que

f(B) = {f(vs-i-l)a f(vs—i—Q)? R f(vn)a f(vl)a ) f(vs>}

es un sistema de generadores de Im(f). Pero como vy, vs,...,vs € Ker(f), se tiene

que f(vl) = f(vQ) == f(vs> = 0, por lo que {f(vs+1)7f(vs+2)7 - .,f(Un)} s

un sistema de generadores de Im(f). Veamos que son independientes. Supongamos

O = >\S+1f(1]3+1) 4+ ...+ Anf(”n) = f()\3_|_11)3+1 4+ ...+ Anvn)

por lo que As11vs41 + ... + A\, € ker(f) y por tanto se puede escribir como
combinacién lineal de elementos de la base de Ker(f). Asi,

/\5+1U5+1 + ...+ )\nvn = )\11)1 + ...+ >\5Us
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y al ser B una base de V todos los \; son cero, como queriamos demostrar.

4-. Por ser {f(vsi1), f(vs42),..., f(vn)} base de Im(f), es un conjunto de
vectores independientes de W, por lo que podemos completar hasta obtener una
base de W. Sea B" = {f(vs+1), [(Vs+2), .-, [(vn), w1, wa, ..., wi}

5-. Veamos que la matriz asociada a f respecto de las bases By B’ es de la
forma que queremos.

f(vs41) = 1f(Vs11) + 0f (Vs42) + 0f (vs43) + ...+ 0f(vn) + 0wy + ... + Ovy
f(vs42) = 0f (Vs1) + 1f (vs42) + 0f (vs43) + ...+ 0f(vn) + 0wy + ... + Ovy

0f(1]5+1) + Of(’lJS_|_2) + Of(’l)s_|_3) + ...+ 1f(1)n) + 0wy + ...+ Oy,
f(’l)l) = Of(Us_|_1) + Of(vs—l—Z) + Of(U3+3) +...+ Of(’Un) + Ow1 + ...+ ka
0f(vsy1) + 0f (vsi2) +0f(vs43) + ... +0f(vy) + 0wy + ...+ Ovg

f(vs) = 0f(vs1) + 0f (vsq2) + 0f (vsg3) + ... +0f(vn) + 0wy + ... + Ovy,

Ids O

0 0>endonder:n—s:

. . o
por lo que su matriz asociada es Ap p =

dimg Im(f). Es més,

dimg Ker(f) + dimg Im(F) = s+ (n — s) = n = dimg V.

Veamos por dltimo que si tengo B = {01,09,...,0,} base de V' y B =
{7,109, ..., Wy} de W tales que la matriz asociada a f respecto de B y B’ es

de la forma (Igs 8) entonces s = Rang(f). Al ser la matriz asociada ésta,
F(B) = {f(01), f(D2),..., f(0n)} = {ab1, g, ..., 10}, por tanto {iy, g, ..., s}
es un sistema de generadores de Im(f) y ademds son independientes, al estar

contendidos en una base de W. Asi, es base de Im(f) por lo que s es la dimension
de la imagen, es decir, s = Rang(f). m

Nota: Recordamos que dada una matriz A € M, «,,(K), con K un cuerpo,
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podemos construir la aplicacién lineal, f4 : K™ — K™ definida por

1
X2

fal(z1,22,...,2n)) = A

Tn

y que la matriz asociada a esta aplicacion lineal respecto de las bases canodnicas es
precisamente A. Es decir, si C' es la base canénica de K™ y C’ es la base candnica
de K", entonces Aé,c = A.

7.3 COROLARIO. Sea K un cuerpoy A € M,,,x,(K). Entonces existen dos

matrices inversibles, P € M, (K) y Q € M,,(K) tales que QAP = (I(C)ir 8)

Demo: Consideramos la aplicacion lineal f4 : K™ — K™, entonces, por el teorema
anterior, existe B base de K™ y B’ base de K™ tales que la matriz asociada

Igr 8) Ahora, aplicando la

relacién existente entre dos matrices asociadas a un mismo endomorfismo respecto

a fa respecto de estas bases es de la forma (

de distintas bases tenemos que

Id, 0
( O 0) = AéA’B = CB’C”Aé‘}}CCCB - CB’C’ACCB'

Por tanto Q) = Cp/cr y P = Ccp son las matrices inversibles, al ser matrices de
cambio de base, que nos demuestran el corolario. m

Nos va a interesar definir una cierta relaciéon de equivalencia en el conjunto
de las matrices de tamano m x n sobre un cuerpo K.

7.4 DEer: Sea K un cuerpo y sean A, B € M, «,(K). Diremos que A es

una matriz equivalente a B, y lo representaremos A = B, si existen dos matrices
inversibles, P € M,,(K) y Q € M,,(K) tales que QAP = B.

7.5 LEMA I. La relaciéon “ser equivalente a” es una relacién de equivalencia
en M, xn(K).

Demo: Veamos que esta relacion verifica las propiedades reflexiva, transitiva
y simétrica.

— Reflexiva. Dada una matriz A € M,,«,(K), A = Id,,Ald,,, por tanto
A=A
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— Transitiva. Sean A, B,C € M, «,(K) tales que A= By B = C. Tenemos
entonces que existen matrices Q1,Q2 € M, (K) v P, P, € M, (K) inversibles
tales que QlApl =B y QQBPQ = C. Entonces (QQQl)A(PlPQ) = (C con QQQl
y P; P, matrices inversibles al ser producto de dos matrices inversibles. Por tanto
A=C

— Simétrica. Supongamos que QA = B, entonces existen matrices inversibles
Qe M,(K)y Pe M,(K) tales que QAP = B. Entonces Q" !BP~! = A con lo
que B=A. =

7.6 TEOREMA. Sea K un cuerpo y sean A, B € M, «,(K). Entonces A es
equivalente a B si y sélo si A y B son matrices asociadas un mismo endomorfismo
respecto de distintas bases.

La demostracién de este Teorema la vamos a dividir en una serie de proposi-
ciones que tendran interés por si mismas.

7.6.1 PROPOSICION I Sea K un cuerpo y sean A, B € M,,«,(K). Supon-
gamos que A y B son matrices asociadas a una misma aplicacién lineal respecto
de bases distintas. Entonces A = B.

Demo: Sea f : V — W una aplicacion lineal y sean B,B bases de V' y
B’, B’ bases de W tales que A = Aé,B y B = A]];,B. Entonces, existen matrices
de cambio de base, Q@ = Cpg,z5 vy P = Cp 5, y por tanto inversibles, tales que

Cp g ACz 5 = B. es decir, A y B son matrices equivalentes. m

Nota: Si nos damos cuanta, parece que hemos obtenido algo més. No sélo
A y B son matrices equivalentes, sino que las matrices P y () que aparecen son
matrices del cambio de base. Como veremos a continuacion éste no es un hecho
sorprendente.

7.6.2 PROPOSICION II Sea K un cuerpo y sean P € M,,(K). Entonces P
es una matriz inversible si y sélo si P es una matriz de cambio de base (es decir,
existen B y B’ bases de K" tales que Cpg = P).

Es maés, si C' es la base canénica de K" y P es una matriz inversible, B =
{Pey, Pesy, ..., Pe,} es base de K" y Cop = P.

Demo: Ya sabemos, que P = Cpg'p es la matriz de cambio de base entre B
y B’, entonces P es inversible con inversa Cpp: (el cambio opuesto).

Veamos el reciproco, que es el interesante. Supongamos que P es una matriz
inversible. Tenemos entonces que la aplicacién lineal fp : K — K" tiene por
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inversa a fp-1 : K" — K" ya que fpo fp—-1 = Idgrn = fp-10 fp. Por tanto, fp es
un isomorfismo de espacios vectoriales y asi, si consideramos C = {e1,e2,...,€,}
la base candnica de K™,

B := fp(C) = {Pey, Pes,...,Pe,}

es base de K". Por ultimo C¢p, la matriz de cambio de base de B a C, es P
(como C es la base canénica, la matriz de cambio de base de B a C' es tomar los
vectores de B y ponerlos en columnas, pero Pe; es la primera columna de P, Pey
la segunda, etc). m

Nota: La matriz de cambio de base de C' a B es Cgc = P~ 1.

7.6.3 PROPOSICION III Sea K un cuerpo y sean A y B dos matrices equi-
valentes de M., x,(K). Entonces f4 : K — K™ es una aplicacién lineal que tiene
por matriz asociada tanto a A como a B.

Demo: Por definicién existen dos matrices inversibles P € M, (K) y Q €
M, (K) tales que QAP = B. Sean

fa:K" — K™, C={e,ez,...,en} v C' ={e,ey....e.}

en donde f4 es la aplicacién lineal asociada a A, y C'y C’ son las bases candnicas
de K™ y K™ respectivamente. Entonces, como ya sabemos,

Al = A
Por otro lado, como P es una matriz inversible,
B = fp(C) ={Pey, Pes,...,Pe,}

es base de K* y Cgc = P71, ver (7.6.2). De forma similar, como Q™! es una
matriz inversible,

B = fq(C) = {Q7'¢,Q ). @,

es base de K™ y Cp/¢or = @ (es decir, si las coordenadas de un vector v respecto
de la base candnica son Aq, Ao, ..., A,, entonces las coordenadas de v respecto de
B’ son fo(A1, Az, -5 An).

Por ultimo, calculemos la matriz asociada a f4 respecto de las bases B y B':
dado el vector Pe;, las coordenadas de fa(Pe;) respecto de la base canénica de
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K™ son APe;, por lo que sus coordenadas respecto de B’ son QAPe;, es decir,
Be;, la columna i-esima de la matriz B. Asi, la matriz asociada a f4 respecto de
By B’ es precisamente B. m

7.7 DEF: Sea K un cuerpoy A € M,,«,(K). Se define el rango de A, y se
representa por Rang(A) como el rango de la aplicacién lineal asociada f4.

7.8 PROPOSICION. Sea K un cuerpo y A € M,,x,(K). Entonces el rango
de A coincide con el nimero maximo de columnas linealmente independientes de
la matriz A.

Demo: Recordamos que dada una aplicacién lineal f: V — W, si B es una
base de V', f(B) es un sistema de generadores de Im(f). Por tanto si consideramos
C' la base canénica de K", f4(C) son precisamente las columnas de A, por lo
que una base de I'm(fa) estard compuesta por un nimero maximo de vectores
independientes dentro de f4(C). m

dy

0 0> es precisamente r.

Nota: El rango de una matriz en la forma <

7.9 TEOREMA. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y
f :V — W una aplicacion lineal. Sea B una base de V' y B’ base de W. Entonces
Rang(Aé, ) = Rang(f). Es decir, el rango de f coincide con el rango de cualquier
matriz asociada a f.

Demo: La relacion existente entre f y su matriz asociada respecto de las
bases B y B’ queda expuesta en el siguiente diagrama conmutativo:

Veamos que la aplicacién fp/|mm(s)) : Im(f)) — Im(f,s ) es un isomorfismo
B’'B

de espacios vectoriales, por lo que

Rang(f) = dimg (Im(f)) = dimg (Im(f,,; ) = Rang(Af )))

i-. Dado y € Im(f), tenemos que ver que fp/(y) € Im(f,s ). Por definicién
B’'B
existe € V tal que f(z) = y. Por tanto y = fp o f(z) = f,s o fB(x) €
B’'B
Im(fAf )

B’'B

ii-. Como fp/ era un isomorfismo de espacios vectoriales,, cuando restringimos

a Im(f), seguimos teniendo que verifica la condicién de aplicacién lineal, y que es
inyectiva.
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iii-. Veamos por ultimo que es sobreyectiva. Dado w € Im(f,s ), existe
B’'B
u € K" tal que f,; (u) = w y como fp es un isomorfismo, existe v € V tal
B’'B

que fp(v) = u. Por tanto w = f,; o fp(v) = fpr o f(v), lo que demuestra el
teorema. m v

7.10 COROLARIO. Dos matrices A, B € M,,x,(K) son equivalentes si y
solo si tienen el mismo rango.

Demo: Si A y B son equivalentes, estan asociadas a un mismo homomor-
fismo y por tanto el rango de ambas coincide con el rango de este homomorfismo.
Reciprocamente, si A y B tienen el mismo rango, digamos r, entonces por (7.3),
Id, 0

0 0) en donde r, por la impli-

A es equivalente a una matriz de la forma (

0 O
y por tanto, como ser equivalente a es una relaciéon de equivalencia, A y B son

< . . . 1
cacion anterior, es el rango de A. De forma similar, B es equivalente a ( dy O)

equivalentes. m

7.11 PROPOSICION. Sea K un cuerpo y A € M, (K). Entonces A es
inversible si y sélo si Rang(A) = n.

Demo: Si A es inversible, existe A7'M,,(K) tal que AA~ = Id,, = A~ A.
Entonces A es equivalente a la matriz identidad y por tanto Rang(A) = n.
Reciprocamente, si Rang(A) = n existen matrices inversible P y @ tales que
QAP = Id,, y por tanto A = Q~'P~! que es inversible al ser producto de matri-
ces inversibles. ®

7.12 Sea K un cuerpoy A € M., x»(K). En lo que sigue veremos que Rang(A)
coincide con el méximo nimero de filas linealmente independientes de A (que a su
vez coincidia con el maximo nimero de columnas independientes de A). Para la
demostracion de este Teorema vamos a introducir la nociéon de matriz transpuesta.

7.12.1 DEF: Sea K un cuerpo y A € M, «n(K). Al elemento que ocupa
el lugar (7,j) en la matriz A lo vamos a denotar por A(i,7). Se define la matriz
transpuesta de A y se representa por A?, como la matriz que verifica:

Al(i, j) = A(j,9).

Observar que A" € M, (K).
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1
1 2 3 .
415 6) entonces A = [ 2

Veamos un ejemplo: si A = (

Nota: Las filas (resp. columnas) de A se transforman en columnas (resp.
filas) de A".

7.12.2 PROPOSICION. Sea K un cuerpo, A, B € M, x»(K), C € M5 (K),
D e M, xs(K)y E € M,(K). Entonces:
(i) (A+ B)! = A' + B' (en este caso ambas matrices tienen el mismo tamano).
(i) (CD)! = D'c*.
(i) (A1) =
(iv) Idl = 1Id,
(v) (E71)t = (E*)~! (en este caso E es una matriz inversible y cuadrada).

Demo: (i). Sean A, B € M,,«,(K). Entonces:
(A+B)'(i,j) = (A+B)(j,i) = A(j,i)+B(j,i) = A'(i,j)+B'(i,j) = (A"+B")(i, )

(ii). Sea C €€ M5 (K) y D € M,,»s(K). Entonces

=> C(,r)D(r,j) vy  D'CY(ij) =) D', r)C'(rj)
r=1 r=1

Luego,

D'C(j,1) Zpt 4,r)C(r,i) = D(r,§)C(i,r) =

r=1 r=1

M= 1

C(i,r)D(r,j) = CD(i,7)

r=1
es decir, (CD)* = D'C".
(iii) y (iv) son triviales.

(v). Tenemos que EE~! = Id = E7'E. Por tanto, si “transponemos” en
esta igualdad obtenemos:

Id = (1d)! = (BE-YY! = (E-\)/ "
Id = (Id)' = (E7'E)* = EY(E~")!
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es decir, (E~1)! es la inversa de Ef. m

Nota: Una aplicacién de un anillo en si mismo, en este caso el anillo de las
matrices cuadradas de orden n, con las propiedades (i), (ii) y (iii) se la denomina
involucion.

7.12.3 PROPOSICION. Sea K un cuerpo y sea A € M,,«»(K). Entonces
Rang(A) = Rang(A").

Demo: Sabemos, que dada a € M, «,(K) existen p €€ M, (K) y Q €

M, (K) tales que QAP = (Igr 8) Entonces, por (7.12.2),

Id, 0o\' [(Id, 0
PtAtQt:(QAP)t:(o 0)‘(0 0)

lo que demuestra que Rang(A?) =r. m

7.13 TEOREMA. Sea K un cuerpoy A € M,,x,(K). Entonces Rang(A)
coincide con el maximo nimero de filas linealmente independientes de A (que a su
vez coincidia con el maximo nimero de columnas independientes de A).

Demo: Tenemos entonces que el rango de A coincide con el rango de A°.
Pero el rango de A es el nimero de columnas independientes de A?, que no es
mas que el nimero de filas independientes de A. m

8. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

En la seccién anterior hemos demostrado que dada una matriz A € M, »,, (K)
en donde K denota un cuerpo existen matrices inversibles P € M,,,(K) y Q €

M, (K) tales que
Id, O
PAQ = ( ’ 0)

Pero para encontrar estas matrices, tenemos que construir una aplicacion lineal
y ciertos matrices de cambio de base. Veamos en esta seccién un método directo
para abordar este problema.

8.1 DEF: Sea K un cuerpoy A € M,,«,(K). Las siguientes manipulaciones
sobre A se dice que son transformaciones elementales.

Tipo I. Intercambiar dos filas o dos columnas de A.
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Tipo II. Sumar a una fila (resp. columna) otra fila (resp. columna) multiplicada
por un escalar.

Tipo III. Multiplicar una fila o una columna por un escalar no nulo.

En el siguiente teorema se demuestra que hacer transformaciones elementales
en una matriz no es mas que multiplicar ésta, a derechas o a izquierdas, por una
matriz conveniente (la matriz identidad a la que previamente se le ha hecho el
mismo cambio).

8.2 TEOREMA. Sea K un cuerpo y sea A € M, «,(K). Entonces:

(i1). Sea I(;.,;) la matriz que obtenemos al intercambiar la fila 7 por la fila j en
la matriz identidad. Entonces I, (Z-Hj)A es la matriz que obtenemos al intercambiar
la fila 4 por la fila j en A. Notar que I(;_ ;) es inversible con inversa ella misma,
es decir, (I(;;))? = Id.

(iz). Sea I3l la matriz que obtenemos al intercambiar la columna i por la
columna j en la matriz identidad. Entonces AI*~J] es la matriz que obtenemos
al intercambiar la columna i por la columna j en A. Notar que I1*J] es inversible
con inversa ella misma, es decir, (I1*~71)2 = Id.

(ii1). Sea I(;4»j) la matriz que obtenemos al sumar a la fila 7 la fila j multipli-
cada por A € K en la matriz identidad. Entonces I(;1;)A es la matriz que obten-
emos al sumar a la fila i la fila j multiplicada por A € K en A. Notar que I(; ;)
es inversible con inversa I(;_;), es decir, I xj)Li—xj) = Li—ajLi+ry) = 1d.

(iig). Sea I"]la matriz que obtenemos al sumar a la columna 7 la columna j
multiplicada por A € K en la matriz identidad. Entonces AI"t*7] es la matriz que
obtenemos al sumar a la columna ¢ la columna j multiplicada por A en A. Notar
que 102 es inversible con inversa I es decir, Tl [l=A] = pli=Al plitAd] —
1d.

(iii;). Sea I(;—»;) la matriz que obtenemos al multiplicar la fila i por 0 #
A € K en la matriz identidad. Entonces I(;_ ;A es la matriz que obtenemos
al multiplicar la fila ¢ por A en A. Notar que I(;_; es inversible con inversa
Iia-14y, es decir, I iy Lii—a—15) = Lia-1iyLimniy) = Id.

(iiiz). Sea I"* la matriz que obtenemos al multiplicar la columna i por
0 # X\ € K en la matriz identidad. Entonces AT""*" es la matriz que obtenemos

al multiplicar la columna i por A en A. Notar que I"~*" es inversible con inversa
I[i—>)\_11], es decir, Jli=Xi] plieA™h) _ plieA"Y) plimN) — 1q.
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Demo: Es una mera comprobacion.
Nota: El producto de matrices inversibles es inversible. Si A, B € M,,(K)

son inversibles con inversas A=! y B~! entonces (AB)™! = B~14A~%

8.3 TEOREMA. Sea K un cuerpo y sea A € M, «,(K). Entonces haciendo

0 O

Es mas, como hacer transformaciones elementales es multiplicar por matrices in-
versible, A’ es equivalente a A y por tanto r = Rang(A).

. .. 1
transformaciones elementales en A obtenemos una matriz tipo A’ = ( dr 0).

Demo: La demostracion de este teorema es precisamente el algoritmo que
nos permitird abordar un caso particular. Sea A = (a;;), entonces:

1-. Si A = 0 no tenemos nada que demostrar. En caso contrario existe un
a;; # 0. haciendo cambios en filas y en columnas colocamos este elemento en el
lugar (1,1). (transformaciones tipo I.

2-. Multiplicamos la fila 1 (o la columna 1) por un escalar adecuado para que
en el lugar (1, 1) aparezca el uno. Transformacién tipo III.

3-. Haciendo transformaciones tipo II, hacemos ceros en la primera columna
y después en la primera fila.

. 1 .
4-. Obtenemos una matriz en la forma ( 0 /(1)’) repetimos entonces los

pasosde la3en A. m

Nota: Aplicando los dos teoremas anteriores, (8.2) y (8.3), para obtener las
matrices P y @, solo tenemos que ir apuntando, convenientemente, las transfor-
maciones elementales que vamos haciendo. Por tanto, si colocamos la matriz A,
la matriz identidad de tamano n y la matriz identidad de tamano m en la forma:

Id,, A
1d,
y al hacer en A un cambio por filas, lo hacemos en toda la fila, y si al hacer en
A un cambio por columnas lo hacemos en toda la columna, las matrices que nos
aparecen al terminar este proceso seran precisamente () y P. Es decir,

Id, 0
QAP — ( ’ 0)
8.4 COROLARIO. Sea K un cuerpo y sea A € M,,x,(K) una matriz in-

versible. Entonces haciendo cambios sélo por filas (o sélo por columnas) podemos
calcular la inversa de A.
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