APUNTES SOBRE SISTEMAS TRIPLES

June 12, 2005

1 Paso de propiedades entre estructuras

Estudiaremos las dlgebras alternativas. Si A es un algebra denotaremos por
N(A) C A su nicleo. Estudiaremos las propiedades de N(A).
Estudiaremos también los sistemas de Jordan.

o J Algebras.
e |/ Pares.

e T Sistemas Triples.

Nos centraremos en la construccion TK K (V) = L élgebra de Lie tres
graduadas.

La idea es que las propiedades en un par inducen propiedades en el
algebra.

En la tesis doctoral de Ester Garcia se estudian conceptos como

e no degenerada.
e fuertemente primo.
e simple.

e primitivo (introduce este concepto solo en algebras tres graduadas).

2 Algebras Alternativas (Rings that are nearly
associative)

Definicién 2.1 Sea ® un anillo de escalares (conmutativo, unitario, sin di-
visores de cero, asociativo), se dice que A es una ®-Algebra si
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o A es un ®-mddulo.

e Fn A hay definido un producto bilineal (se da la propiedad distributiva).

Definicién 2.2 Sea A una ®-dlgebra. Se define el conmutador de A [,] :
Ax A— A, como:

(z,y) =[xyl =2x*xy—yx*x

El conmutador es bilineal, vy el /flgebm A es conmutativa si el conmutador
es la aplicacion nula.

Definicién 2.3 Se define el asociador de un dlgebra A a la aplicacion tri-

lineal definida por (,,): AX Ax A — A:
(0,02) = (23 + 2 — 2% (y * 2).
FEs claro que A es asociativa si y solo si (,,) = 0.

Definicién 2.4 Se dice que un ®-dlgebra A es alternativa si para cualesquiera
x,y € A se tiene que

2’y = z(zy) y2® = (ya)z,

es decir (z,z,y) =0 = (y,z,x).

Teorema 2.5 Todo algebra alternativa verifica la identidad flexible:
(zy)z = z(yz),

es decir, (z,y,z) = 0.

Comentario 2.6 Luego en un dlgebra alternativa tiene sentido considerar
el producto xyx. En un dlgebra de este tipo es muy importante lo que se
denomina Linealizaciones (quitar cuadrados).

Demostracion: Observemos que

de donde se tiene que

(.Z', 25 y) = _<Z7 x, y)
por tanto tenemos que (x,y,2) = —(y,z,2) y (x,y,2) = —(x,2,y). Siz==x
entonces de dmbas ecuaciones obtenemos que (z,y,x) = 0 que es lo que
queriamos demostrar.



Problema 2.7 Un dlgebra es DM si (x,y,z) = —(y,z,2) y (x,y,2) = —(z, 2,y).
Para © = y se tiene que (r,z,2) = —(z,x,2) es decir 2(z,z,z) = 0. Sila
caracteristica del cuerpo es distinta de 2 entonces (v, x,z) = 0. La pregqunta
es: ¢Ezisten dlgebras DM que no sean alternativas?

Ejemplos de édlgebras alternativas son las algebras asociativas.

Teorema 2.8 Sea A un dlgebra alternativa y sean x,y,z € A tales que
(x,y,2) = 0. Entonces, la subdlgebra generada por {x,y,z} es asociativa.

Las subdlgebras generadas por dos elementos son asociativas. Las algebras
alternativas son las mas asociativas dentro de las no asociativas. De hecho
se tiene lo siguiente:

A es alternativa si y solo si las subalgebras generadas por dos
elementos son asociativas.

Toda algebra alternativa es de potencia asociativa (porque la subalgebra
generada por un elemento es asociativa).

Definicién 2.9 Si A es un dlgebra alternativa se define su:

e Nicleo por:

NA) ={zecA: (x,A,A) = (A,z,A) = (A A zx) =0}

e Centro:
Z(A)={x e N(A) : [z, A] = 0}.

Observemos que N (A) es un anillo asociativo y Z(A) es un anillo conmutativo
y asociativo. En general N(A) conserva y expande las propiedades de A.

3 Algebra de Cayley-Dickson

Es un ejemplo de algebra alternativa no asociativa. Aparece como solucion
final a un problema planteado en 1.800.
Observemos la identidad

(2% +y*)(a® + b*) = (va — yb)* + (vb + ya)?

L Qué pasara para la suma de n cuadrados?



Observemos que la identidad anterior aparece al tomar la norma en la
relaciéon siguiente:

(x +yi)(a+ bi) = (xa — yb) + (b + ya)i.

Euler y Lagrange consiguen la férmula para 4 cuadrados. Degen para 8
cuadrados.

Hamilton afirmé que la formula se tiene si y solo si el dlgebra es de division
de dimensién n (finita) sobre R.

Hurwitz demuestra en 1895 que las posibles dimensiones son: 1,2,4, 8.

Sea A un algebra unitaria y * : A — A una involucion, es decir una
aplicacion lineal, tal que * o x = id y (ab)* = b*a*. Sea a € A, en A x A
definimos un nuevo producto:

(a1,a2)(by,by) = (ar1by + abgas, ay * by + byas).

Si * = id lo que estamos diciendo es que ponemos un ntiimero i tal que i2 = .
A este algebra la notaremos por A(a)). Observemos que es unitaria: (1,0)
es el elemento unitario. Por otra parte observemos que si v = (0, 1) entonces

Ala) = Ad Av
donde v? = . Consideraremos la involucién:

*: Ala) — A(a)

definida por *(z + yv) = z* — yv. A este proceso se le denomina Proceso de
Cayley-Dickson.

Si partimos de F' un cuerpo, * = id y entonces F(a) es conmutativa,
F(a, 3) no es conmutativa y F'(«, 3,7) no es asociativa, es alternativa. Si
partimos de R, R(—1) = C, C(—1) = H finalmente H(—1) = O.

Definicién 3.1 e Sea A un ®-dlgebra alternativa. Se dice que B C A es
un subdlgebra si B con las operaciones inducidas por A es un dlgebra.
Para ello solo hace falta que las operaciones sean internas: si by, by € B
entonces bibs € B y by + by € B.

e Se dice que I C A es un ideal si es un subdlgebra y:
ay,ya € I

para todo a € A y para todo y € I.



e Se dice que I C A es un ideal por la izquierda (respectivamente derecha)
si es un subdlgebra y:
ay € I, (ya € 1)

para todo a € A y para todo y € 1.
e Se dice que A es simple si los tinicos ideales de A son {0}, A y A® # 0.
o Se dice que A es prima si dados I,.J <t A no nulos se tiene que I.J # 0.

e Se dice que A es simiprima si para todo I < A I # 0 se tiene que

2 40,

o Se dice que A es no degenerada si para todo a € A con a # 0 se tiene
que aAa # 0.

Observemos que si A es un algebra asociativa entonces A es no degenerada
siy solo si A es semiprima. Por otra parte si A es alternativa y no degenerada,
entonces A es semiprima.

Si A es un élgebra asociativa y semiprima, entonces A es no degenerada
(el reciproco es trivial).

Es decir, si z € A es tal que zAz = 0, jes cierto que x = 07 La respuesta
es si:

Demostracion: Si xAx = 0 entonces A x A x A = 0 por tanto (A x
A)(A x A) =0 de donde, (A x A)?> = 0. Ahora bien, por ser A x A un ideal
generado por A, se tiene que A x A = 0.

Consideramos

J={yeA: AyA=0} < A.

Se tiene que (JJ)(JJ) € AJA = 0 por lo que J?> = 0 y también J = 0.
Ahora bien, puesto que x € J se tiene que x = 0.

Definicién 3.2 Sea A un dlgebra alternativa. Se define el ideal asociador:
D(A) = ({(z,y,2) - 2,y,z€ A}) < A
Denotaremos por U(A) el mayor ideal contenido en N(A).
Observemos que el cociente A/D(A) es un élgebra asociativa.

Teorema 3.3 Sea A un dlgebra alternativa simple. Entonces A es asociativa
simple o A es un algebra de Cayles-Dickson.

Teorema 3.4 Sea A un dlgebra alternativa prima y no degenerada. En-
tonces A es asociativa o A es un anillo de Cayley-Dickson.



Z(A) esun DI; Z(A)"'Z(A)A = Z(A)~' A es simple.

Teorema 3.5 Sea A un dlgebra asociativa no degenerada. Entonces existe
una familia de ideales {1,} de A tales que (11, =0 y A/I, es prima y no
degenerada (es decir, fuertemente prima,).

Definicién 3.6 Se dice que un dlgebra alternativa A es pura si U(A) = 0.

Teorema 3.7 Si A es no degenerada y puramente alternativa (es decir, pura
y alternativa) entonces N(A) = Z(A).

Teorema 3.8 Sea A un dlgebra alternativa no degenerada tal que ((xy)z)xr =
(x,(yz))z para todo x,y,z € A. Entonces A es asociativa.

Demostracion. A verifica que (z,y, z)x = 0, es alternativa y no degener-
ada. Y tenemos que demostrar que A es asociativa.

Existe una familia de ideales {I,, } tales que NI, = 0y A/I, es fuertemente
prima.

Las algebras A/I, son asociativas y anillos de C.D., es mas son algebras
de C.D. Estas algebras de C.D verifican que (z,y, z)x = 0. Sabemos que las
algebras de C.D son simples y que N(R) = Z(R), es decir es D.I.

Linealizando (z,y, z)x = 0 resulta que

0 = (a+b,y,2z)(a+Db)
= (a,y,2)a+ (a,y,2)b+ (b,y,z)a+ (b,y,2)b
= 0=(a,y,2)b+ (b,y,2)a

de donde (a,y,2)b = —(b,y, z)a. Ahora consideramos C,, el dlgebra de C.D.
tal que (z,y,z)xr = 0 dado o € Z(C,), observemos que

0= (CY, Y, Z)b = _<b> Y, Z)Oé
y esto implica que «a(b,y, z) = 0 para todo b,y, z € C,. De donde
(a)(b,y,2)) =0

Es decir, C,,C, = 0y esto es una contradiccion puesto que C, es simple. Por
tanto, un algebra de C.D. no puede verificar que (z,y, z)x = 0, luego A esta
sumergida en un producto de algebras asociativas, de donde A es asociativa.

Comentario 3.9 Si tenemos un polinomio que no se anula en las dlgebras
de C.D. f y A es un dlgebra alternativa no degenerada y f se anula en A
entonces A es asociativa.

Problema 3.10 Si A es un algebra alternativa no degenerada sobre un cuerpo
F y dimpN(A) es finita entonces dimp(A) es finito.



4 Algebras de Jordan

Definicién 4.1 Sea ® un anillo de escalares. Se dice que J es una ®-dlgebra
de Jordan st J es un ® modulo con un producto o tal que

e o es conmutativo.

e o satisface la identidad de Jordan: (a*b)a = a®(ba), es decir (a*,b,a) =

0.

Sea A un &algebra asociativa. Definimos en A un nuevo producto z oy =
(zy + yx)/2, entonces (A,0) = AT es un dlgebra de Jordan.

Comprobemos que o es conmutativo. Por otra parte se tiene la identidad
de Jordan:

1 1
(zox)oy)ox = (2% 0y)ox = §(x2y+yx2)ox = Z(ﬁym—l—yﬁ—l—ﬁy—i—xyﬁ)

El otro miembro de la igualdad:
2 L o L 3 2 2 3
(woz)o(yoz) =170 (yor) = ga”o(wy+yx) = 7 (z°y +a yz +aya” +ya’).

Definicién 4.2 Se dice que un dlgebra de Jordan es especial si es subdlgebra
de un dlgebra A™ con A asociativa. Si no es especial, se dice que es excep-
cional.

Si A es alternativa entonces A" es de Jordan (porque las subdlgebras
generadas por dos elementos son asociativas).
Veamos algunos ejemplos de dlgebras de Jordan:

1. Sea A un algebra asociativa con involucién *, definimos
HAx)={acA:a=a"}
es un algebra de Jordan.

2. Sea V un espacio vectorial sobre F' y (,) una forma bilinial simétrica
sobre F', entonces J = F &V es un F-mddulo, con el producto definido
por:

(a,z) 0 (B,y) = (B + (2,y), ay + Bz)

se tiene que J es un algebra de Jordan y ademas se dice que es de tipo
Clifford. Se puede encontrar un algebra asociativa B tal que J < B™T.
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3. Sea C' un élgebra de C.D. (C, x), entonces J = H(M3(C),*) se llama
algebra de Albert, no es especial. Si A es asociativa, consideramos A™,
se tiene que J < A™, en general [z,y]| ¢ J.

Definicién 4.3 Dada un dlgebra de Jordan J, definimos el operador cuadratico
asociado a J como la aplicacion U, - J — J

Us(y) =2z 0 (zoy) —2%o0y.
Observemos que si J es especial, entonces J C AT, entonces U, (y) = xyx.

Definicién 4.4 Definimos el producto triple como la linealizacion de U
1
{z,y,2} = Q(Uxﬂ,z —Uya —Uyz)
Observemos que en el caso especial {z,y, 2z} = %(xyz + zyx).

Si A es asociativa, consideramos AT, se tiene que J C J. En general,
dados z,y € J, [x,y] ¢ J pero U[x,y] z € J. Ya que:

Upyz = (xy —yx)z(vy — yv) = vyzoy — vyzyr — yrzry + yrzyx

1
= —UzUyz-UUyz+4yoUyoz— Z—l(xzy:cy + yxyzx)

Por otra parte

1
Urlyoz) = 51’(92 + zy)x

1

= 5(1@2’1‘ + zzyx)

Ahora bien:
1
yoUy(yoz) = Z(xyzxy + xzyry + yryze)
-1
= T{x, z,Uyx}
De donde

1
Uz = —UUyz = UyUpz + 4y o Uy(y o 2) — 5{35, 2, Uy} € J. (1)

Observemos que si J es un algebra de Jordan, se verifica la identidad funda-
mental: Uy, ,z = U,U,U,z.



Si J es especial: J C AT entonces

Uy ]Zt = U[%y}UZU[x’y]t

[z,y

La propiedad anterior no se verifica en un algebra de Albert.

Si J no es especial se define U}, 2 mediante la ecuacién 1, pero no se
verifica la identidad anterior.

Encontrar una identidad que se verifique en los especiales y no en los no
especiales es muy dificil (en caso afirmativo se denomina s-identidad)?.

Teorema 4.5 Sea J un dlgebra de Jordan, cualquier identidad en 3 variables
en donde una de las variables tenga grado 1 y sea cierta en toda dlgebra de
Jordan especial, entonces es cierta en cualquier dlgebra de Jordan.

Teorema 4.6 Cualquier dlgebra de Jordan generada por dos elementos es
especial. Es mas, existe A asociativa involutiva tal que J = H(A, ).

Problema 4.7 Sea I un ideal de un dlgebra J. Demostrar que
UL ={>_ Uyyi;y,v €1}

es un ideal.

1. En primer lugar observemos que U;I es un submédulo.

2. Dadoy € U;I, x € J, veamos que x oy € Url, como es lineal respecto
de la suma basta ver que

roUy € Uil
para todo y,y’ € I y para todo x € J. Ahora bien

zoly = zoyyly
1

= §($yy’y + yy'yz)

1
= {zoy vy} - E(yxy’y + yy'zy)
= {xoyayl>y} - Uy(CIIOy) e Url

Tenemos z o Uy’ = {x oy,y,y} — Uy(r o y) una identidad en las
condiciones del Teorema 4.6 que por tanto es valida en toda algebra de
Jordan, por tanto U;I es un ideal.

'No hay que asustarse la hora de comprobar identidades, en la practica se trabaja en
asociativo y luego se busca en un libro lo que se obtiene para el caso no asociativo.



5 Pares de Jordan

Definicién 5.1 Sea ® un anillo de escalares. Se define un par de Jordan
sobre ® como un par de ®-mddulos V= (VT ,V7) con un par de aplicaciones
cuadraticas

Q°:V? — Hom(V77 V)

donde o € {+,—}. El homomorfismo Q2 : V7 — V viene definido por

Q7 (y) = Qay.
Veamos algunos ejemplos

1. Si J es una ®-dlgebra de Jordan, V' = (J*,J7) siendo J© = J~ = J.
Si x € JT entonces definimos Q,+y~ = U,y. En este caso V' es un par
de Jordan.

2. Si R es un anillo asociativo entonces (R, R) es un par de Jordan. Se
define Q,y = zyx; {z,y,2}3(zyz + zyz). A (R,R) se le llama par
asociativo.

3. (Porqué se consideran las estructuras de pares? Observemos que en el
conjunto M,(R) podemos multiplicar, ya que es un anillo. Sin embargo
no podemos multiplicar en el conjunto M,,«,,(R). Ahora bien, si A, B €
M, «m(R) si tiene sentido el siguiente producto:

QuB = AB'A

Se define {A, B,C} =
V= (men(K)a Mn><m

(AB'C' + CB'A). De esta manera el conjunto
K)) es un par de Jordan.

N[ —=

—~

Definicién 5.2 Sea V = (V*, V™) un par de Jordan. Se dird que W es un
subespacio de V' si las operaciones on internas en W

o W es un submddulo de V°.

e Dadosx e W7, ye W=7, Quue W7, Qe W7,

Definicién 5.3 Sea V = (V¥ , V™) un par de Jordan. Se dird que W es un
tdeal de V' si

o W es un submodulo de V°.
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e Dadosy e W7, x,2’ € V=7, 2" € V7 se tiene que
{y,z, 2"} e W7 {x,y,2'} e W°.

Observemos que {z,y, 2z} = {z,y, x}.

Definicién 5.4 Dado un par de Jordan V= (VT V") yI=(I",1"7) <V,
se define el cociente V/I = (VT /It V= /I7), siendo QzT' = Q2.
Definicién 5.5 Sean V', W pares de Jordan. Un homomorfismo f :V — W
es un par de aplicaciones f = (fT,f7) donde fT: VT - WT y f~: V" —
W= son homomorfismos de mddulos y tales que

fg{x7 y7 Z} = {fggj’ fio'y’ fgz}

Observemos que Ker(f) <V y que Im(f) <W.
Veamos un ejemplo. Sea V' un par de Jordan e [ un ideal de V. Entonces
el conjunto I* = (({IT, -, I*}),({I~,I",I"})) no tiene porqué ser un ideal.
Para ello tendriamos que ver esto:

{a7b’{y1)y27y3}} S _[3
{a.{y1, v, y3},0} € I®

Ahora bien, observemos que

1

{a.b{z,y, 23} = J(ab(ayz + 2yx) + (zyz + zyz)ba)
1

= é—l(abxyz + abzyx + xyzba + zyxba)

1 1 1 1
= {{a,b,x},y,z} — Z—lxbayz - Zzyabx + Zabzyx + nyZba

1 1
= {{a,b,x},y, 2z} — Zwbayz — Zzyabx

1 1
+ {{CL, b7 z}7y7$} - ZZbCLyZE — nyabz
= {{(l, b7x}ay7z}+{{a7b7z}7y7x}_{xv {bvavy}7z}

Por tanto, {a,b,{z,y,z}} € I*. Ademés se tiene lo que se denomina identi-
dad JP14:

{a,b, {2y, 21} = Ha, b, e}y, 2} + {{a, b, 2}, y, ) — {2, {b, 0,9}, 2}

En general, {a,{zr,y,2},b} ¢ I*. Se ha demostrado que existe un ideal
contenido en I3,
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Definicién 5.6 Sea V' un par de Jordan.

e Se dice que V es no degenerado si dado a € V tal que Q,V~7 = 0
entonces a = 0.

e Se dice que V es semiprimo si dado I un ideal de V no nulo, I3 # 0.

o Se dice que V' es primo si dados I, J ideales no nulos de V' se tiene que

Q1J #0.

Teorema 5.7 SiV es semiprimo (respectivamente primo) e I <1V no nulo,
entonces I es semiprimo (resp. primo).

Observemos que el teorema anterior en el caso asociativo es facil de probar
ya que si R es asociativo semiprimoy I << Rcon I #0,s1 J <[, IJI QR
de donde IJI C I. Sin embargo en Jordan no todo ideal de I contiene un
ideal de R.

6 Sistemas triples de Jordan

Definiciéon 6.1 Un sistema triple de Jordan T es un ®-mddulo con una
aplicacion cuadrdtica

P:T — EndT,T)
z — P,.:T—>T
tal que

LoyP, = P.L,,

Lsz,y = L:(:,Pyx
P, = P,P,P,

donde Ly, = 3(Ppyy — Py — P,) = {x,y,—} es una forma trilineal.

Observemos que si T es un triple de Jordan entonces (T, T) es un par de
Jordan. Veamos que hay una forma de relacionar las estructuras de Algebra,
Par y triple de Jordan.

e De algebra a triple. Dado un algebra de Jordan J podemos consid-
erar T'(J), s6lo nos tenemos que olvidar del producto y tomar P = U:

P:J — End(J,J)

r — U,
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e De triple a par. SiT es un sistema triple de Jordan podemos construir
V(T) = (T,T), tomamos como Q° = P, con o € {+,—}.

e De par a triple. Si V = (VT V™) es un par de Jordan, podemos
formar T'(V) = V' @V~ y podemos definir

P:T(V) — BEnd(T(V))
z+1 — Py :T(V)—=T).
donde P,y (y +y') = QF + Q, v. Se tiene el siguiente diagrama
T— (I'T) -TeT
Triple —  Par — Triple.

Todo funciona de forma funcional. Ademas, las propiedades se ”traspasan
bien”. En el siguiente diagrama se ilustra cémo se traspasan dichas propiedades.

Algebra | Sistemas | Pares | Sistemas
de Jordan | Triples | V(T) | Triples
J T(J) Vv (V)
T

No degenerada S s S
Semiprimo = = Ay
Primo = — =
simple s — s
Fuertemente pura = — =

7 Algebras locales

Sea V un par de Jordan y sea a € V. Vamos a poder construir un algebra
Ve V=Vt V), cona€ V. Sizye V" definimos

1
roy= E{xv a7y} = Qx-i—ya - Qxa' - an
En este caso 2% = %{x,a, x} = Qqa. Se tiene que (V1 0) es un dlgebra de

Jordan.

Ugy = 2zo(zoy)—a’oy
= 2{;1;‘, a, {ilj’, a, y}} - {Qxau CL?y}

= i(xaxay + zayar + yaraxr + rayax) — gtazay — Syaraz
1
= é(mayam + zayax) = Q. Q.Y
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de donde tenemos que Uly = %Qany.
Observemos que

1 1
roy= §{$7a7y} = 5{3/7@71.}:3/01"
Por otra parte veamos que (z?oy)ox = z% 0 (y o x).

(a*oy)or = {{Qua,a,y} a2}

= Z(xaxayax + yaxrarar + rayarar + rararay)
= {Qua,a,{z,a,y}} =1%o (yox)

Al dlgebra V* se le denomina Algebra Homoétopa de V' en a. Este dlgebra
tiene por ideal
Ker(a)={x eVt : Q.xz =0} a V"

Se define el algebra local de V' en a como V*/Ker(a) = V.
Vemaos que si V' es no degenerada entonces V, es no degenerada.
Para ello sea x € V7 tal que U2V° = 0 y tenemos que probar que T = 0.

Pero observemos que
Uive =00,V =0

lo cual implica que 0 = U,U,U,V? = Uy, ,V?. Ahora bien por ser V' no
degenerado tenemos que U,z = 0.
Ahora bien

UUaUxa - UaUUwaUa - UaUanUaan =0

de donde 0 = Uy,, = U, U, U,, por ser V no degenerada se tiene que U,U,a =
0 lo cual implica de nuevo que U,U,a = 0.

Por tanto puesto que U,z = 0y U,U,a = 0 se tiene que = € Ker(a) por
tanto 7 = 0.

Asi pues V, es no degenerada.

Teorema 7.1 Sea V un par de Jordan
e VV es no degenerada st y solo si todos los locales son no nulos.

o V es semiprimo (resp. primo) si y sdlo si V, es semiprimo (resp.
primo) para todo a € V.

e SiV es simple entonces V, es simple.

e Si todos los locales son simples entonces V3 es simple (T. Cortes & J.
Angquela).
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Definicién 7.2 Sea V un par de Jordan. Se define una derivacion en V.
como un par de aplicaciones lineales:

dt vVt - VvT d V- =V~
tales que
d’{x,y,z} ={d°x,y,z} + {x,d %y, 2} + {z,y,d° z}.

Veamos un ejemplo. Sea x € V7, ey € V7 el par (D,,, —D, ) es una
derivacion.

{x>ya {CL, b, C}} = {{$7 Y, a}> b, C} + {&7 _{yal'v b}a C} + {a7 b, {.1', Y, C}}

La identidad anterior es la identidad Jpl4. A estas derivaciones se les llama
derivaciones internas.

8 Algebra de Lie

Definicién 8.1 Sea ® un anillo de escalares (supondremos que % e d). Se
dice que L es una ® algebra de Lie si es un ® mddulo con un producto |[,]
verificando

o [z,z] =0 para todo x € L.

o [z,[y,2]] =[x, y], 2] + [y, [z, 2]] (identidad de Jacobi).

Si la caracteristica de ® es distinta de 2 entonces [z, y] = —[y, 2], es decir
se tiene la propiedad anticonmutativa.

Veamos un ejemplo. Sea A un dlgebra asociativa, el par (A,[,]) es un
algebra de Lie con el producto

[z,y] = zy — yzx.

Toda algebra de Lie es especial, es decir, si L es un algebra de Lie, existe A
algebra asociativa tal que L es un subdlgebra de A.

Definiciéon 8.2 Sea L un dlgebra de Lie. Se dice que f : L — L es una
deriwacion si

e [ es un homomorfismo de modulos.

o flz,yl = [f(z),y] + [z, f(y)]
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Notemos que dado x € L, la aplicacién ad, : L — L definida por ad,(y) =
[,y] es una derivacién (de hecho es una derivacién interna).

Definiremos Der(L) el conjunto de todas las derivaciones de L. Y por
IDer(L) el conjunto de todas las derivaciones internas.

Observemos que Der(L) C End(L). Der(L) no es un subdlgebra asocia-
tiva, pero si es un subélgebra de End(L)~.

e La suma de derivaciones es una derivacion.

Lf,glle,y] = fale,yl — gflx,y]
= fllgz,yl + [z, gy]) — 9([fz,y] + [z, fy])
= [foz,yl + gz, fyl + [z, gyl + [z, fgy]
— lgfz,yl = [fx, gyl — gz, fyl — [z, 9fy]
= [[f, gz, y] + [z, [f, g]y]

es decir, [f, g] es una derivacién.

Definicién 8.3 Sea L un dlgebra de Lie. Se define el centro de L como

0}.

Z(L)y={z€eL :[zv,y=0VyeLy={zr €L : ad,
Teorema 8.4 Sea L un dlgebra de Lie. Entonces la aplicacion

ad: L — Der(L)”
T — ad,

es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Es mdas, Ker(ad) = Z(L). Por
tanto si Z(L) = 0 entonces L es especial.

Es un ejercicio simple comprobar que Im(ad) = [ Der(L) < Der(L).

Definicién 8.5 Se dice que un dlgebra de Lie L es Z-graduada si L =
D,.cz Ln donde L,, es un submddulo de L satisfaciendo que [Ly,, Ly,] C Lyjm.
Adicionalmente se dice que la graduacion es finita si L =@, _ L;.

t=—mn

Teorema 8.6 Dada un dlgebra de Lie L = @, L;, se tiene que (L_,, L,)
es un par de Jordan.

Las algebras de Lie tres graduadas fueron estudiadas por T. Cortes, J.
Anquela y E. Garcia. Las 5-graduadas por Brunce Allison.
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Definicién 8.7 Se dice que un dlgebra de Lie es (2n + 1)-graduada si L =
@D;_ ., Li, con L; submddulos de L tales que [Ly, L] C Liy; con Liy; =0 si

i=—n

i+ j| >n

Teorema 8.8 Si L@ L; es un dlgebra de Lie (2n+1)-graduada entonces
(L_pn, L) es un par de Jordan.

Demostracion. Definimos {z,y, 2} = [[z,y],z] donde x € L, y € L_opn y
z € Lgy,.
Definimos Q,y = %{x, y,x}. Observemos que

{z,9,2} = I,
= [z, 2.y
= =[5,
= —llg, 2,4
= [z 9], 7]
= {zy,2}

2]

=

—
—

+ [z, [9, 2]

A partir de la la identidad

{z,y:{a,b, e}y = {{z,y,a},0,¢; = {a,{y, 2, b}, ¢} +{a, b, {z,y,c}}  (2)

se prueban las identidades JP1, JP2 y JP3 usando el resultado 2.2 de la
péagina 15 del libro de Loos.
Veamos que la identidad JP14, es decir la igualdad 2 es cierta.

{z.9.{a.b,c}} = [[z.9][[a.b],c]
= [llz. 9 [a, 8], c] + [[a, 8], [[x, 5] ]
= [ll=, 7], a], 8], c] + [[a, [z, 7], ], ] + [[a, ], [, 7], ]]
= {{z.y,a},b.ct —{a, {y, 2, b}, c} +{a, b, {z,y. c}}

Asi pues, se verifica la propiedad JP14, por el Teorema del libro de Loos se
tiene que (L_,, L,) es un par de Jordan, y la prueba estd concluida.l

Tits, Kantor y Koecher, dado un par de Jordan, construyeron un algebra
de Lie. Si V es un par de Jordan, denotaremos por TK K (V') a esta dlgebra.

Sea V = (V*,V7) un par de Jordan, TKK(V) = VT a8V Al
multiplicar 3 elementos como quiero mantener mi par tengo que obtener
{z,9,2} = [[x,y,2]. Ademas, JP14 nos dice que la aplicacién {z,y, —} es
una derivacion.
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Consideramos TKK (V) = V* @ I[Der(V) @ V. Definimos el producto:

(" + () +o) (wh + (g7 97) +w)]
= (—g+(1}+) + f+<w+)7 dv*,w*7 _dw*,zﬁ)
+ [(f+a f_)7 (g+,g_)] - (dv*,uﬂra _duﬂf,v*)v f_<w_) - g_(v_))

Esto define una estructura de dlgebra de Lie.

Teorema 8.9 Sea V' un par de Jordan y TKK(V) su dlgebra de Lie. En-
tonces

i) (L_1, L) esisomorfo a V.
ii) Sixg € Lo, [xo, L1 & L_1] =0 entonces xq = 0.
iii) [L_1,L1] = Lo.

iv) Un dlgebra de Lie, L = L_1® Lo ® Ly con estas propiedades es la TK K
de (L_l, Ll)

Definicién 8.10 1) Se dice que un dlgebra de Lie L es no degenerada si
dado x € L, [x,[z, L]] = ad? = 0 implica que x = 0.

2) Se dice que L es semiprima si dado 0 # L <1 L no nulos se tiene que

[1,J] #0.
3) Se dice que L es simple si [L, L] # 0 y sus tunicos ideales son {0} y L.

Lema 8.11 Sea V' un par de Jordan y L = TKK (V). Sea I <TKK(V)
entonces

i) (r(D),m(D)<V,INVHINV)<aV.

i) n(I[)*cInV cx(I).
(Recordemos que 7(I) = ({r(I),n(I),n(I)},{mx(I),m(I),m(I)}).

Demostracion. Observemos que

{Wl(y>> a, b} = Hﬂ-l (y>7 C_L], b]

Razonando asi llegamos a que (7_1(/),m1(])) < V. Andlogamente se tiene
que INVTHINV)aV.
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Para probar ii) veamos observemos que la contencién I NV C 7(I) es
trivial. Basta probar que w([)> C INV.

{m(y), m1(y), m ")} = [[my), 7)), m(y")]
= m[[mi(y), 71 (y)], ("))
= m[my),y],my")] € m)

Y la prueba esta terminada.ll

Teorema 8.12 Sea V' un par de Jordan, L = TKK(V'), entonces si V es
simiprimo entonces TK K (V') es semiprima. Si V' es semiprimo entonces

1) V es primo si y solo si TKK (V) es prima.

2) V es simple si y solo si TKK(V') es simple

Demostracion. Supongamos que V' es semiprimo y sea 0 # [ < L tal que
[I,I]=0.

Por el lema anterior 7(I) < V. Si w(I) = 0 entonces I C L_1 ® Lo ® L4
y esto implica uqe I C Ly. Ahora bien

[],L_l] cINL_, C7T_1(I) =0

[[,Ll] clInlily C7T1(I):0

y esto implica que I = 0, contradiccion.
Luego w(I) # 0, como V es semiprimo se tiene que m(I)® # 0, pero
7(I)* CcINV luego INV # 0. Ademds

(INVy?={InV,INnV_ INV.}CI,I],1]

y esto es una contradiccion.
Supongamos que V' es primo, si I.J < L son no nulos, entonces si 7([) #
7w(J) # 0 entonces INV #0y JNV # 0. Por tanto

0£{INV,,JNV_,InV.}C[I,J],J]

lo cual implica que [/, J] # 0.
La implicacion contraria es elemental y se deja al lector como ejercicio.
Ahora supongamos que V' es simple, 0 # [ << TKK(V), entonces 0 #
I NV lo que implica que I NV = V. Ahora bien V., V_ C I lo cual implica
que [V, V_] C I y esto implica que TKK(V) C I, asi pues se tiene que
I=TKK(V).
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Ahora supongamos que L es simple. Sea (I*,17) ideal de V, entonces
It + ([I*,V]+[I7,V*]) + I~ < L. Ahora bien [I*, L] =0y

(It Lol =[I", [V, VY] ={It,V_,Vvt} cI"
Pero [I*, V™| C idy(I) luego se tiene
(I, Vo,V ={I", V-, vty c It
y se tiene que

[[[+?V7]7L0] = [[[+,V7],[V+,V7H
([ VoL VIV + [V [T, VL V]

y esto concluye la demostracién.ll

Teorema 8.13 Sea V' un par de Jordan y L = TKK(V'). Entonces V es
no degenerada si y solo si L es no degenerada.

Demostracion. Supongamos que L es no degenerada. Sea x € V tal que
Q.V =0, se tiene {z,V~,z} = 0 por tanto

0= {xa V_,ZU} = [[35, V_],ZE] = _[xv [QS, V_H = [:U7 [ZE,LH

y esto implica que x = 0.

Supongamos que V' es no degenerada. Sea x € L tal que [z, [z, L]] = 0,
es decir, ad? = 0.
adyadgad, = 0 luego [z,[x,a]] = 0, recordemos ad : L — IDer(L).
Tenemos
0 = ad,fe.a)
= |adg, [ad,, ad,]]
= [X, [Xv A]]
= X(SA—-AX)— (XA—-AX)X = X?A+ AX? - 2XAX
= —2XAX

lo cual implica que XAX = 0. Ahora bien, x = x_1 + g + x; de donde

0 = [1'71+$0+x17[x71+x0+$17[’1“
= [z—nfz—, Ll+(C )+( )

de donde se tiene que [z_1, [r_1, L1]] = 0y por tanto —{x_1, VT ,z_1} =0y
esto implica que x_; = 0. Andlogamente se tiene que [z, [z, L_1]] =0y se
deduce que z; = 0. Por tanto z = zg € Ly.
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En particular,
0 = [20, [0, [L1, L1]l] = [[wo, [0, Ln]], L-1]+2[[z0, L1], [x0, L1]]+[L1, [0, [¥0, L-1]]]

de donde obtenemos que [[xo, L1], [zo, L_1]] = 0. Si vemos que [z, L] =
[zg, L_1] = 0 entonces habremos acabado, ya que xo = 0. En primer lugar
observemos que [zg, 1] € V; y tenemos que

{[zo, v1], y, [wo, 1]} = [[[7o, 21], yl[wo, 71]]
= [[[zo, ylz1], [z, 2:1]] + [[20, [21, Y]], [0, 21]]
= [z0,[[z1, 9], [70, 2 1]]]

= ady,ady ady, (1) =

de donde 2y = 0 y la prueba esté concluida. B

9 Zobcalo en algebras asociativas y de Jordan

Podemos considerar anillos de la forma EndaV, V un espacio vectorial de
dimension cualquiera. El conjunto EndaV no es simple y no satisface la c.c.d
para ideales a la izquierda (resp. derecha). Consideramos

ZOC(R) ={f € EndaAV : ran(f) < oo}

que es un ideal simple de EndaV .

El conjunto ZOC(R) verifica la c.c.d. de sus ideales principales.

Dado un anillo simiprimo R se define el zécalo de R como ZOC(R) =
> 1, con I, ideal a la izquierda minimal de R.

Proposicién 9.1 1. ZOC(R) es un ideal, ZOC(R) = @A,, donde A, es

un anillo simple que coincide con su zocalo.
2. Verifica la c.c.d. de los ideales a la izquierda minimales.
3. Las componentes simples son anillos de operadores de rango finito.
4. Si ZOC(R) es unitario, se tiene que ZOC(R) es artiniano.

Si R es simple, ZOC(R) = R, I ideal a la izquiera minimal entonces
existe y € I tal que I = R,,.
Se puede escribir I = R, con e? = e. En este caso, eR es un ideal a la
derecha minimal y eRe es un anillo de division.
eRx Re — eRe

(ex,ye) — exye
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Se puede probar que R = a un subanillo de End.g.(Re) de rango finito.
., Qué ocurre en Jordan?

Definicién 9.2 Sea J un dlgebra de Jordan.Se dice que I C J es un ideal
interno de J si I es un ®-modulo de J y para todo x € I se tiene que

U, J C 1.

Observemos que si J = R* entonces I <;, J si y sblo si xRx C I para
todo = € J.

Por otra parte, si x € J y U,J <, J son ideales principales; U,y € U, J,
ademas Uy, ,J = U, U,U,J C U,J.

Definiciéon 9.3 Un ideal interno I <;,.J se dice minimal si para todo K <;, J
se tiene =C K C I implica que K =0 0o K = 1.

Definicién 9.4 SE define el zocalo de un dlgebra de Jordan no degenerada
J como J =>_1,, donde 1, son ideales internos minimales de J.

Teorema 9.5 Sea J no degenerada se tiene que ZOC(J) < J.

Observemos que ZOC(J) = @ A, cada A, es simple y coincide con su
zocalo. ZOC(J) verifica la c.c.d. ideales internos principales, 1 € ZOC(J)
implica que ZOC(J) = J, artiniano.

Veamos una idea de porqué ZOC(J) < J.

Observemos que ZOC(J) = > I, con I, ideales internos minimales. Si
reJyel,jxoyed 1,7

Por ser I, minimal se tiene que U,I, = 0 o es minimal.

Se dice que T': J — J es estructural si T" es lineal y Upyy = TUT (y).
Observemos que U, es estructural.

Lema 9.6 Si T es estructural e I <, J se tiene que T'(I) < J.

Si I es minimal, entonces 7'(I) = 0 o es minimal. Si T'(z) € T'(I) entonces
Up@J =TU,T(J) C TU,J C T(I)

luego implica que es interno.
I es minimal, z € [ y T'(I) # 0, se tiene

UT(x)J = TUxT(J) C T([).

de aqui se deduce que T'(I) es minimal.
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10 Nocion de z6calo en algebras de Lie 3 grad-
uadas.

Lema 10.1 Sea V un par de Jordan y sea (IT,17) <V tal que I* = 1,
entonces
Ie[I",I"JeI <TKK(V)

Demostracion. Observemos que

Hy+, y_]7 1+ To + x—l] =
= [y "y L] +{ly vy wol + [y y ] o]
El primer y el tercer término pertenecen respectivamente a I y a I~, veamos

el término del medio.
Observemos que y = > ([[vi, ¥i], ¥/]) v tenemos que

Uyt [T w1l 71, 20) = [ly™, 2ol 1[5 w1l Tl
+ [y [y, vil, vil, v
= (lllv", o], gilwil, 41 + [[[9i, [y, o, wil], 471]
+ [lms vl [V o, 1]
+ [y [l wol, il + Wi, [yi woll, 7]
+ [y, [y vil, [vi' wol]] € [1, 1]

y esto concluye la demostracién. W

Teorema 10.2 Sea L = Ly & Lo ® L_; tres graduada. SEanV = (L, L_1),
ZOC (V) = (S8",57). Entonces se tiene

Sta st S e s <l

Al ideal anterior se le denominara zocalo de L. Definimos el zécalo de L
como la subalgebra generada por el zocalo de V.

Teorema 10.3 Sea L = Ly & Ly ® L_; tres graduada no degenerada. FEn-
tonces

ZOC(L) = P SiquadS; = TKK(V;)

donde V; es un par de Jordan y S; dlgebra de Lie simple 3-graduada que
coinciden con su zocalo.
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Demostracion. Tenemos V = ZOC(Ly, L_;) de donde V; = &(V;*

V=) co
(V7,V.7) un par de Jordan simple que coincide con su zécalo ({V“ Vi, L; }

0).m
Sean V, W pares de Jordan no degenerados que coinciden con su zocalo.
Podemos considerar TK K (V & W), tenemos

L=TKKVeW)=WteW"®IDer(VaeW)dpV oW".

observemos que [ Der(V @ W) = IDer(V) @ IDer(W).
Tenemos varias graduaciones de L por ejemplo

VIe (TKK(W)® [Der(V))® V™

Wt e (TKK(V)® IDer(W)) & W™

VIeW" @ ([Der(V)® IDer(W))®a V- @ W™

respecto de las cuales tenemos que ZOC(L) = TKK(V), ZOC(L) =
TKK(W)y ZOC(L) = L. Luego el zécalo depende de la graduacién. Parece
que el problema esta cuando en la parte cero de la graduacién aparece un
ideal de L.

Teorema 10.4 Sea L = L 1 & Ly ® Ly no degenerada 3 graduada. Son
equivalentes:

i) L tiene zdcalo esencial.

ii) Ewiste S dlgebra 3-graduada que coincide con su zdcalo tal que

S < L C Der(S).

iii) ®S; < L C wDer(S;)
Ademds, Der(S) es 3-graduada.

Hay &lgebras de Lie finitio dimensionales que no son 3 graduadas G, F}, Eg
no tienen zécalo (El zécalo son las que verifica c.c.d.).

Si cambiamos de graduacién, L = Ly & Lo@® Ly = L) & L& L', jvaria
el zocalo?

..Se puede definir un zécalo en algebras de Lie en general?

., Como es un algebra de Lie 3-graduada simple que coincide con su zécalo?

SiL=L1® Ly® Ly y L es no degenerada, ZOC(L) <. L; y se tiene
ZOC(L) <. L C Der(ZOC(L)).
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Definicién 10.5 Sea L un dlgebra de Lie no degenerada. Definimos el zocalo
de Jordan de L como

JZOC(L) =) ZOC(L) < L

I<L

Es decir, se define como el mayor ideal 3 graduado de L que coincide con su
zocalo.

Teorema 10.6 Sea L = L_1® Lo® Ly tres graduada y sin ideales contenidos
en la parte O (graduacidon efectiva), entonces

ZOC(L) = JZOC(L).

En general se tiene la inclusion ZOC(L) C JZOC(L).

. Qué sucede en este caso con Go, Fy y Eg?

En este caso G, Fy y Eg son simples y no son 3 graduadas luego JZOC(L) =
0.

., Como son las dlgebras simples que coinciden con su zocalo?

Teorema 10.7 Si L es no degenerada, son equivalentes
i) L tiene zdcalo de Jordan esencial.

ii) JZOC(L) <. L C Der(JZOC(L)).

Los pares de Jordan que coinciden con su zdécalo son de 4 tipos: Algebra de
Lie simple que coincide con su zécalox TKK (V).

11 Zobcalo de un algebra de Lie

En un articulo de G. Benkort trabajaba con dlgebras de Lie artinianas. Para
introducir el concepto de artiniana dé una nocién de ideal interno (artiniana
— c.c.d. para los ideales internos).

Definiciéon 11.1 Se dice que un submodulo V' de un dlgebra de Lie L es un
ideal interno de L si [x,|x, L]] CV para todo z € V.

Teorema 11.2 Si L es no degenerada y B <} L, entonces
i) B es un ideal de L simple sin elementos ad-nilpotentes.

ii) [B, B] = 0 implica que B es abeliano.
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Teorema 11.3 Sea L un dlgebra de Lie no degenerada y sea x € L tal que
ad® = 0. Entonces ad?(L) <, L abeliano.

Veamos otros resultados al respecto. Si B es abeliano interno minimal
y * € B, B = ad(L) entonces [z, [r,y]] = -2z y [y, [y, z]] = —2y para
todo y € L. Es mas, se tiene que ady, es diagonalizable con valores propios:
—-2,—-1,0,1,2.

En este caso se tiene que {z, h,y} ~ sly. Si R es asociativo y semiprimo,
para todo x,y € R se tiene que [z,[z,y]] = =2z y [y,|y,z]] = —2y con
ad® = adz = 0. Se tiene que adz,y| es diagonalizable.

Como diagonaliza, tenemos L = L_o & L1 & Ly ® Ly & Lo (son los
subespacios propies asociados a ady). Se tiene ademés que

[hy [z, z5]] = [[h, @3], 2] + [, h(25)]
= iz, 2] + jlag, ]
= (i + )z, 7],

es decir, se tiene que es una 5 graduacion.
en este caso:

L—Z[yv [yv LH
es un ideal interno minimal.
Lfl = [y7 Ll]
Ll - [3;’7 Ll]
Ly = [z, [z,L]] = B.

Definiciéon 11.4 Sea L un dlgebra de Lie no degenerada. Se define ZOC(L)
como la suma de todos los ideales internos minimales.

m
m

Teorema 11.5 Si L es no degenerada con B<
el ideal generado por B en L) es simple.

L entonces idp(B) (es decir,

Lema 11.6 L no degenerada, {z,h,y} sly triple se tiene que [x,x + h — y]
es un sly triple minimal.

Tenemos ZOC (L) < L, ademés ZOC(L) < &1, con I, simple no degen-
erada coincide con su zécalo y es 5 graduada.

Es suma de los ideales internos minimales.

Gs, Fy, y Ey todos los finito dimensionales coinciden con su zécalo.
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Teorema 11.7 Si L es simple no degenerada, B, B' <" L. FExiste un auto-
morfismo ¢ : L — L tal que ¢(B) = B'.

Si L es finito-dimensional sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero, entonces
m
B L

lo que implica que dimp(B) = 1. Si x € B entonces = es una raiz larga,
Fx < L. B es un ideal interno minimal si y solo si esta generado por una
raiz larga.

12 Relacién entre el zécalo de Lie y el z6calo
de Jordan.

Proposicién 12.1 Sv L es un dlgebra de Lie 2n + 1 graduada L = L_,, &
< Lo®- -+ Ly,. SeaV = (L_,,L,) = (V*,V7), entonces ZOC(V?)ZOC(L)N
Ve.

Proposicién 12.2 Sea L un dlgebra de Lie que coincide con su zocalo y sea
x € L tal que ad® = 0. Entonces existe y € L tal que [z,[z,y]] = —2x,
v, [y, z]] = —2y, es decir {z, h,y} es un sly triple.

Definicién 12.3 Se dice que B es un ideal interno principal de L si existe
z € L tal que ad®> =0 y B = ad%(L).

Teorema 12.4 Si L = ZOC(L) es no degenerada, entonces L wverifica la
c.c.d. de sus ideales principales.

Demostracion. Tenemos By D B, C --- D B, D --- principales.
By = [x1, [x1, L]] existe y; € L tal que {1, h1.y1} es un sly triple.
Tenemos que L = L_o® L_1 ® Lo ® L1 & Ly. Luego B; no sélo es ideal
interno principal de L sino que es ideal interno principal de (L_o, Ly) que es
un par que coincide con su zécalo. H

Teorema 12.5 Sea L un dlgebra de Lie no degenerada. Entonces el zécalo
de Jordan de L coincide con las componentes 3 graduadas del zécalo de L.

Tenemos pues la siguiente descomposicién

ZOC(L) = &8 ® S; & S;
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El altimo sumando es la parte 5 graduada. El primer término son los ideales
internos minimales sin elementos ad nilpotentes. El segundo sumando cor-
responde a la parte 3 graduada y los dos ultimos términos contienen ideales
internos minimales abelianos.

Para finalizar analicemos el zocalo en el caso asociativo.

Dada un &lgebra asociativa R, tenemos dos algebras de Lie importantes

L=[R,R]|/([R,RINZ(R)).

Supuesto que tenemos una involucién *, es decir (R, *), consideramos

K = SKew(R,*) C R~. Definimos
L* =[K,K]/(Z(R)N K, K]).

Teorema 12.6 St R es semuprima y coincide con su zocalo. Entonces L y
L* son no degeneradas y coinciden con su zocalo.

Teorema 12.7 Sea L un dlgebra de Lie simple no degenerada, ZOC (L) = L
conteniendo B C L ideal interno abeliano no trivial. Entonces, existe un

anillo R asociativo con o sin tnvolucion que coincide con su zocalo tal que
L=L olL"

Observemos que si R no tiene divisores de cero entonces L, L* tienen

ideales simples ZOC(L) = L, ZOC(L*) = L*.
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