TEMA 1.

1. INTRODUCCION

En este capitulo vamos a estudiar nociones basicas de teoria de anillos. In-
troduciremos las nociones de anillo, subanillo, anillo conmutativo, anillo unitario,
anillo de division y cuerpo. Estudiaremos las aplicaciones naturales entre anillos:
los homomorfismo de anillos. Veremos algunas propiedades fundamentales de la
estructura de anillo e iremos introduciendo, tanto ejemplos: Z,Q,R,C o Z,, (el
anillo de congruencias médulo n), como construcciones de nuevos anillos a partir
de otros conocidos: el anillo suma directa, el anillo producto cartesiano, el anillo
de endomorfismos de un grupo abeliano o los anillos de matrices.

2. DEFINICION BASICAS.

2.1 DEF. Un anillo es una terna (R, +,.) en donde R es un conjunto y “+”,

W

son dos operaciones en R tales que:
(1). (R,+) es un grupo abeliano:
— Propiedad asociativa: (a +b) + ¢ = a + (b + ¢) para todo a,b,c € R.

Elemento neutro: existe 0 € R tal que a + 0 = 0+ a para todo a € R

— Elemento opuesto: para todo a € R existe —a € R tal que a + (—a) =
(—a)+a=0.

Propiedad conmutativa: a + b = b + a para todo a,b € R.
(2). (R,.) verifica la propiedad asociativa: (a.b).c = a.(b.c) para todo a,b,c € R.

(3). Se verifican las propiedades distributivas: para todos a,b,c € R,
(a+b).c=a.c+b.c cla+b)=ca+cb

W

* Diremos que un anillo (R, +,.) es conmutativo si es conmutativa.

W

* Diremos que un anillo (R, +,.) es unitario si es una operacién unitaria y

R tiene mas de un elemento.

Nota: La primera operacion se llamarda suma. El neutro de la suma lo
denotaremos por 0. Al inverso de la suma lo llamaremos opuesto. La segunda
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operacion se llamard producto y la denotaremos por yuxtaposicién. Al neutro
del producto lo denotaremos, si existe, por 1. Al inverso del producto, si existe,
se llamara inverso.

2.2 EJEMPLOS. (1). Si consideramos (G, +) un grupo abeliano y definimos
un producto en G por: a.b := 0 para todo a,b € G, (G,+,.) tiene estructura de
anillo conmutativo.

(2). Z,Q,R,C con las operaciones usuales (todos son anillos conmutativos
y unitarios). M, (R), el anillo de matrices sobre los Reales, con las operaciones
usuales (anillo unitario, no conmutativo para n > 2). 2Z con las operaciones
usuales de Z (anillo conmutativo no unitario).

(3). Los anillos realmente no tienen que ser de “ntimeros”: sea X un conjunto
no vacio y denotemos por P(X) el conjunto de partes de X. Entonces (P(X), A, N)
tiene estructura de anillo conmutativo y unitario.

Nota: A denota la diferencia simétrica: dados A, B C X,

AAB = (A—B)U(B—A) = (AN B°) U (BN A°)

(4). Los anillos médulo n: Sea n un numero natural y consideremos Z,, :=
{0,1,2,...,n—1}. Observar que Z,, tiene n elementos. Dados a,b € Z,, definimos:

— La suma de a y b como el resto de dividir a + b por n.
x (Zn,+) es el grupo abeliano ya estudiado en el primer cuatrimestre.
— El producto de a y b como el resto de dividir a.b por n.

Entonces (Z,,+, ) tiene estructura de anillo conmutativo y unitario.

2.3 PROPOSICION. Sea (R,+,.) un anillo. Entonces:
(1) 0.a = a.0 =0 para todo a € R.
(2) a.(=b) = (—a).b = —(a.b) para todo a,b € R.
Si ademas R es unitario,
(3) la unidad es tnica.
(4) Sia € R esun elemento inversible, el inverso de a es tinico (al que denotaremos

por a1).

2.4 DEF. A los elementos inversibles de un anillo R se les denomina unidades.
El conjunto de las unidades de un anillo R se denota por U(R).
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Nota: (U(R),.) tiene estructura de grupo. Es maés, si R es conmutativo,
U(R) es un grupo abeliano.

2.5 DEF. Se dice que un anillo (R,+,.) es un anillo de divisién si es
unitario y todo elemento no nulo de R tiene inverso. Si ademds es conmutativo,
se dice que es un cuerpo.

Nota: Q,R,C son cuerpos.

Podriamos pensar que la propiedad que poseen Z,Q,R, o C: si a.b = 0,
entonces a = 0 0 b = 0 es cierta para todo anillo. Veamos un contraejemplo: en
Zi12, 6.4 =0y ni 6 ni 4 son nulos.

2.6 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un elemento no nulo ¢ € R es un
divisor de cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b € R tal que
a.b = 0. de manera andloga se define divisor de cero por la derecha. Un anillo
conmutativo y unitario sin divisores de cero por la izquierda y por la derecha se
denomina un dominio de integridad.

Nota: Todo cuerpo es un dominio de integridad. Z es un dominio de integri-

dad que no es cuerpo.

2.7 DEF. Sea (R,+,.) un anillo. Se dice que A C R es un subanillo de R,
y se representa A < R, si:

— La suma de R es una operacién interna en A: a + b € A para todos a,b € A
— El producto de R es una operacion interna en A: ab € A para todos a,b € A
— (A, +,.) tiene estructura de anillo.

Nota: Por tanto, para demostrar que un subconjunto A de un anillo R es un
subanillo tenemos que demostrar 9 propiedades. No obstante algunas son triviales:

* Si demostramos que la suma y el producto son operaciones internas, el
caracter asociativo y conmutativo de la suma, el caracter asociativo del producto
y las propiedades distributivas son validas para todo R, por tanto son validas para
elementos de A.

* hay que comprobar que 0 € A y que A contiene todos sus opuestos.

Luego para demostrar que A es un subanillo de un anillo R s6lo tenemos que
demostrar que (A, +) es subgrupo y que el producto es cerrado en A.

2.8 EJEMPLO. 2Z<Z<Q<R<LC.
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Nota: Un subanillo de un anillo unitario no tiene que ser unitario. Es maés,
aunque sea unitario la unidad del anillo y del subanillo no tiene que coincidir. (Por
resultados del primer cuatrimestre, el neutro de la suma si que coincide)

Nota: Todo subanillo de un dominio de integridad es un dominio de integri-
dad. En particular, todo subanillo de un cuerpo es un dominio de integridad.

3. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

3.1 DEF. Sean (R,+,.)y (R',4',.”) dos anillos. Se define un homomor-
fismo de R en R’ como una aplicacién f : R — R’ tal que:

fla+0b) = f(a)+' f(b) para todo a,b€ R,
f(a.b) = f(a)."f(b) para todo a,b € R.

Si f es inyectiva, se dice que f es un monomorfismo.
— Si f es sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo.

— Si f es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo. En este caso se dice que
los anillos Ry R’ son isomorfos.

— Si R = R/, se dice que f es un endomorfismo.
— Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.
— Si Ry R’ son dos anillos unitarios, diremos que f : R — R’ es un homomor-

fismos de anillos unitarios si f(1g) = 1.

3.2 PROPOSICION. Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S’ un
subanillo de R' y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces
(i) f(S) es un subanillo de R’.
(i) f71(S") :={r € R| f(r) =€ S’} es un subanillo de R.

En particular: Ker(f) := f~1(0), llamado el nicleo o Ker de f, es un
subanillo de R e Im(f) := f(R), llamada la imagen de f, es un subanillo de
R’ (cuando lleguemos a la estructura cociente en anillo veremos que Ker(f) tiene
propiedades muy interesantes).

Es mas:

— f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = 0.
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— f es un epimorfismo si y sélo si Im(f) = R'.

Nota: Si Ry R son dos anillos y f : R — R’ un homomorfismo de anillos,
f(0)=0y f(—a) = —f(a). {Sera cierto que f(1) =1'? ;Que ocurre entonces con
los elementos inversibles de R?

3.3 PROPOSICION. Sean Ry R’ dos anillos y f: R — R’ un homomorfismo
de anillos. Entonces:

(i) Si R es un anillo unitario, Im(f) es un anillo unitario con unidad f(1).
(ii) Si a es un elemento inversible de R, f(a) es un elemento inversible de Im( f).

(iii) Si f essobreyectiva, entonces f(1) = 1"y f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.

(iv) Si Ry R’ son unitarios y f(1) = 1’, f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.

Nota: Cada estructura que demos en algebra tendra su homomorfismo aso-
ciado. Por ejemplo: si R es un subanillo de R/, la inclusiéon de R en R’ es un
monomorfismo de anillos. Es més: si f: R — R’ es un monomorfismo de anillos,
entonces R es isomorfo a Im(f) < R’, por lo que se puede considerar que R es un

subanillo de R’.

3.4 EJEMPLO. La aplicacion nula y la identidad siempre son homomorfismos
de anillos. Sea R un anillo y a € R una unidad. Entonces f, : R — R definido
por fu(z)=a"t

En la siguiente proposicion vamos a demostrar que todo anillo se puede
“sumergir” en un anillo unitario:

za es un automorfismo de R.

3.5 PROPOSICION. Sea R un anillo. Entonces Z x R con suma y producto:

Ar)+ (s r") s = (At pr +77)
A7) (") = A, X'+ pr + 1’

Tiene estructura de anillo unitario. Es més, la aplicacién 1 : R — Z x R dada por
¥ (r) = (1,7) es un monomorfismo de anillos.

3.6 DEF. Sea R un anillo. Se define la unitizacién de R, y se representa por
R' como R, si éste ya es un anillo unitario o Z x R caso de que R no sea unitario.

Nota: El conjunto de los homomorfismos entre dos anillos R y R’ no tiene
muy buenas propiedades, ya que ni la suma natural de aplicaciones es un homo-
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morfismo: si consideramos la identidad en Z, el anillo de los enteros, se tiene que
Id + Id no es un homomorfismo. ;Cuales son los endomorfismos de Z?

3.7 No obstante, dados dos grupos G y G’ definimos Hom(G, G’) como el con-
junto de todos los homomorfismos de G en G’. Se tiene entonces que Hom(G, G’)
es un grupo con la suma usual: dados f,¢g € Hom(G, G’),

f+9:G— G definidapor f+ g(a)= f(a)+ g(a).

Es mas, si G’ es conmutativo, Hom(G, G”) es un grupo abeliano y, si denotamos por
End(G) al conjunto de todos los endomorfismos de un grupo abeliano G, End(G)
con la suma usual y la composicién de aplicaciones, (End(G),+,0) es un anillo
unitario.

3.8 TEOREMA. Todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo de
endomorfismos de un cierto grupo abeliano.

Proof: Consideremos R' con su estructura de grupo abeliano. Veamos que
la aplicacion
®: R — End(R'

. o, definido por ®,.(r") = rr’

es un monomorfismos de anillos: dados r; y ro elementos de R,
— Q4 (1) = (r1 + o) =rir o’ =0, () + Dy (1)
— &, D, (r") =7r1(ror’) = (rirg)r’ = @y (17)

Lo que demuestra que es un homomorfismo de anillos. Por ultimo, si ®, = 0,
0=®,.(1) =r, lo que demuestra que es inyectiva. B

Nota: Este teorema nos dice como son todos los anillos. Al igual que el
teorema de Cayley este resultado es poco tutil.

3.9 PROPOSICION. Sean (R,+,.)y (R',+',.) dos anillosy f : R — R
un isomorfismo de anillos. Entonces f~! : R’ — R también es un isomorfismo de
anillos.

Nota: La aplicacion inversa de un automorfismo f : R — R es precisamente
el inverso de f en End(R) (considerado R unicamente como grupo abeliano).

4. LA CARACTERISTICA DE UN ANILLO

4.1 DEgF. Sea R un anillo. Si existe el menor natural n € N tal que
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a+---""+a=0 para todo a € R se dice que la caracteristica de R es n. En caso
contrario se dice que la caracteristica de R es cero.

4.2 EJEMPLO. Para cada n € N, la caracteristica de Z,, es n. La carac-
teristica de Z es cero.

4.3 PROPOSICION. Sea R un anillo unitario. Entonces la caracteristica de
R o es cero o el menor natural tal que 1+---+1 =0 (o excluyente).

Nota: La caracteristica de un anillo y de su unitizacién no tienen que coin-
cidir. Es mas, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

Nota: ;Se te ocurre una nueva construccién para “sumergir” un anillo no

unitario en un anillo unitario manteniendo la caracteristica?

4.4 PROPOSICION. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o
un numero primo.

5. EL PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS.

5.1 PROPOSICION. Sea I un conjunto de indices y R;, i € I una familia de
anillos. Entonces II;c;R; con su estructura habitual de grupo abeliano:

HieIRi = {(ri)iel con r; € Ri, 1€ I}

* Con suma: (r;)icr + (7])icr = (ri + 175 )icr
x y producto dado por componentes, (7;)icr.(r})icr = (ri.7})icr

tiene estructura de anillo, llamado el producto directo de los R;.

5.2 DEF:. Sean R;, ¢ € I una familia de anillos y sea R = Il;c/R; el
producto directo de los R;. Se define la proyeccién ‘“candénica” de R en Ry,
con k € I, como:

Ty - R — Ry

(ri)ier +— Tk
Es facil ver que para cada k € I, m; es un epimorfismo de anillos.
5.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS..

Sean R;, ¢ € I una familia de anillos y sea R = Il;c;R; el producto directo de
los R;. Entonces para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
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fi : R — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R — R tal que para
cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

T
R Rk

.,

fx

o

Es mas, Si R es un anillo y pi: R— R; son una familia de epimorfismos de
anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
fi + R — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que para
cada k € I el diagrama anterior es conmutativo, entonces R es isomorfo a I[LierR;.

Demo: Vamos a suponer en principio que existe este homomorfismo de anillos
y demostremos que entonces sélo se puede definir de una manera, por lo que
demostraremos que, caso de existir, es tinico. Luego veremos que esta solucion
verifica lo que queremos.

1-. Supongamos que existe f : R’ — Il;c;R; tales que 7 o f = fi tenemos
entonces que dado ' € R', fi.(r") = m(f(r')), por lo que la coordenada k-esima
de f(r") es fiu(r'). Ast, f(r') = (fi(r'))ier-

2-. Comprobemos entonces que la aplicacién f : R’ — Il;crR; definido por
f(r")y = (fi(r")icr es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ;Es homomorfismo de grupos?

Oy +rh) = (filrh +79))ier = (fs(r}) + fi(r2))ier = (fi(r))ier + (fi(ry))ier
= f(r1) + f(ry)

* ;Es homomorfismo de anillos?

flriry) = (fi(ryrg))ier = (fi(r1)-fi(r))ier = (fi(r)))ier-(fi(rh))icr
= f(r1)f(ry)

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro

T o f(r') = m((fi(r"))ier)) = fu(r').
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Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto
cartesiano de los {R; }icr. Sea R un anillo y gi: R — R; una familia de epimorfis-
mos de anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de
anillos f; : R© — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que
para cada k € [ el diagrama

Ok

R R

.,

fx

o

es conmutativo.

Si consideramos ahora R’ = Il;c;R; y f; = II; las proyecciones candnicas
tenemos, aplicando varias veces esta propiedad fundamental, que:

En donde fog=1Idg y go f = Idng, lo que demuestra que tanto f como g
son isomorfismos, y por tanto R y II;c;R; son anillos isomorfos.

6. LA SUMA DIRECTA DE ANILLOS.

6.1 PROPOSICION. Sea I un conjunto de indices y R;, ¢ € I una familia de
anillos. Entonces ,.; R;, con su estructura habitual de grupo abeliano:

@Ri ={(ri)ier € WjerR; | i =0 para casi todo i}
icl

* Con suma: (r;)ier + (7})ier = (i +75)ier

* y producto dado por componentes, (7;)icr.(7})ier = (5.7} )ier
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tiene estructura de anillo, llamado la suma directa externa de los R;.

Demo: Es claro que si sumo o multiplico dos elementos del producto con un
numero finito de coordenadas no nulas, obtengo un elemento con un nimero finito

de coordenadas no nulas, ver [2.3, (2)] para el producto. Es decir, @, ; R; es un

iel
subanillo del producto directo de anillos (ya que sabemos que es un subgrupo).

Nota: Si #I < oo se tiene que la suma directa y el producto directo son
isomorfos.

6.2 DEF:. Sean {R;};cr una familia de anillos y sea P, ; R; la suma directa
de éstos. Entonces para cada k € I se define la inclusiéon candnica de Rj en
@, Ri y se representa por

pr : R — EB R;
iel
como pk(rg) = (z;)icr en donde x; = 0si ¢ # k y x = ri. Es decir, el vector de
II;c 1 R; que tiene todas las coordenadas cero, salvo la k que vale rx. Es claro que
Pk €s un monomorfismo de anillos.

6.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA SUMA DIRECTA DE ANILLOS.. Sean
{R;}icr una familia de anillos y sea P,.; R; la suma directa de éstos. Entonces
para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos {f;}ics tales
que f; : R; — R’ verificando fs(zs).fr(z,) = 0 para todos z, € R,,xs € Ry
con r,s dos elementos distintos de I, existe un tinico homomorfismo de anillos
f:@,cr Ri — R’ tal que para cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

&R Pk

Es més, Si R es un anillo ygi:Ri — R son una familia de monomorfismos de
anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
fi : R; — R’ tales que f; : R; — R’ verificando f,(zs).f,(z,) = 0 para todos x, €
R,.,zs € Rs con r,s dos elementos distintos de I, existe un tinico homomorfismo
de anillos f : R — R’ tal que para cada k € I el diagrama anterior es conmutativo,
entonces R es isomorfo a DP,c; Ri.
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Demo: Vamos a suponer en principio que existe este homomorfismo de anillos
y demostremos que entonces sélo se puede definir de una manera, por lo que
demostraremos que, caso de existir, es unico. Luego veremos que éste verifica lo
que queremos.

1-. Supongamos que existe f : @,.; Ri — R’ tal que fop, = fi ten-
emos entonces que dado rp € Ry, fi(rr) = f(pr(rk)), por lo que f((ri)icr) =
J( ier(pi(rs))) = > ;c; fi(ri). Observar que, aunque no lo parezca, por definicién
de suma directa estd es una suma finita (en grupos no podemos sumar un nimero
infinito de elementos).

2-. Comprobemos entonces que la aplicacién f : @, ; R; — R’ definido por
f((ri)ier) = >_;eq fi(ri) es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ;Es homomorfismo de grupos?

F((riier + (rier) = f((ri +riier) = Y filri +17)

i€l

Z Tz +Zfz TZ)ZGI)+f(( )ZEI)

el el

* jva bien con el producto?

F(riier-(r)ier) = f((rir))ier) = Y _ filrir)) =Y filri).fi(r})

1€l el

) Zfi(ri)' Zfi(r;) = f((ri)ier)-f((r)ier)

i€l el

Nota: Observar que la igualdad () es cierta ya que f;(r;).f;j(r;) = 0 para
todo i,5 € I con i # j.

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro
fopr(rr) = fi(re).

Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto
cartesiano de los {R; }ie;. Sea R un anillo y ¢; : R; — R una familia de monomor-
fismos de anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos
de anillos f; : R; — R’ existe un tnico homomorfismo de anillos f : R — R’ tal
que para cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:
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~ Ok
R Ry
f
" R
Si consideramos ahora R' = @, .; R; y fi = pi las inclusiones canénicas

tenemos, aplicando varias veces esta propiedad fundamental:

Ok

Rk

9k

En donde go f =Idpy fog= Id® g, 10 que demuestra que tanto f como

g son isomorfismos, y por tanto R y @, ; Ri son anillos isomorfos.

i€l

7. EL ANILLO DE MATRICES

7.1 PROPOSICION. Sea R un anillo y n € N. Entonces M,,(R) con su suma
y producto habitual tiene estructura de anillo. Es maés,

— M, (R) es conmutativo si y s6lo si R es conmutativo y n = 1.
— M, (R) es un anillo de divisién si y s6lo si R es un anillo de divisién y n = 1.

— M, (R) es un cuerpo si y sélo si R es un cuerpo y n = 1.

8. EL ANILLO DE POLINOMIOS Y EL ANILLO DE SERIES FORMALES

8.1 DEF. Sea R un anillo. Se define el anillo de series formales sobre R y
se representa por R[[X]] como:

R[X]:={f:N— R} supondremos en este caso que 0 € N
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con suma y producto dado por:
(f +9)(k) : = f(k) + g(k)
k
(Fo)k) =3 Fi)g(k =)

@
I
=)

R[X]:={f:N— R f(i) = 0 casi para todo i}

9. HECHOS DESTACABLES:

* Se han dado los anillos Z, Q, R, C, el anillo de congruencias médulo n (para n
cualquier natural) y como ejemplo més abstracto (P(X), A, N) para cualquier
conjunto X.

* Tenemos los subanillos de cualquier anillo dado.
* Dado cualquier grupo abeliano G tenemos el anillo End(G).

* Podemos construir el producto directo, asi como la suma directa de una familia
arbitraria de anillos.

+x Podemos construir el anillo de matrices de un anillo dado.
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