TEMA 2.

1. INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar mas en profundidad los anillos de integridad:
recordamos que dado un anillo R, un elemento no nulo a € R se dice que es un
divisor de cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b € R tal que
a.b = 0. De manera andloga se define divisor de cero por la derecha. Un
dominio de integridad es un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero.

Como primer resultado obtendremos que los dominios de integridad son pre-
cisamente los anillo R en los que las ecuaciones aX +b =0y Xa+ b = 0, con
a,b € R, caso de tener solucién, estd es unica (esto no es mas que otra forma de
expresar las leyes de cancelacién).

Observamos que los anillos de divisién son precisamente los anillos en los que
estas ecuaciones tienen solucién tnica.

Como tltimo resultado de la secciéon demostraremos que todo dominio de
integridad finito es cuerpo. Para finalizar el tema, demostraremos el Teorema
(pequenio) de Fermat y una generalizacion de este, el teorema de Euler.

Nos haran falta los siguientes resultados (todos ellos visto en el primer cu-
atrimestre):

* Toda aplicacién inyectiva de un conjunto finito en si mismo es biyectiva.

>*

Algoritmo de la division.

%

Nociones de divisibilidad. Los nimeros primos.

Factorizacién de ntimeros enteros.

*

*x El maximo comun divisor. El teorema de Bezout.

* El minimo comin multiplo.

2. PRIMERAS PROPIEDADES

2.1 DEgF. Diremos que un anillo R verifica la ley de cancelacion por la
izquierda si dados a,b,c € R con ¢ # 0, ca = c¢b entonces a = b. Diremos que un
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anillo R verifica la ley de cancelacion por la derecha si dados a,b,c € R con ¢ # 0,
ac = bc entonces a = b.

2.2 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) R verifica la ley de cancelacién por la izquierda.
(ii) R no tiene divisores de cero por la derecha.
(iii) R no tiene divisores de cero por la izquierda.
(iv) R verifica la ley de cancelacién por la derecha.

Nota: A partir de ahora hablaremos de anillos que verifican la ley de can-
celacion y anillos sin divisores de cero.

Nota: Todo dominio de integridad y todo anillo de divisién (en particular

todo cuerpo) verifica la ley de cancelacion.

2.3 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) R no posee divisores de cero.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, las ecuaciones aX +b=0y
Xa+ b =0, si poseen solucion, ésta es unica.
2.4 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) R es un anillo de division.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, las ecuaciones aX +b =0y
Xa + b= 0, poseen solucion tnica.
2.5 TEOREMA. Todo dominio de integridad finito es cuerpo.

Demo: Sea D un dominio de integridad finito y 0 # a € D. Veamos que a
es un elemento inversible de D. Consideremos la aplicacion

¢o: D — D definida por ¢,(x) = ax.
Como D verifica la ley de cancelacion por la izquierda, ¢, es una aplicaciéon inyec-

tiva y como D es finito, ¢, es sobreyectiva. Por tanto, existe b € D con ab = 1.
Por 1ltimo, como D es conmutativo ab = ba = 1 y a es inversible con inverso b. m
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Nota: Hemos demostrado un poco mas:

* Un anillo unitario y finito sin divisores de cero por la derecha (o por la
izquierda) es un cuerpo: por la demostracién anterior dado a € R existe b € R
con ab = 1. Si repetimos el proceso para b, existe ¢ € R con bc = 1. Pero entonces
a = a(bc) = (ab)c = ¢ lo que demuestra que a = ¢ es un inverso para b en D, o lo
que es lo mismo, que a es inversible con inverso b.

* Si R es un anillo finito y unitario y a € R es un elemento que no es divisor
de cero por la izquierda, entonces existe b € R con ab = 1. Si ademas a no es
divisor de cero por la derecha, a es inversible (tomamos la aplicacién p,(b) = ba y
repetimos el argumento.

3. RECUERDO DEL PRIMER CUATRIMESTRE

Vamos a trabajar con Z, el anillo de los enteros y su orden usual (recordamos
que (N, <) es un conjunto bien ordenado: todo subconjunto no vacio de N posee
un minimo).

3.1 ALGORITMO DE LA DIVISION. Dados m,d € Z, con d > 0, existen dos
unicos elementos ¢,r € Z, con 0 < r < d, tales que m = cd + r.

Nota: Se considera el conjunto {m—td |t € Z y m—td > 0}. Se demuestra
que es no vacio y se toma como 7 es minimo en este conjunto. Posteriormente se
demuestra la unicidad. m

3.2 DEF. Sean n,m € Z. Diremos que n divide a m (o que m es miltiplo
de n) si existe r € Z tal que m = nr.

3.3 DEF. Sean n,m € Z no nulos. Se define el maximo comun divisor de m
y m y se representa por med(n, m) como un d € Z tal que:
(i) d > 0.
(ii) d divide a n y a m.
(iii) Si a divide a n y a m, entonces a divide a d.

Nota: No hay que ser crédulo, hay que demostrar que este niimero siempre
existe.

3.4 DEF:. Sean n,m € Z no nulos. Se define el minimo comin miltiplo de
m y n 'y se representa por MCM(n,m) como un D € Z tal que:
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(i) D > 0.
(ii) n y m dividen a D.
(iii) Si ny m dividen a a, entonces D divide a a.
Nota: Lo mismo de antes.

3.5 TEOREMA DE BEzouT. Sean n,m € Z no nulos. Entonces existen
x,y € Z tales que med(n, m) = xzn + ym.

3.6 DEF:. Se dice que p € Z es un ntmero primo si p > 2 y los unicos
divisores de p son £1, £p.

3.7 TEOREMA. Sea p un nuimero primo de Z y sean ny,ns,...,ng € Z, con
k € N. Entonces, si p divide a II¥_;n;, existe s € {1,...,n} tal que p divide a n,.

3.8 TEOREMA DE FACTORIZACION. Sea n € Z con n > 1. Entonces n se
puede escribir de forma tnica (salvo permutacién) como producto de primos.

3.9 TEOREMA. Sean n,m € Z no nulos. Entonces

med(n, m)MCM(n,m) = nm

4. ALGUNOS RESULTADOS EN TEORiA DE NUMEROS

4.1 PROPOSICION. Sea n € N. Entonces a € Z,, es divisor de cero si y sélo
si m.c.d(a,n) # 1 si y solo si a no es inversible. Por tanto, Z,, es un cuerpo siy
solo si n es un niimero primo.

Demo: Sea a € Z. Supongamos en primer lugar que mcd(n,a) = 1. En-
tonces, por la igualdad de Bezout existen x,y € Z tales que za + yn = 1. Si
miramos esta igualdad en Z,, lo que obtenemos es: 1 = za + yn = Ta + yn = Ta
y por tanto a es un elemento inversible de Z,,, por lo que no es divisor de cero. Si
med(a,n) = d # 1, entonces a = da’, n = dn’ con n’ < n. Por tanto 0 # ' € Z,
y ai' = da'n’ = a/n =0, con lo que a es divisor de cero y no es inversible. m

4.2 TEOREMA DE FERMAT. Sea p un ntmero primo y a € 7Z tal que p no
divide a a. Entonces a?~! =1 (mod p).

Demo: Consideremos (U(Z,,), ) el grupo de los elementos inversibles de Z,.
Tenemos entonces, por un lado, que #U = p — 1 y por otro que si p no divide a



Curso de Introduccién al Algebra (2005-2006) 5

a, med(p,a) = 1y a € U(Zy,). luego por el Teorema de Lagrange, a?~! = 1 en
U(Zy), o 1o que es lo mismo, a?~! = 1(mod(p)). m

4.3 COROLARIO. Sea p € Z primo y a € Z. Entonces a? = a (mod p).

4.4 DEF. Se define la funciéon de Euler como la aplicaciéon ¢ : N — N
definida por
¢(n)=#{a€eN]a<n y m.cd(a,n) =1}

4.5 TEOREMA DE EULER. Sea a,n € N tales que m.c.d(a,n) = 1. Entonces
a®™) =1 (mod n).

Demo: Andloga al teorema de Fermat. m
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