TEMA 4.

1. INTRODUCCION

En este capitulo vamos a introducir la estructura cociente. En el cuatrimestre
anterior se ha estudiado esta nocién en el contexto de grupos, apareciendo la nocién
de subgrupo normal: Dado un grupo GG y un subgrupo N, se podia construir la
estructura cociente QQ/N siy s6lo si N era subgrupo normal de G.

Dado un anillo R y una relacién de equivalencia = en R vamos a definir una
estructura de anillo en el conjunto cociente R/ 22, en donde la suma y el producto
queden definidos por:

T+y:=x+y
Iy =Ty
Nota: Lo cual, al igual que en el caso de grupos, significa “buscar” cuales son las
relaciones de equivalencia compatibles con las operaciones del anillo.

Si consideramos G un grupo con elemento neutro e y = una relacién en G que
de estructura de grupo al cociente, tenemos:

— La clase del elemento neutro [e], es cerrada para la suma: [e] 4 [e] = [e].

~Sizele, 7! €le]: sixele, ] = [e]le] = [z][z7!] = [e]z7] =[]
Por lo que [e] resulta ser un subgrupo.

— [e] es un subgrupo normal de G: dado =z € [e] e y € G, [yzy~ ] =
W]y~ = Wllelly~"] = [wlly~"'] = [e]. Por lo que yzy~" € [e].

Por tltimo, si definimos la relacion: dados x,y € G diremos que z = y si y
solo si acy_l € [e]. Resulta que la clases de equivalencia de = y = coinciden, por lo

que son la misma relacién de equivalencia. Asi, se introduce la estructura cociente
de un grupo G respecto de un cierto subgrupo normal N.

Veamos que sucede en teoria de anillos.

2. IDEALES DE UN ANILLO

Sea R un anillo y =2 una relacién de equivalencia en R. Queremos definir una
estructura de anillo en el conjunto cociente R/ 22, en donde la suma y el producto
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queden definidos por:
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Tenemos que (R/ 2, +) va a tener estructura de grupo, por lo que las tinicas
posibles relaciones de equivalencia vienen dadas a partir de subgrupos normales
de (R, +).

Nota: Como (R,+) es un grupo abeliano, cualquier subgrupo de R es un
subgrupo normal.

Sea R un anillo, I un subgrupo de Ry = larelacién x = ysiysolosiz—y € I.
Supongamos que R/ 2 tiene estructura de anillo. entonces:

~Dadoz € R,y eI, [z][y] = [0][y] = [0], [y][x] = [y][0] = [0]. Por lo que para
todox e R,yel, xy,yxr € 1.

Veamos que ésta es la condicién que nos faltaba.

2.1 DEF. Sea R un anillo. Se dice que I C R es un ideal de R si I es un
subanillo de R tal que para todox € R, y € I, xy,yx € I.

2.2 EJEMPLOS. — Sea R un anillo, entonces R y {0} son siempre ideales
de R (llamados triviales).

— Sea Z el anillo de los enteros. Entonces para cada n € N el conjunto nZ

es un ideal de Z.

2.3 PROPOSICION. Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces si I contiene
un elemento inversible de R, I = R. Por tanto los tinicos ideales de un anillo de
divisién son los triviales.

2.4 TEOREMA. Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces:

(i) La relaciéon x = y si y solo si x —y € I es de equivalencia.

(ii) (R/ =,+, ) con las operaciones
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tiene estructura de anillo.

El anillo anterior se denota por R/I y se llama el anillo cociente de R
sobre 1.
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Asociado a cada estructura hay asociado un homomorfismo, en el caso de
anillos de cocientes no iba a ser menos:

2.5 DEF. Sea R un anillo y I un ideal de R. Entonces la aplicacion
m : R — R/I definida por w(r) = [r] es un epimorfismo de anillos (llamado el
epimorfismo de proyecciéon de R en R/I).

2.6 TEOREMA (PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL COCIENTE). Sean Ry R’

dos anillos y f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Sea I un ideal de R tal que
I C Ker(f). Entonces la aplicacién f : R/I — R’ definida por f(z) := f(z) es un
homomorfismo de anillos.

2.7 TEOREMA (PRIMER TEOREMA DE ISOMORF{A). Sean Ry R’ dos anillos
y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:
(i) Ker(f)<R.
(i) R/Ker(f) = Im(f). Es més, la aplicacién f : R/ Ker(f) — Im(f) definida
por f([z]) := f(x) es un isomorfismo de anillos.

2.8 EJEMPLO. Sea Z el anillo de los enteros y n € N. Entonces Z/nZ = Z,,.

2.9 DEF. Sea R un anillo. Se dice que I es un ideal por la izquierda de R y
se representa por I <; R si I es un subanillo de R tal que para todo z € R, y € I,
xy € I. Se dice que I es un ideal por la derecha de R y se representa por I <, R
si I es un subanillo de R tal que paratodo x € R,y € I, yx € I.

Nos va a interesar construir ideales a partir de elementos. El siguiente teorema
nos dice como.
2.10 PROPOSICION. Sea R un anillo y z € R. Entonces:
(i) Rz = {az | a € R} es un ideal por la izquierda de R. Si R es unitario z € Ruz.

(i) Rz + Zz es un ideal por la izquierda de R que contiene a x. Es maés, éste es
es el ideal por la izquierda més pequeno de R que contiene a x.

(ili) R = {za | a € R} es un ideal por la derecha de R. Si R es unitario = € zR.

(iv) R+ Zz es un ideal por la derecha de R que contiene a x. Es més, éste es es
el ideal por la derecha mas pequeno de R que contiene a .

(V) RzR = {3 ;iitq @ibi | ai,b; € R} es un ideal de R. Si R es unitario,
r € RxR.
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(vi) RxR+ Rx + xR + Zz es un ideal de R que contiene a z. Es més, éste es es
el ideal mas pequeno de R que contiene a x.

2.11 PROPOSICION. Sea R un anillo y I1,I5 dos ideales (ideales por la
izquierda, por la derecha) de R. Entonces:

(i) 11 NI es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.
(ii) Iy + Iz es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.

(i) L1Is == {D> vy, | vi € Ih,y; € L2} es un ideal (ideal por la izquierda, por la
derecha) de R.

Es mas, si Iy, I, son ideales de R, entonces I1Is C Iy NIy C I7 + Is.

2.12 TEOREMA. Sea R un anillo e I, I5 dos ideales de R. Entonces:
(i) I, I son ideales de Iy + I y I; N I5 es ideal tanto de Iy como de Is.
(ii)) I + I2/1; = I/ N (11 N I3).

2.13 TEOREMA. Sea R un anillo e I; C I5 dos ideales de R. Entonces:
(i) I1/1I2 es un ideal de R/I5.
(ii) (R/12)/(I1/12) = R/1y.

3. SUBCUERPO PRIMO

En esta seccion vamos a ver que todo anillo de division A contiene como
subanillo a Z, o a Q. Mas precisamente:

3.1 TEOREMA. Sea [ un cuerpo. Entonces:
(i) Si T tiene caracteristica cero, Q C F.
(i) SiF tiene caracteristica p, Z, C F.
A Q o Z,, con p un nimero primo, se les denomina los subcuerpos primos.

Proof: Sea la aplicacién f : Z — F definida por f(n) =1+ o4l = nl
Claramente, f es un homomorfismo de anillos, es mas:

* Si la caracteristica de A es 0, f es un monomorfismo de anillos, por lo
que aplicado la propiedad fundamental del cuerpo de fracciones de un dominio
de integridad, existef : Q — F un monomorfismo de anillos, por lo que se puede
considerar Q contenido en F.
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* Si la caracteristica de F es un nimero p, (que sabemos que es un nimero
primo), Ker(f) = pZ y por el primer teorema de Isomorfia

Ly, = 7] Ker(f) = Im(f) C F.

lo que nos demuestra el teorema. =

4. IDEALES PRIMOS, IDEALES MAXIMALES

Los dos ultimos resultados importantes de este tema se van a centrar en teoria
de anillos unitarios. No obstante las definiciones se haran de forma general.

4.1 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es maximal si [ # R
y dado cualquier ideal J de R tal que I C J C R se tiene que J =10 J = R.

4.2 TEOREMA. Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es maximal
si y solo si el anillo cociente R/I es un cuerpo.

Proof: Supongamos que R/I es un cuerpo y sea J un ideal de R distinto de
I con I C J. Entonces, dadox € J —1,0%# x € R/I y como R/I es un cuerpo,
existe z € R/I tal que 7z = 1. Por tanto, 2z — 1=y € [ yasi, l =xz—y € J,
vaquezz € Jyyel CJ. Luego J = R al contener a 1.

Supongamos que I es un ideal maximal de Ry sea 0 # & € R/I. Tenemos
entonces que x ¢ I. Por otro lado, Rx es un ideal de R que contiene a x (ya que
R es conmutativo y unitario) y por tanto I + Rx es un ideal de R que contiene
a Iy a x, por lo que, por la maximalidad de I, I + Rx = R. Asi, existe y € [
y 2z € Rcon y+ zx =10 lo que es lo mismo, z = 1 en R/I. Luego R/I es un
anillo conmutativo y unitario en donde todo elemento no nulo tiene inverso, R/I
es un cuerpo. m

4.3 DEF:. Se dice que un anillo R es simple si los tinicos ideales que posee
son los triviales.

Ya sabemos que los anillos de divisién y en particular los cuerpos son anillos
simples. En el caso de anillos conmutativos y unitarios se tiene el reciproco:

4.4 COROLARIO. Un anillo conmutativo y unitario R es un cuerpo si y sélo
si sOlo posee los ideales triviales.
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Proof: Si R es un cuerpo, R sélo tiene los ideales triviales. Si R es un anillo
conmutativo y unitario que sélo posee los ideales triviales, {0} es un ideal maximal
de Ry por tanto, R/{0} = R es un cuerpo. m

Hay ejemplos de anillos simples que no son de division:
4.5 TEOREMA. Sea R un anillo y n € N. Entonces Z es un ideal de M,,(R)
si y solo si Z = M,,(I) para I un ideal de R.
Proof: Sea I un ideal de R. Entonces M, (I) es un ideal de M,,(R):
* (M (I),+) es un grupo abeliano: dados (yi;)7i—1, (¥i;)5=1 € Mn(I),
= Wij)ii=1 + Wij)ii=1 = Wij + ¥i;) =1 € Mu(I).
= (0ij)ij=1 € Man([)
— El opuesto de (yi;)7—1 es (=¥ij)i=1 € Mn(I)
* Veamos que es un ideal: dados (yi;)7i—1 € Mn(I) y (zi5)5=1 € Mn(R),

(i) Wig)l=1 = Ckm1 Tik¥kj)ij=1 € Mau(I), ya que wyyx; € I para
cualesquiera i, j, k € {1,2,---,n}.

— Wig)=1 (i) =1 = ey Yiktrg)ij=1 € Mu(I), ya que yipyzyr; € I para
cualesquiera i, j, k € {1,2,---,n}.

Sea ahora Z un ideal de M,,(R). Veamos que existe un ideal I de R tal que
T = M,,(I): denotemos por e;; la matriz de M,,(R) que tiene un uno en el lugar
ij y ceros en el resto.

* Dada una matriz A = (a;;)j5_; € Mn(R), A= Z?j:l eiiAe;;: sélo hay que
darse cuenta que e;; Ae;; es la matriz que tiene a a;; en el lugar ij y ceros en el

resto.

*SiY = (%j)%;l € 7, y considero x,s; € R la coordenadas rs de esta matriz,
entonces la matriz A que tiene a x,, en el lugar r’s’ y ceros en el resto pertenece
a Z: solo hay que darse cuenta que A = erxr(xrs)?j:lessl.

Consideremos la aplicacién
w1t Mp(R) — R definida por  7((z:5)7-1) = 11

y sea I = m11(Z) (el conjunto de las coordenadas 11 de cada matriz de 7).

Veamos que Z C M,,(I): dado Y € Z, por la propiedad segunda, cada coor-
denada de Y pertenece a I.
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Veamos que M,,(I) C Z: dada una matriz A € M,(I), por la propiedad
primera, A = Z?jzl eiiAej; y por la propiedad segunda cada matriz e;; Ae;; € Z.m

4.6 COROLARIO. Sea R un anillo simple y unitario. Entonces para cada
n € N, M,,(R) es un anillo simple y unitario. En particular M,,(F) es simple (y
no es un cuerpo o un anillo de divisién) para cada cuerpo F.

En particular M,,(F) es simple (y no es un cuerpo o un anillo de divisién)
para cada cuerpo F.

4.7 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es primosi I # Ry
para todos z,y € R tales que zy € [ se tienequex € [ oy € I.

4.8 TEOREMA. Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es primo
si y solo si el anillo cociente R/I es un dominio de integridad.

Proof: Supongamos que el anillo cociente R/I es un dominio de integridad
y sean x,y € R con zy € I. Tenemos entonces que Ty = 0 en el dominio de
integridad R/I porloqueoz=0,yasiz € [ogy=0,yasiyel.

Supongamos que [ es un ideal primo de R. Veamos que el anillo cociente R/I
es un dominio de integridad. Sean z,y € R/I, con Zy = 0. Entonces 7y = 0 y por
tanto ry € I. Luegor € [, yasiz =00y € I, y asi jy = 0. Asi, R/I es un anillo
conmutativo y unitario sin divisores de cero. m

4.9 COROLARIO. Sea R un anillo conmutativo y unitario. Entonces todo
ideal maximal de R es primo.

Proof: Si I es un ideal maximal de R, R/I es un cuerpo y por tanto un
dominio de integridad, lo que implica que I es un ideal primo. m
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