TEMA 6.

1. INTRODUCCION

Hemos estudiado a lo largo del curso dos anillos de integridad: Z, el anillo
de los enteros, y F[X] con F un cuerpo, el anillo de polinomios con coeficientes en
un cuerpo, que ademas de ser dominios de integridad tienen una propiedad muy
curiosa: todo elemento se escribe “de forma tunica” como producto de “primos”.
En este tema vamos a estudiar dominios de integridad con esta propiedad, los
dominios de factorizacién tunica.

2. DEFINICIONES

2.1 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que u € D es una unidad
si u es un elemento inversible de D. Dados a,b € D. Se dice que a divide a b y se
representa alb si existe ¢ € D tal que b = ac.

2.2 PROPIEDADES. Sea D un dominio de integridad y sean a,b,c € D.
Entonces:
(i) ala.
(ii) Si alb y b|c, entonces alc.
(iii) Si alby alc, entonces a|zb + yc para todo x,y € Z.
2.3 PROPOSICION. Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) alb y bla.
(ii) Existe v € D una unidad tal que a = ub.
(iii) Da = Db (El ideal generado por a coincide con el ideal generado por b).
Si a, b verifican las condiciones anteriores, se dice que a y b son asociados y

se representa por a ~ b.

2.4 COROLARIO. Sea D un dominio de integridad. Entonces la relaciéon ~
es de equivalencia.
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2.5 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D
es irreducible si:

(i) p no es una unidad ni es cero.

(ii) Si p =ab con a,b € D, entonces a o b es una unidad de D.

2.6 EJEMPLO. Los nimeros primos de Z o los polinomios irreducibles de
F[X], con F un cuerpo, son irreducibles.

2.7 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad y sea 0 # p € D que no es
unidad. las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p es irreducible.
(ii) Si d|p, entonces d es inversible o d ~ p.
(iii) Si p = ab entonces p ~a o p ~ b.

2.8 COROLARIO. Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D con a
irreducible. Entonces si b ~ a, b es irreducible.

2.9 DEeF. Se dice que un dominio de integridad verifica la condicién de
cadena ascendente (C.C.A.) para sus ideales principales si toda cadena de ideales
principales,

Day, C Day C --- C Da,, C ---

es estacionaria. Es decir, existe £ € N tal que Day = Days para todo s € N.

2.10 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad que satisface C.C.A.
para sus ideales principales. Entonces todo elemento de D se puede escribir como
producto de elementos irreducibles.

3. DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA (DFU)

3.1 DEF. Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de facto-
rizacién tnica si para todo elemento no nulo a € D, con a no inversible se tiene:

(i) a se factoriza como producto de irreducibles.

(i) Sia = p1---pr = q1, - qs con p;,q; irreducibles, entonces r = s y existe
o € S, (el grupo de permutaciones con 7 elementos) tal que p; es asociado a
qo(i) Para i1 =1,2,... 1.
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Nota: Sabemos que Z y F[X] son DFU.

3.2 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D
es primo si para todo par de elementos a,b € D, si plab entonces pla o p|b.

3.3 LEMA. Sea D un dominio de integridad y sean p,ai,...,a, € D.
Supongamos que p es primo y divide a ajas - - - a,,. Entonces existe k € {1,2,...,n}
tal que plag.

3.4 TEOREMA. En un dominio de integridad D los elementos primos son
irreducibles. Es mas, si D es un DFU, se tiene el reciproco.

3.5 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) D verifica CCA y todo elemento irreducible de D es primo.
(il) D es un DFU.

3.6 PROPOSICION. Sea D un dominio de factorizacién tnica. Sea a € D
que factoriza como producto de primos a = pi* ---p,*, con n; € N. Entonces los
divisores de a, salvo asociados, son de la forma pi"™* - - - p;"*, con m; < n;.

3.7 DEF. Sea D un DFU. y sean ay,as,...,a, € D.

* Se define el médximo comun divisor de a,...,a, y se representa por
m.c.d(ay,ag,...,a,)

a cualquier d € D con las siguientes propiedades:
(i) dla; parai=1,2,...,n.
(ii) Sir|a; parai=1,2,...,n, entonces r|d.

* Se define el minimo comun multiplo a1, ..., a, y se representa por
M.C.M(ay,az,...,a,)

a cualquier d’ € D con las siguientes propiedades:
(i) a;|d parai=1,2,...,n.
(ii) Si a;|r parai=1,2,...,n, entonces d|r.

* Es facil de demostrar que el maximo comun divisor y el minimo comun
multiplo, si existe, son tinicos salvo asociados.
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3.8 TEOREMA. Sea D un dominio de factorizacién tinica y sean a1, ..., a, €
D no nulos ni unidades. Sean pi,...,p elementos primos de D tales que para

cadai € {1,...,n}, a; =p|*---p,*. Entonces:

(i) m.c.d(ay,as,...,a,) consiste en el producto de los primos comunes con el
menor exponente.

(i) M.C.M(ay,as,...,a,) consiste en el producto de los primos comunes y no
comunes con el mayor exponente.

Por tanto, dados a,b € D no nulos ni unidades,

ab=m.cd(a,b) M.C.M(a,b).

Nota: El teorema de Bezout no se tiene que verificar para DFU.

3.9 TEOREMA. Si D es un DFU, entonces D[X] es un DFU.

4. DOMINIOS DE IDEALES PRINCIPALES (DIP)

Sea D un dominio de integridad, o mas generalmente, sea D un anillo con-
mutativo y unitario. Sabemos entonces que dado a € D el ideal generado por a es
Da. (en un anillo arbitrario R es < a >= RaR + Ra + aR + Za).

Nota: Durante esta secciéon denotaremos indistintamente al ideal generado
por a como Da o < a >.

4.1 DEF. Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de ideales
principales (DIP) si todo ideal de D es principal, es decir, si I es un ideal de D,
existe a € I tal que I = Da.

Nota: Sabemos que Z y F[X]| con F un cuerpo son dominios de ideales
principales: Los ideales de Z son de la forma nZ para n € Ny si I es un ideal de
F[X] y p(x) es un polinomio de I con grado minimo, entonces I =< p(x) >.

4.2 PRroOPOSICION. Todo DIP verifica CCA para sus ideales.
4.3 PROPOSICION. En un DIP los elementos irreducibles son primos.
4.4 TrEOREMA. Todo DIP es un DFU.

4.5 PROPOSICION. Sea D un DIP y sean ai,...,a, € D no nulos ni
inversibles. Entonces:
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(i) d =m.cd(ay,...,ay) siy sélo si Day + Das + -+ + Da,, = Dd.
(i) d= M.C.M(ay,...,a,) siysélosi Da; N Das N ---N Da,, = Dd.

Nota: Como corolario de (i) se obtiene el teorema de Bezout para DIP (recor-
damos que no era cierto para DFU).
4.6 TEOREMA. Sea D un DIP y sea 0 # p € D. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) p es primo (que es lo mismo que irreducible).
(ii) Dp es un ideal maximal de D.
(iii) D/Dp es un cuerpo.

(iv) D/Dp es un dominio de integridad.

)
)
)
(v) Dp es un ideal primo de D.

4.7 COROLARIO. Si D esun DIP y I es un ideal no nulo de D, I es un ideal
primo si y s6lo si es maximal.

Nota: en un dominio de integridad D, el ideal nulo es siempre primo y no
tiene que ser maximal (sélo es maximal si D es un cuerpo).

5. DOMINIOS EUCLiDEOS

Cuando trabajamos con Z o con F[X], el anillo de polinomios sobre un cuerpo
F, demostramos que verificaban el “algoritmo de la division”. En esta seccién
vamos a estudiar dominios de integridad en los que existe, en cierta forma, un
algoritmo de la division.

5.1 DEeF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que D es un dominio
euclideo (DE) si existe una funcién § : D* — N* tal que:

(i) dados a,b € D con b # 0 existe ¢, € D tales que a = ¢b+ r en donde r = 0
0 d(r) < d(b).

(ii) para todo par de elementos no nulos a,b € D, d(a) < §(ab).

Nota: Z es un dominio euclideo en donde ¢ es el valor absoluto y F[X], el
anillo de polinomios sobre un cuerpo F es dominio euclideo en donde 9§ es la funcion
grado.

5.2 TEOREMA. Todo DE es un DIP.
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5.3 TEOREMA. En DE se verifica el algoritmo euclideo. Es decir,
* dados a,b € D no nulos, si a = ¢b + r, entonces m.c.d(a,b) = m.c.d(b,r)

Por tanto, la funciéon Euclidea permite un método recursivo para calcular el
maximo comun divisor de dos elementos no nulos:

Sean a,b dos elementos no nulos de un dominio Euclideo D. Aplicacos el
algoritmo de la division a a, b

a=cb+r Si 1 7&0, (5(7“1) <(5(b)
b:CQT1—|—T2 Si 7“2#0, 5(7’2) <5(T’1)
1 = C372 + T3 Si 3 7& 0, 5(7“3) < 5(7“2)

Tn = C3Tn41 + nt2 Si Ty 0, 0(rpg2) < 3(rps1)
Como 6(b) > §(ry) > -+ > 0(r,) > - -, existe un k tal que r, = 0. Para este k se

tiene que rx_o = cxrp_1 y por la propiedad x

m.c.d(a,b) = m.c.d(b,r1) =+ =m.c.d(ry_2,7k,) = M.c.d(CkTk—1,Tk,) = Tk—1-

6. EL ANILLO DE LOS ENTEROS DE GAUSS

En esta ultima seccion vamos a estudiar una familia de anillos que aparecen
al adjuntar a Z un elemento w € C tal que w? € Z (es decir, w es solucién del
polinomio X? — w? € Z[X]).

6.1 DEF. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos el subanillo de
C generado por Z y w, denotado por Z[w]. Es claro que tienes que contener a Z, y
a Zw y a sumas de estos elementos. Es facil ver que no contiene elementos nuevos:

Zwl={n+mw | n,meZ}

Nota: Dado ¢ € C consideremos el homomorfismo evaluacién ®¢ : Z[X] — C
que a cada p(x) € Z[X] le hace corresponder p(§). Entonces Im ®¢ = Z[¢] =
Z[X]/(Ker(®¢)).

6.2 LEMA. Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Entonces:
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(i) w¢Q
(ii) Sin+mw=n'+m'w € Z[w], entonces n =n' y m =m/'.
Nota: Recordamos el anillo de los enteros de Gauss que corresponde a Z][i]
con i la raiz imaginaria (i? = —1).
6.3 DEF. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos Z[w]:

* Se define el conjugado de un elemento n + mw € Z[w] y se representa por
(n + mw)* como
(n+mw)* :=n — mw.

*x Se define la norma de un elemento n + mw € Z[w] y se representa por

N(n + mw) como

N(n 4 mw) :=n? — w?m?.

6.4 PROPOSICION. Sea w € C tal que w? € Zy w ¢ Z. Sean a,b € Z|w],
entonces:

(i) aa* =a*a = N(a) = N(a*).
(ii) (ab)* =a*b* y a** = a.
(iii) N(ab) = N(a)N(b).
(iv) a es una unidad de Z[w] si y sélo si N(a) = +1. Ademéds, a~! = N(a) a*.
)
)

(v

(vi

N(a) =0siy sélosia=0.

Si N(a) es un primo de Z, entonces a es irreducible en Z[w].

6.5 TEOREMA. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Entonces Z|w] verifica la
C.C.A para sus ideales principales. En particular todo elemento de Z|w]| factoriza
como producto de irreducibles.

6.6 TEOREMA. Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Supongamos que para
cada r, s € Q existen n, m € 7Z tales que

[(r —m) —w?(s —n)| < 1

Entonces Z[w| es un dominio euclideo, con funcién Euclidea §(a) = |N(a)].

6.7 COROLARIO. EL anillo de los enteros de Gauss es un dominio euclideo.
Nota: Las unidades de Z[i] son +1, +i.
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Estudiemos ahora cuales son los elementos irreducibles de Z[i]. Ya sabemos
que dado a = n + mi € Z[i], si N(a) es un nimero primo, a es irreducible.

En primer lugar podriamos pensar que todo primo de Z es primo en Z[i], pero
es falso: 5 = (2+1)(2—1) (esta es la factorizacién de 5 como producto de primos).

6.8 PROPOSICION. Un ndmero primo p € Z es primo en Z[i] si y sélo si no
se puede escribir como suma de dos cuadrados.

Demo: Supongamos que p se puede escribir como suma de dos cuadrados,
p =n? +m?. Entonces
p = (n+ mi)(n —mi)

en donde n + mi,n — mi si son primos de Z[i] (ya que su norma es un nimero
primo).

Supongamos que p = (n + mi)(n’ + m'7), en donde n + mi, n’ + m’i no son
unidades. Podemos suponer n,m son primos entre si, entonces:

nn' —mm' =p (%)
nm' +mn' =0 (xx)
veamos varios casos:
* Sin =0, entonces p = mi (n’ +m’i) = —mm’ + mn’i, por tanton’ =0y
p = —mm/ implica que m o m’ es £1 (al ser p primo) y n+mi = i on'+m'i = +i

es inversible.

* Sim = 0 llegamos al mismo resultado.

* So n,m son no nulos, entonces nm’ = —mn/, como m.c.d(n,m) = 1, n
divide a n’, por lo que n’ = an, Asi, por (x), nm’ = —n'm = —anm, por lo que
m’ = —am. Ahora por (%*), p = nn’ — mm/ = an? + am? = a(n? + m?) y asf,

como p es un primo de Z, o n?> + m? = 1 con lo que n + mi serfa inversible, o
a==+1yp=(n+mi)(n—mi)=n?+m? una suma de cuadrados. |

6.9 LEMA. Sea p € Z un nimero primo tal que p =1 (Mod 4). Entonces la
ecuacién z2 4+ 1 = 0 tiene solucién en Z,.

Demo: En caso contrario, no habria elementos en Z, tales que 2 = —1y

como Z, es un cuerpo para cada r € Z, existirfa s € Z, con rs = —1 (los podré
reordenar a pares), luego si multiplico todos los elementos de Z,

(p— 1)1 = (-1)P"H/2 (Mod p)
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y como p =1 (Mod 4), (p — 1)/2 es par por lo que
(p—1!'=1 (Mod p)

que contradice el teorema de Wilson (p —1)! = —1 (Mod p). m

6.10 TEOREMA. Sea p € Z un nuimero primo. Entonces p es irreducible en
Z[i] siy sélo si p =3 (Mod 4).

Demo: Supongamos que p es reducible. Entonces por el teorema anterior
p=n?+m?conn,méeN. Sip=2,p=2 (Mod 4) y si p es impar, n es par y m
es impar o viceversa, podemos suponer n par, por lo que

p=n*+m?=0+1'=1 (Mod 4) 6,
p=n®+m?=0+3%=1 (Mod 4)

Supongamos ahora que p es irreducible y no es congruente con 3 médulo 4.
Entonces,

* p no puede ser congruente con cero médulo 4 (ya que es primo).
* Sip=2 (Mod 4), p=2 que es reducible, contradiccién.

x Luego p = 1 (Mod 4). Tenemos entonces que la ecuacién x2+1 = 0 (Mod p)
tiene solucién por lo que existe v € Z tal que u? + 1 es divisible por p, pero en
Z[i], u> +1 = (u +1i)(u — i) y como es primo, p dividirfa a u — i 0 a u + 7, una
contradiccién. m

6.11 TEOREMA. Sea z =n+ mi € Z[i], el anillo de los enteros de Gauss.
Entonces z es irreducible (y por tanto primo) si y sélo si se verifica una de las
siguientes condiciones:

(i) N(z) es un nimero primo.
(ii) z € Z es un nimero primo con z = 3 (Mod 4) o asociado a éste.

Demo: Por los teoremas anteriores, los elementos que verifican (i) y (ii) son
irreducibles. Supongamos ahora que z € Z[i] es irreducible y consideremos N (z).
Factorizamos N (z) como producto de primos de Z y si p es uno de estos primos
y es reducible sobre Z[i] lo escribimos como p = (n + mi)(n — mi) producto de
primos por (i),(con n? + m? = p) luego como z divide a N(z), y es primo tiene
que dividir a alguno de estos y por tanto es (salvo equivalencia) uno de estos. m
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6.12 Veamos un proceso para factorizar un nimero de Gauss: Consideremos
n+ mi € Z[i].

* Paso primero: calculamos la norma de z.
N(z) =n?+m?
* Paso segundo: factorizamos en Z el nimero entero N (z).
N(z) =pi* - p*

* Paso tercero: Factorizamos cada uno de los primos que aparecen.

* Paso final: Como N(z) = zz*, y Z[i] es un dominio de factorizacién tnica,
al ser un dominio euclideo, de la factorizacién en primos de N(z) sélo nos
tenemos que quedar con los que corresponden a z (que son justamente la
mitad).

Nota: Si p; estd en la factorizacién de N(z) y es primo de Z[i], por tanto
p; =3 (Mod 4), entonces debe de aparecer elevado a un nimero par.
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