TEMA 1.

1. INTRODUCCION

En este capitulo vamos a estudiar nociones basicas de teoria de anillos. In-
troduciremos las nociones de anillo, subanillo, anillo conmutativo, anillo unitario,
anillo de division y cuerpo. Estudiaremos las aplicaciones naturales entre anillos:
los homomorfismo de anillos. Veremos algunas propiedades fundamentales de la
estructura de anillo e iremos introduciendo, tanto ejemplos: Z,Q,R,C o Z,, (el
anillo de congruencias médulo n), como construcciones de nuevos anillos a partir
de otros conocidos: el anillo suma directa, el anillo producto cartesiano, el anillo
de endomorfismos de un grupo abeliano o los anillos de matrices.

2. DEFINICION BASICAS.

2.1 DEF. Un anillo es una terna (R, +,.) en donde R es un conjunto y “+”,

W

son dos operaciones en R tales que:
(1). (R,+) es un grupo abeliano:
— Propiedad asociativa: (a +b) + ¢ = a + (b + ¢) para todo a,b,c € R.

Elemento neutro: existe 0 € R tal que a + 0 = 0+ a para todo a € R

— Elemento opuesto: para todo a € R existe —a € R tal que a + (—a) =
(—a)+a=0.

Propiedad conmutativa: a + b = b + a para todo a,b € R.
(2). (R,.) verifica la propiedad asociativa: (a.b).c = a.(b.c) para todo a,b,c € R.

(3). Se verifican las propiedades distributivas: para todos a,b,c € R,
(a+b).c=a.c+b.c cla+b)=ca+cb

W

* Diremos que un anillo (R, +,.) es conmutativo si es conmutativa.

W

* Diremos que un anillo (R, +,.) es unitario si es una operacién unitaria y

R tiene mas de un elemento.

Nota: La primera operacion se llamarda suma. El neutro de la suma lo
denotaremos por 0. Al inverso de la suma lo llamaremos opuesto. La segunda
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operacion se llamard producto y la denotaremos por yuxtaposicién. Al neutro
del producto lo denotaremos, si existe, por 1. Al inverso del producto, si existe,
se llamara inverso.

2.2 EJEMPLOS. (1). Si consideramos (G, +) un grupo abeliano y definimos
un producto en G por: a.b := 0 para todo a,b € G, (G,+,.) tiene estructura de
anillo conmutativo.

(2). Z,Q,R,C con las operaciones usuales (todos son anillos conmutativos
y unitarios). M, (R), el anillo de matrices sobre los Reales, con las operaciones
usuales (anillo unitario, no conmutativo para n > 2). 2Z con las operaciones
usuales de Z (anillo conmutativo no unitario).

(3). Los anillos realmente no tienen que ser de “ntimeros”: sea X un conjunto
no vacio y denotemos por P(X) el conjunto de partes de X. Entonces (P(X), A, N)
tiene estructura de anillo conmutativo y unitario.

Nota: A denota la diferencia simétrica: dados A, B C X,

AAB = (A—B)U(B—A) = (AN B°) U (BN A°)

(4). Los anillos médulo n: Sea n un numero natural y consideremos Z,, :=
{0,1,2,...,n—1}. Observar que Z,, tiene n elementos. Dados a,b € Z,, definimos:

— La suma de a y b como el resto de dividir a + b por n.
x (Zn,+) es el grupo abeliano ya estudiado en el primer cuatrimestre.
— El producto de a y b como el resto de dividir a.b por n.

Entonces (Z,,+, ) tiene estructura de anillo conmutativo y unitario.

2.3 PROPOSICION. Sea (R,+,.) un anillo. Entonces:
(1) 0.a = a.0 =0 para todo a € R.
(2) a.(=b) = (—a).b = —(a.b) para todo a,b € R.
Si ademas R es unitario,
(3) la unidad es tnica.
(4) Sia € R esun elemento inversible, el inverso de a es tinico (al que denotaremos

por a1).

2.4 DEF. A los elementos inversibles de un anillo R se les denomina unidades.
El conjunto de las unidades de un anillo R se denota por U(R).



Curso de Introduccién al Algebra (2005-2006) 3

Nota: (U(R),.) tiene estructura de grupo. Es maés, si R es conmutativo,
U(R) es un grupo abeliano.

2.5 DEF. Se dice que un anillo (R,+,.) es un anillo de divisién si es
unitario y todo elemento no nulo de R tiene inverso. Si ademds es conmutativo,
se dice que es un cuerpo.

Nota: Q,R,C son cuerpos.

Podriamos pensar que la propiedad que poseen Z,Q,R, o C: si a.b = 0,
entonces a = 0 0 b = 0 es cierta para todo anillo. Veamos un contraejemplo: en
Zi12, 6.4 =0y ni 6 ni 4 son nulos.

2.6 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un elemento no nulo ¢ € R es un
divisor de cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b € R tal que
a.b = 0. de manera andloga se define divisor de cero por la derecha. Un anillo
conmutativo y unitario sin divisores de cero por la izquierda y por la derecha se
denomina un dominio de integridad.

Nota: Todo cuerpo es un dominio de integridad. Z es un dominio de integri-

dad que no es cuerpo.

2.7 DEF. Sea (R,+,.) un anillo. Se dice que A C R es un subanillo de R,
y se representa A < R, si:

— La suma de R es una operacién interna en A: a + b € A para todos a,b € A
— El producto de R es una operacion interna en A: ab € A para todos a,b € A
— (A, +,.) tiene estructura de anillo.

Nota: Por tanto, para demostrar que un subconjunto A de un anillo R es un
subanillo tenemos que demostrar 9 propiedades. No obstante algunas son triviales:

* Si demostramos que la suma y el producto son operaciones internas, el
caracter asociativo y conmutativo de la suma, el caracter asociativo del producto
y las propiedades distributivas son validas para todo R, por tanto son validas para
elementos de A.

* hay que comprobar que 0 € A y que A contiene todos sus opuestos.

Luego para demostrar que A es un subanillo de un anillo R s6lo tenemos que
demostrar que (A, +) es subgrupo y que el producto es cerrado en A.

2.8 EJEMPLO. 2Z<Z<Q<R<LC.
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Nota: Un subanillo de un anillo unitario no tiene que ser unitario. Es maés,
aunque sea unitario la unidad del anillo y del subanillo no tiene que coincidir. (Por
resultados del primer cuatrimestre, el neutro de la suma si que coincide)

Nota: Todo subanillo de un dominio de integridad es un dominio de integri-
dad. En particular, todo subanillo de un cuerpo es un dominio de integridad.

3. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

3.1 DEF. Sean (R,+,.)y (R',4',.”) dos anillos. Se define un homomor-
fismo de R en R’ como una aplicacién f : R — R’ tal que:

fla+0b) = f(a)+' f(b) para todo a,b€ R,
f(a.b) = f(a)."f(b) para todo a,b € R.

Si f es inyectiva, se dice que f es un monomorfismo.
— Si f es sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo.

— Si f es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo. En este caso se dice que
los anillos Ry R’ son isomorfos.

— Si R = R/, se dice que f es un endomorfismo.
— Un endomorfismo biyectivo se le denomina un automorfismo.
— Si Ry R’ son dos anillos unitarios, diremos que f : R — R’ es un homomor-

fismos de anillos unitarios si f(1g) = 1.

3.2 PROPOSICION. Sean R y R’ dos anillos, S un subanillo de R, S’ un
subanillo de R' y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces
(i) f(S) es un subanillo de R’.
(i) f71(S") :={r € R| f(r) =€ S’} es un subanillo de R.

En particular: Ker(f) := f~1(0), llamado el nicleo o Ker de f, es un
subanillo de R e Im(f) := f(R), llamada la imagen de f, es un subanillo de
R’ (cuando lleguemos a la estructura cociente en anillo veremos que Ker(f) tiene
propiedades muy interesantes).

Es mas:

— f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = 0.
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— f es un epimorfismo si y sélo si Im(f) = R'.

Nota: Si Ry R son dos anillos y f : R — R’ un homomorfismo de anillos,
f(0)=0y f(—a) = —f(a). {Sera cierto que f(1) =1'? ;Que ocurre entonces con
los elementos inversibles de R?

3.3 PROPOSICION. Sean Ry R’ dos anillos y f: R — R’ un homomorfismo
de anillos. Entonces:

(i) Si R es un anillo unitario, Im(f) es un anillo unitario con unidad f(1).
(ii) Si a es un elemento inversible de R, f(a) es un elemento inversible de Im( f).

(iii) Si f essobreyectiva, entonces f(1) = 1"y f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.

(iv) Si Ry R’ son unitarios y f(1) = 1’, f(a) es inversible para todo elemento
inversible a € R.

Nota: Cada estructura que demos en algebra tendra su homomorfismo aso-
ciado. Por ejemplo: si R es un subanillo de R/, la inclusiéon de R en R’ es un
monomorfismo de anillos. Es més: si f: R — R’ es un monomorfismo de anillos,
entonces R es isomorfo a Im(f) < R’, por lo que se puede considerar que R es un

subanillo de R’.

3.4 EJEMPLO. La aplicacion nula y la identidad siempre son homomorfismos
de anillos. Sea R un anillo y a € R una unidad. Entonces f, : R — R definido
por fu(z)=a"t

En la siguiente proposicion vamos a demostrar que todo anillo se puede
“sumergir” en un anillo unitario:

za es un automorfismo de R.

3.5 PROPOSICION. Sea R un anillo. Entonces Z x R con suma y producto:

Ar)+ (s r") s = (At pr +77)
A7) (") = A, X'+ pr + 1’

Tiene estructura de anillo unitario. Es més, la aplicacién 1 : R — Z x R dada por
¥ (r) = (1,7) es un monomorfismo de anillos.

3.6 DEF. Sea R un anillo. Se define la unitizacién de R, y se representa por
R' como R, si éste ya es un anillo unitario o Z x R caso de que R no sea unitario.

Nota: El conjunto de los homomorfismos entre dos anillos R y R’ no tiene
muy buenas propiedades, ya que ni la suma natural de aplicaciones es un homo-
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morfismo: si consideramos la identidad en Z, el anillo de los enteros, se tiene que
Id + Id no es un homomorfismo. ;Cuales son los endomorfismos de Z?

3.7 No obstante, dados dos grupos G y G’ definimos Hom(G, G’) como el con-
junto de todos los homomorfismos de G en G’. Se tiene entonces que Hom(G, G’)
es un grupo con la suma usual: dados f,¢g € Hom(G, G’),

f+9:G— G definidapor f+ g(a)= f(a)+ g(a).

Es mas, si G’ es conmutativo, Hom(G, G”) es un grupo abeliano y, si denotamos por
End(G) al conjunto de todos los endomorfismos de un grupo abeliano G, End(G)
con la suma usual y la composicién de aplicaciones, (End(G),+,0) es un anillo
unitario.

3.8 TEOREMA. Todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo de
endomorfismos de un cierto grupo abeliano.

Demo: Consideremos R' con su estructura de grupo abeliano. Veamos que
la aplicacion
®: R — End(R'

. o, definido por ®,.(r") = rr’

es un monomorfismos de anillos: dados r; y ro elementos de R,
— Q4 (1) = (r1 + o) =rir o’ =0, () + Dy (1)
— &, D, (r") =7r1(ror’) = (rirg)r’ = @y (17)

Lo que demuestra que es un homomorfismo de anillos. Por ultimo, si ®, = 0,
0=®,.(1) =r, lo que demuestra que es inyectiva. B

Nota: Este teorema nos dice como son todos los anillos. Al igual que el
teorema de Cayley este resultado es poco tutil.

3.9 PROPOSICION. Sean (R,+,.)y (R',+',.) dos anillosy f : R — R
un isomorfismo de anillos. Entonces f~! : R’ — R también es un isomorfismo de
anillos.

Nota: La aplicacion inversa de un automorfismo f : R — R es precisamente
el inverso de f en End(R) (considerado R unicamente como grupo abeliano).

4. LA CARACTERISTICA DE UN ANILLO

4.1 DEgF. Sea R un anillo. Si existe el menor natural n € N tal que
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a+---""+a=0 para todo a € R se dice que la caracteristica de R es n. En caso
contrario se dice que la caracteristica de R es cero.

4.2 EJEMPLO. Para cada n € N, la caracteristica de Z,, es n. La carac-
teristica de Z es cero.

4.3 PROPOSICION. Sea R un anillo unitario. Entonces la caracteristica de
R o es cero o el menor natural tal que 1+---+1 =0 (o excluyente).

Nota: La caracteristica de un anillo y de su unitizacién no tienen que coin-
cidir. Es mas, si R no es unitario la caracteristica de R! es cero.

Nota: ;Se te ocurre una nueva construccién para “sumergir” un anillo no

unitario en un anillo unitario manteniendo la caracteristica?

4.4 PROPOSICION. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o
un numero primo.

5. EL PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS.

5.1 PROPOSICION. Sea I un conjunto de indices y R;, i € I una familia de
anillos. Entonces II;c;R; con su estructura habitual de grupo abeliano:

HieIRi = {(ri)iel con r; € Ri, 1€ I}

* Con suma: (r;)icr + (7])icr = (ri + 175 )icr
x y producto dado por componentes, (7;)icr.(r})icr = (ri.7})icr

tiene estructura de anillo, llamado el producto directo de los R;.

5.2 DEF:. Sean R;, ¢ € I una familia de anillos y sea R = Il;c/R; el
producto directo de los R;. Se define la proyeccién ‘“candénica” de R en Ry,
con k € I, como:

Ty - R — Ry

(ri)ier +— Tk
Es facil ver que para cada k € I, m; es un epimorfismo de anillos.
5.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS..

Sean R;, ¢ € I una familia de anillos y sea R = Il;c;R; el producto directo de
los R;. Entonces para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
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fi : R — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R — R tal que para
cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

T
R Rk

.,

fx

o

Es mas, Si R es un anillo y pi: R— R; son una familia de epimorfismos de
anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
fi + R — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que para
cada k € I el diagrama anterior es conmutativo, entonces R es isomorfo a I[LierR;.

Demo: Vamos a suponer en principio que existe este homomorfismo de anillos
y demostremos que entonces sélo se puede definir de una manera, por lo que
demostraremos que, caso de existir, es tinico. Luego veremos que esta solucion
verifica lo que queremos.

1-. Supongamos que existe f : R’ — Il;c;R; tales que 7 o f = fi tenemos
entonces que dado ' € R', fi.(r") = m(f(r')), por lo que la coordenada k-esima
de f(r") es fiu(r'). Ast, f(r') = (fi(r'))ier-

2-. Comprobemos entonces que la aplicacién f : R’ — Il;crR; definido por
f(r")y = (fi(r")icr es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ;Es homomorfismo de grupos?

Oy +rh) = (filrh +79))ier = (fs(r}) + fi(r2))ier = (fi(r))ier + (fi(ry))ier
= f(r1) + f(ry)

* ;Es homomorfismo de anillos?

flriry) = (fi(ryrg))ier = (fi(r1)-fi(r))ier = (fi(r)))ier-(fi(rh))icr
= f(r1)f(ry)

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro

T o f(r') = m((fi(r"))ier)) = fu(r').
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Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto
cartesiano de los {R; }icr. Sea R un anillo y gi: R — R; una familia de epimorfis-
mos de anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de
anillos f; : R© — R; existe un tnico homomorfismo de anillos f : R’ — R tal que
para cada k € [ el diagrama

Ok

R R

.,

fx

o

es conmutativo.

Si consideramos ahora R’ = Il;c;R; y f; = II; las proyecciones candnicas
tenemos, aplicando varias veces esta propiedad fundamental, que:

En donde fog=1Idg y go f = Idng, lo que demuestra que tanto f como g
son isomorfismos, y por tanto R y II;c;R; son anillos isomorfos.

6. LA SUMA DIRECTA DE ANILLOS.

6.1 PROPOSICION. Sea I un conjunto de indices y R;, ¢ € I una familia de
anillos. Entonces ,.; R;, con su estructura habitual de grupo abeliano:

@Ri ={(ri)ier € WjerR; | i =0 para casi todo i}
icl

* Con suma: (r;)ier + (7})ier = (i +75)ier

* y producto dado por componentes, (7;)icr.(7})ier = (5.7} )ier
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tiene estructura de anillo, llamado la suma directa externa de los R;.

Demo: Es claro que si sumo o multiplico dos elementos del producto con un
numero finito de coordenadas no nulas, obtengo un elemento con un nimero finito

de coordenadas no nulas, ver [2.3, (2)] para el producto. Es decir, @, ; R; es un

iel
subanillo del producto directo de anillos (ya que sabemos que es un subgrupo).

Nota: Si #I < oo se tiene que la suma directa y el producto directo son
isomorfos.

6.2 DEF:. Sean {R;};cr una familia de anillos y sea P, ; R; la suma directa
de éstos. Entonces para cada k € I se define la inclusiéon candnica de Rj en
@, Ri y se representa por

pr : R — EB R;
iel
como pk(rg) = (z;)icr en donde x; = 0si ¢ # k y x = ri. Es decir, el vector de
II;c 1 R; que tiene todas las coordenadas cero, salvo la k que vale rx. Es claro que
Pk €s un monomorfismo de anillos.

6.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA SUMA DIRECTA DE ANILLOS.. Sean
{R;}icr una familia de anillos y sea P,.; R; la suma directa de éstos. Entonces
para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos {f;}ics tales
que f; : R; — R’ verificando fs(zs).fr(z,) = 0 para todos z, € R,,xs € Ry
con r,s dos elementos distintos de I, existe un tinico homomorfismo de anillos
f:@,cr Ri — R’ tal que para cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:

&R Pk

Es més, Si R es un anillo ygi:Ri — R son una familia de monomorfismos de
anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos de anillos
fi : R; — R’ tales que f; : R; — R’ verificando f,(zs).f,(z,) = 0 para todos x, €
R,.,zs € Rs con r,s dos elementos distintos de I, existe un tinico homomorfismo
de anillos f : R — R’ tal que para cada k € I el diagrama anterior es conmutativo,
entonces R es isomorfo a DP,c; Ri.
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Demo: Vamos a suponer en principio que existe este homomorfismo de anillos
y demostremos que entonces sélo se puede definir de una manera, por lo que
demostraremos que, caso de existir, es unico. Luego veremos que éste verifica lo
que queremos.

1-. Supongamos que existe f : @,.; Ri — R’ tal que fop, = fi ten-
emos entonces que dado rp € Ry, fi(rr) = f(pr(rk)), por lo que f((ri)icr) =
J( ier(pi(rs))) = > ;c; fi(ri). Observar que, aunque no lo parezca, por definicién
de suma directa estd es una suma finita (en grupos no podemos sumar un nimero
infinito de elementos).

2-. Comprobemos entonces que la aplicacién f : @, ; R; — R’ definido por
f((ri)ier) = >_;eq fi(ri) es un homomorfismo de anillos que verifica el enunciado:

* ;Es homomorfismo de grupos?

F((riier + (rier) = f((ri +riier) = Y filri +17)

i€l

Z Tz +Zfz TZ)ZGI)+f(( )ZEI)

el el

* jva bien con el producto?

F(riier-(r)ier) = f((rir))ier) = Y _ filrir)) =Y filri).fi(r})

1€l el

) Zfi(ri)' Zfi(r;) = f((ri)ier)-f((r)ier)

i€l el

Nota: Observar que la igualdad () es cierta ya que f;(r;).f;j(r;) = 0 para
todo i,5 € I con i # j.

* ;Hace conmutativo los diagramas? Pues claro
fopr(rr) = fi(re).

Veamos ahora que todo anillo con estas propiedades es isomorfo al producto
cartesiano de los {R; }ie;. Sea R un anillo y ¢; : R; — R una familia de monomor-
fismos de anillos tales que para cada anillo R’ y cada familia de homomorfismos
de anillos f; : R; — R’ existe un tnico homomorfismo de anillos f : R — R’ tal
que para cada k € I el siguiente diagrama es conmutativo:
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~ Ok
R Ry
f
" R
Si consideramos ahora R' = @, .; R; y fi = pi las inclusiones canénicas

tenemos, aplicando varias veces esta propiedad fundamental:

Ok

Rk

9k

En donde go f =Idpy fog= Id® g, 10 que demuestra que tanto f como

g son isomorfismos, y por tanto R y @, ; Ri son anillos isomorfos.

i€l

7. EL ANILLO DE MATRICES

7.1 PROPOSICION. Sea R un anillo y n € N. Entonces M,,(R) con su suma
y producto habitual tiene estructura de anillo. Es maés,

— M, (R) es conmutativo si y s6lo si R es conmutativo y n = 1.
— M, (R) es un anillo de divisién si y s6lo si R es un anillo de divisién y n = 1.

— M, (R) es un cuerpo si y sélo si R es un cuerpo y n = 1.

8. EL ANILLO DE POLINOMIOS Y EL ANILLO DE SERIES FORMALES

8.1 DEF. Sea R un anillo. Se define el anillo de series formales sobre R y
se representa por R[[X]] como:

R[X]:={f:N— R} supondremos en este caso que 0 € N
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con suma y producto dado por:
(f +9)(k) : = f(k) + g(k)
k
(Fo)k) =3 Fi)g(k =)

@
I
=)

R[X]:={f:N— R f(i) = 0 casi para todo i}

9. HECHOS DESTACABLES:

* Se han dado los anillos Z, Q, R, C, el anillo de congruencias médulo n (para n
cualquier natural) y como ejemplo més abstracto (P(X), A, N) para cualquier
conjunto X.

* Tenemos los subanillos de cualquier anillo dado.
* Dado cualquier grupo abeliano G tenemos el anillo End(G).

* Podemos construir el producto directo, asi como la suma directa de una familia
arbitraria de anillos.

+x Podemos construir el anillo de matrices de un anillo dado.

Bibliografia.

* J. B. Fraleigh, “A First Course in Abstract Algebra”. Addison-Wesley
Publishing Company (1982).

* W. Keith Nicholson, “Introduction to Abstract Algebra”. J. Wesley &
Sons Publishing Company (1999).
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TEMA 2.

1. INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar més en profundidad los anillos de integridad:
recordamos que dado un anillo R, un elemento no nulo a € R se dice que es un
divisor de cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b € R tal que
a.b = 0. De manera analoga se define divisor de cero por la derecha. Un
dominio de integridad es un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero.

Como primer resultado obtendremos que los dominios de integridad son pre-
cisamente los anillo R en los que las ecuaciones aX +b =0y Xa+ b = 0, con
a,b € R, caso de tener solucién, estd es tnica (esto no es mas que otra forma de
expresar las leyes de cancelacién).

Observamos que los anillos de divisién son precisamente los anillos en los que
estas ecuaciones tienen solucién tnica.

Como 1ltimo resultado de la seccion demostraremos que todo dominio de
integridad finito es cuerpo. Para finalizar el tema, demostraremos el Teorema
(pequeno) de Fermat y una generalizacion de este, el teorema de Euler.

Nos haran falta los siguientes resultados (todos ellos visto en el primer cu-
atrimestre):

* Toda aplicacion inyectiva de un conjunto finito en si mismo es biyectiva.
* Algoritmo de la division.

* Nociones de divisibilidad. Los ntimeros primos.

* Factorizacién de nimeros enteros.

* El maximo comun divisor. El teorema de Bezout.

* El minimo comuin multiplo.

2. PRIMERAS PROPIEDADES

2.1 Der. Diremos que un anillo R verifica la ley de cancelaciéon por la
izquierda si dados a,b,c € R con ¢ # 0, ca = cb entonces a = b. Diremos que un
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anillo R verifica la ley de cancelacion por la derecha si dados a,b,c € R con ¢ # 0,
ac = bc entonces a = b.

2.2 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) R verifica la ley de cancelacién por la izquierda.
(ii) R no tiene divisores de cero por la derecha.
(ili) R no tiene divisores de cero por la izquierda.
(iv) R verifica la ley de cancelacién por la derecha.

Nota: A partir de ahora hablaremos de anillos que verifican la ley de can-
celacion y anillos sin divisores de cero.

Nota: Todo dominio de integridad y todo anillo de divisién (en particular

todo cuerpo) verifica la ley de cancelacién.

2.3 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) R no posee divisores de cero.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, las ecuaciones aX +b =0y
Xa+ b =0, si poseen solucion, ésta es unica.
2.4 PROPOSICION. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) R es un anillo de divisién.
(ii) Para todo par de elementos a,b € R con a # 0, las ecuaciones aX +b =0y
Xa+ b =0, poseen solucién tunica.
2.5 TEOREMA. Todo dominio de integridad finito es cuerpo.

Demo: Sea D un dominio de integridad finito y 0 £ a € D. Veamos que a
es un elemento inversible de D. Consideremos la aplicacién

¢q D — D definida por ¢,(x) = ax.
Como D verifica la ley de cancelacién por la izquierda, ¢, es una aplicacion inyec-

tiva y como D es finito, ¢, es sobreyectiva. Por tanto, existe b € D con ab = 1.
Por 1ltimo, como D es conmutativo ab = ba = 1 y a es inversible con inverso b. m
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Nota: Hemos demostrado un poco mas:

* Un anillo unitario y finito sin divisores de cero por la derecha (o por la
izquierda) es un cuerpo: por la demostracién anterior dado a € R existe b € R
con ab = 1. Si repetimos el proceso para b, existe ¢ € R con bc = 1. Pero entonces
a = a(bc) = (ab)c = ¢ lo que demuestra que a = ¢ es un inverso para b en D, o lo
que es lo mismo, que a es inversible con inverso b.

* Si R es un anillo finito y unitario y a € R es un elemento que no es divisor
de cero por la izquierda, entonces existe b € R con ab = 1. Si ademés a no es
divisor de cero por la derecha, a es inversible (tomamos la aplicacién p,(b) = ba y
repetimos el argumento.

3. RECUERDO DEL PRIMER CUATRIMESTRE

Vamos a trabajar con Z, el anillo de los enteros y su orden usual (recordamos
que (N, <) es un conjunto bien ordenado: todo subconjunto no vacio de N posee
un minimo).

3.1 ALGORITMO DE LA DIVISION. Dados m,d € Z, con d > 0, existen dos
unicos elementos ¢,r € Z, con 0 < r < d, tales que m = cd + r.

Nota: Se considera el conjunto {m—td |t € Z y m—td > 0}. Se demuestra
que es no vacio y se toma como r es minimo en este conjunto. Posteriormente se
demuestra la unicidad. m

3.2 DEF. Sean n,m € Z. Diremos que n divide a m (o que m es miltiplo
de n) si existe r € Z tal que m = nr.

3.3 DEF. Sean n,m € Z no nulos. Se define el maximo comun divisor de m
y n 'y se representa por med(n,m) como un d € Z tal que:
(i) d > 0.
(ii) d divide a n y a m.
(iii) Si a divide a n y a m, entonces a divide a d.
Nota: No hay que ser crédulo, hay que demostrar que este niimero siempre

existe.

3.4 DEF:. Sean n,m € Z no nulos. Se define el minimo comuin miltiplo de
m y n 'y se representa por M CM (n,m) como un D € Z tal que:
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(i) D > 0.
(ii) n y m dividen a D.
(iii) Siny m dividen a a, entonces D divide a a.
Nota: Lo mismo de antes.

3.5 TEOREMA DE BEzOUT. Sean n,m € 7Z no nulos. Entonces existen
x,y € Z tales que med(n, m) = xzn + ym.

3.6 DEF. Se dice que p € Z es un nimero primo si p > 2 y los unicos
divisores de p son £1, +p.

3.7 TEOREMA. Sea p un nimero primo de Z y sean ny,ns,...,ng € Z, con
k € N. Entonces, si p divide a I1¥_,n;, existe s € {1,...,n} tal que p divide a n,.

3.8 TEOREMA DE FACTORIZACION. Sea n € Z con n > 1. Entonces n se
puede escribir de forma tnica (salvo permutacién) como producto de primos.

3.9 TEOREMA. Sean n,m € Z no nulos. Entonces

med(n,m)MCM (n,m) = nm

4. ALGUNOS RESULTADOS EN TEORiA DE NUMEROS

4.1 PROPOSICION. Sea n € N. Entonces a € Z, es divisor de cero si y sélo
si m.c.d(a,n) # 1 si y solo si a no es inversible. Por tanto, Z,, es un cuerpo si y
sélo si n es un nimero primo.

Demo: Sea a € Z. Supongamos en primer lugar que mcd(n,a) = 1. En-
tonces, por la igualdad de Bezout existen x,y € Z tales que xa + yn = 1. Si
miramos esta igualdad en Z, lo que obtenemos es: 1 = za + yn = Za + jn = za
y por tanto a es un elemento inversible de Z,,, por lo que no es divisor de cero. Si
med(a,n) = d # 1, entonces a = da’, n = dn’ con n’ < n. Por tanto 0 # 0’ € Z,
y an' = da'n’ = a/n =0, con lo que a es divisor de cero y no es inversible. m

4.2 TEOREMA DE FERMAT. Sea p un numero primo y a € Z tal que p no
divide a a. Entonces a?~! =1 (mod p).

Demo: Consideremos (U(Zy,), ) el grupo de los elementos inversibles de Z,,.
Tenemos entonces, por un lado, que #U = p — 1 y por otro que si p no divide a



18 Tema 2

a, med(p,a) = 1y a € U(Zy). luego por el Teorema de Lagrange, a?~! = 1 en
U(Zy), o 1o que es lo mismo, a?~! = 1(mod(p)). m

4.3 COROLARIO. Sea p € Z primo y a € Z. Entonces a? = a (mod p).

4.4 DEF. Se define la funciéon de Euler como la aplicacién ¢ : N — N
definida por
¢p(n) =#{aeN]a<n y m.cd(a,n) =1}

4.5 TEOREMA DE EULER. Sea a,n € N tales que m.c.d(a,n) = 1. Entonces
a®™ =1 (mod n).

Demo: Andloga al teorema de Fermat. m

5. BIBLIOGRAFiA

* J. B. Fraleigh, “A First Course in Abstract Algebra”. Addison-Wesley
Publishing Company (1982).

* W. Keith Nicholson, “Introduction to Abstract Algebra”. J. Wesley &
Sons Publishing Company (1999).
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TEMA 3.

1. INTRODUCCION

El tema anterior ha tratado sobre los dominios de integridad, y muy particu-

larmente sobre Z, el anillo de los enteros. Es por todos conocidos la construccion
de Q a partir de Z:

— Definimos una relacién de equivalencia en el conjunto de los pares (a,b) €
7* x 7, en donde Z* denota los enteros menos el cero. Diremos que dos pares
(a,b) y (a/,b") estan relacionados si y s6lo si ab’ = a’b. La clase de equivalencia
del elemento (a,b) se denota por 2.

Q::{§|a,b€Z, a # 0}

— Definimos la suma y el producto en este conjunto como:

. b b . ba/+ab
La suma: o+ o= 2
/ ’
El producto: b bbb
a aa

Nos encontramos con que (Q,+,.) es el cuerpo de los racionales.

En este tema vamos a demostrar que esta construccion no es exclusiva de
Z, sino que cualquier dominio de integridad se “sumerge” de forma similar en un
cuerpo.

2. CONSTRUCCION DEL CUERPO DE FRACCIONES DE UN DOMINIO
DE INTEGRIDAD

Sea D un dominio de integridad. Consideremos

D* x D :={(a,b) € Dx D | a#0}

2.1 PROPOSICION. Sea D un dominio de integridad. Entonces, en D* x D
la relacién, (a,b) = (a/,b’) siy sélo si ab’ = a’b, es de equivalencia.
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Demo: Veamos que = verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transi-
tiva:

* Reflexiva: sea (a,b) € D* x D. Entonces ab = ab, con lo que (a,b) = (a,b).

* Simétrica: Supongamos que (a,b) = (a’,b’). Entonces, ab’ = a’b que direc-
tamente da (a’,b") = (a,b).

~Y

* Transitiva: Supongamos que (a,b) = (a/,b") y (a’,0') = (a”,b"”). Entonces:
ab/ — Cle y a/b// — a//b/

si multiplicamos en la segunda igualdad por a y sustituimos ab’ por a’b (primera
igualdad) obtenemos aad’b” = aa”’b’ = a”’a’b (por lo que simplificando 0 # d/,
al verificar D la leyes de simplificacién) ab” = a”b, lo que nos demuestra que

(a,b) = (a”, ). m

Nota: El conjunto cociente D* x D/ = se denotara por Q(D). La clase de

equivalencia de un elemento (a,b) € D* x D sera denotada por %.

2.2 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad. Entonces, en Q(D), las
operaciones

_ Y . ab'+ba
La suma: + &= ab +oa

aa’

SHISY

|
o
~

_ bY

T aa’”’

El producto:

dotan a Q(D) de estructura de cuerpo (llamado el cuerpo de fracciones del

dominio de integridad D). Es mds, la aplicacién i : D — Q(D) definida por

i(d) = % es un monomorfismo de anillos unitarios.

Demo: Veamos que la suma anterior define una estructura de grupo abeliano
en Q(D), para ello tendremos que demostrar:

(i) Que estd bien definida (hace falta ver que el elemento (aa’, ab’ +ba’) € D* x D
y que esta suma no depende de los representantes.

(ii) Verifica las propiedades de grupo abeliano.
(i.1) Es claro que aa’ # 0 ya que D es un dominio de integridad y a # 0 # a'.

(i.2) Veamos que esta suma no depende de los representantes. Supongamos

Y

que (b,a) = (by,a1) y que (V/,a’) = (b}, a)). Tenemos entonces que:

aby =a1b y a'by =aib (H)
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y queremos demostrar que (aa’,ab’ + ba’) = (ayal, a1t} + b1a}), es decir:

aa'(a b} + biay) = ayay(ab’ + ba')

ad'(ayby + bia}) = *'aa’a1b] + aa'bia) = **aa;(a’b)) + (aby)ad’a}

= +3aay (a} V) + (a1b)d’d; = x*ard) (ab’ + ba')

+! aplicando la propiedad asociativa y la distributiva.

x2 aplicando la propiedad asociativa y la conmutativa.

3 aplicando las identidades de (H).

x4 aplicando la propiedad asociativa, la conmutativa y la distributiva.

Luego la suma estd bien definida en Q(D). Veamos ahora que (Q(D), +) tiene
estructura de grupo abeliano. Antes veamos algunas propiedades ttiles:

(P1) Dado un elemento no nulo ¢ € D, para todo 2 € Q(D), 2 = £

' a ca’

/
(P2) Dos elementos 2, % de Q(D) tienen representantes con el mismo de-
’ / ’
nominador: 2 = b4 y b — aby
a aaq a aa

(P3) La suma de dos elementos % y < con el mismo “denominador” consiste

en sumar ‘“numeradores”:

b ba + b+
+c:a ca c

a a a? a

con estas tres propiedades, ya podemos demostrar facilmente que (Q(D),+) tiene
estructura de grupo abeliano. Por P3; voy a tomar, cuando me sea de interés,
“fracciones” con el mismo denominador”

(ii.1) Asociativa: sean 2,22 % € Q(D). Entonces:

bi bo\ by bitby b3 bitbytbs by bytbs b [(by b
(_1+_2>+ s _bitb bs _bitbotbs b bt 3:_1+(_2+_3)
a a a a a a a a a

a a

(ii.2) Conmutativa: sean 2, %2 € Q(D). Entonces:

b1+b2_b1+b2_b2+b1_52 b1

a a a a a a

(ii.3) Neutro: 0 =2 € Q(D).
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s : b —b b, —=b _ 0 _
(ii.4) Opuesto: dado ; € Q(D), — es su opuesto, ya que ; + —> = o = 0.

0

Nota: El neutro de la suma es cualquier elemento de la forma ¢ con a € D*.

Veamos ahora la propiedad asociativa del producto y las distributivas:

(iii.1) Asociativa: sean %, 2—2, 2—?; € 9(D). Entonces:

ap as as aiag as a1a2as a1 asas aq Qo as

<b1 bz) bg _ bibp b3 bibgbg by boby by <bz bs)

(iii.2) Conmutativa: sean %, Z—z € Q(D). Entonces:

bibs bk bbb

ai az aijaz aijaz az aj

(iv) Distributiva: demostramos sélo la distributiva por un lado, ya que hemos
demostrado que el producto es conmutativo. Sean &, %2 % ¢ Q(D). Entonces:

a’>a’®a

(b_1+b_2) b_g _ bl+bzb_3 _ (by + b2)bs _ b1bs + babs

a a) a a a a? a?
bib bob b1 b by b
:1_;’+2_25”__1_3+_2_3
a a a a a a

Por tltimo demostremos que Q(D) es un cuerpo, es decir, que es un anillo
unitario y que todo elemento no nulo tiene inverso.

(v.1) Elemento neutro: el elemento 1 es el elemento neutro de la suma.

Nota: por la propiedad P, % = ¢ para todo a € D*.
(v.2) Sea 2 un elemento no nulo de Q(D). Por lo anterior, b # 0 y por tanto,
g es el inverso:
ba ba
ab  ab
Veamos que la aplicacién i : D — Q(D), definida por i(d) :=
fismo de anillos.

1
1

%, €s un monomor-

. bi+by by b
(b1 +b) = ———2 =1+ 2=

i(b1b2) = — = —— = i(b1)i(b2)
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Por dltimo si i(b) = 0, entonces % = % por lo que b1 = 0.1 =0y b =0, es

decir, 7 es una aplicacién inyectiva. m

2.3 COROLARIO. Un anillo R es un dominio de integridad si y sélo si es
subanillo de un cuerpo.

La segunda parte importante del cuerpo de fracciones Q(D) de un dominio de
integridad D es que es el cuerpo “mas pequeno” que contiene a D. Naturalmente
la nocién de “ser mas pequeno que” es:

2.4 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad, F' un cuerpoy f: D — F
un monomorfismo de anillos. Entonces existe un inico monomorfismo de anillos
g: Q(D) — F que hace conmutativo el diagrama.

i

D Q@ $D)

|
i g
+
F

Es maés, si @ es un cuerpo tal que existe un monomorfismo de anillos i : D — Q)
y tal que para cada cuerpo F'y cada monomorfismo de anillos f : D — F, existe
un unico monomorfismo de anillos g : Q — F que hace conmutativo el diagrama.
Se tiene que @ es isomorfo al cuerpo de fracciones de D.
i

D Q

g =P Q Q (D)

i
I
i
*

F

3. GENERALIZACIONES

En todo este tema hemos partido de D, un dominio de integridad, pero ;nos
hacia falta tanto?
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3.1 UNIDAD. Si nos fijamos bien en la demostraciones que hemos hecho,
idonde se usa que D sea unitario?

En la proposicién (2.1) no se usa el cardcter unitario: la relacién (a,b) =
(a’,b") siy sélo si ab’ = a’'b es de equivalencia, sea D unitario o no.

El Teorema (2.2) demuestra que el conjunto cociente, Q(D) con las opera-
ciones definidas tiene estructura de anillo (aqui no hace falta la unidad. Para
demostrar que Q(D) es un cuerpo (luego unitario), parece ser que si. No obstante,
dado 0 # a € D, % es la unidad de Q(D) y el inverso de un elemento no nulo g

sigue siendo . Por lo que la unidad de D, en realidad, no ha hecho falta.

Si nos damos cuenta, los tltimos teoremas tampoco hacen uso de que D tiene
un elemento unitario.

3.2 DIVISORES DE CERO. Aqui la cosa se complica algo méas. Pero en
realidad dado un anillo R, si definimos el conjunto Z(R) como:

Z(R)={a€ R|ar =za paratodo z € R}

y no hay divisores de cero R contenidos en Z(R). Se puede dar una construccién
idéntica en la anterior, en la que se obtiene un anillo denotado por Z~'R y que
tiene la propiedad que todo elemento no nulo de Z(R) es inversible en Z ! R.

Observar que si D es un dominio de integridad Z(D) = D.

4. BIBLIOGRAFiA.
* J. B. Fraleigh, “A First Course in Abstract Algebra”. Addison-Wesley
Publishing Company (1982).

* W. Keith Nicholson, “Introduction to Abstract Algebra”. J. Wesley &
Sons Publishing Company (1999).
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TEMA 4.

1. INTRODUCCION

En este capitulo vamos a introducir la estructura cociente. En el cuatrimestre
anterior se ha estudiado esta nocién en el contexto de grupos, apareciendo la nocién
de subgrupo normal: Dado un grupo GG y un subgrupo N, se podia construir la
estructura cociente QQ/N siy s6lo si N era subgrupo normal de G.

Dado un anillo R y una relacién de equivalencia = en R vamos a definir una
estructura de anillo en el conjunto cociente R/ 22, en donde la suma y el producto
queden definidos por:

T+y:=x+y
Iy =Ty
Nota: Lo cual, al igual que en el caso de grupos, significa “buscar” cuales son las
relaciones de equivalencia compatibles con las operaciones del anillo.

Si consideramos G un grupo con elemento neutro e y = una relacién en G que
de estructura de grupo al cociente, tenemos:

— La clase del elemento neutro [e], es cerrada para la suma: [e] 4 [e] = [e].

~Sizele, 7! €le]: sixele, ] = [e]le] = [z][z7!] = [e]z7] =[]
Por lo que [e] resulta ser un subgrupo.

— [e] es un subgrupo normal de G: dado =z € [e] e y € G, [yzy~ ] =
W]y~ = Wllelly~"] = [wlly~"'] = [e]. Por lo que yzy~" € [e].

Por tltimo, si definimos la relacion: dados x,y € G diremos que z = y si y
solo si acy_l € [e]. Resulta que la clases de equivalencia de = y = coinciden, por lo

que son la misma relacién de equivalencia. Asi, se introduce la estructura cociente
de un grupo G respecto de un cierto subgrupo normal N.

Veamos que sucede en teoria de anillos.

2. IDEALES DE UN ANILLO

Sea R un anillo y =2 una relacién de equivalencia en R. Queremos definir una
estructura de anillo en el conjunto cociente R/ 22, en donde la suma y el producto
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queden definidos por:

&I
+
[

Il

+y

|
5 =
<

Tenemos que (R/ 2, +) va a tener estructura de grupo, por lo que las tinicas
posibles relaciones de equivalencia vienen dadas a partir de subgrupos normales
de (R, +).

Nota: Como (R,+) es un grupo abeliano, cualquier subgrupo de R es un
subgrupo normal.

Sea R un anillo, I un subgrupo de Ry = larelacién x = ysiysolosiz—y € I.
Supongamos que R/ 2 tiene estructura de anillo. entonces:

~Dadoz € R,y eI, [z][y] = [0][y] = [0], [y][x] = [y][0] = [0]. Por lo que para
todox e R,yel, xy,yxr € 1.

Veamos que ésta es la condicién que nos faltaba.

2.1 DEF. Sea R un anillo. Se dice que I C R es un ideal de R si I es un
subanillo de R tal que para todox € R, y € I, xy,yx € I.

2.2 EJEMPLOS. — Sea R un anillo, entonces R y {0} son siempre ideales
de R (llamados triviales).

— Sea Z el anillo de los enteros. Entonces para cada n € N el conjunto nZ
es un ideal de Z.

2.3 PROPOSICION. Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces si I contiene
un elemento inversible de R, I = R. Por tanto los tinicos ideales de un anillo de
divisién son los triviales.

2.4 TEOREMA. Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces:
(i) La relaciéon x = y si y solo si x —y € I es de equivalencia.

(ii) (R/ =,+, ) con las operaciones

T+

T

+y

L

I
&| 8
Ny

tiene estructura de anillo.

El anillo anterior se denota por R/I y se llama el anillo cociente de R
sobre 1.
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Asociado a cada estructura hay asociado un homomorfismo, en el caso de
anillos de cocientes no iba a ser menos:

2.5 DEF. Sea R un anillo y I un ideal de R. Entonces la aplicacion
m : R — R/I definida por w(r) = [r] es un epimorfismo de anillos (llamado el
epimorfismo de proyecciéon de R en R/I).

2.6 TEOREMA (PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL COCIENTE). Sean Ry R’

dos anillos y f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Sea I un ideal de R tal que
I C Ker(f). Entonces la aplicacién f : R/I — R’ definida por f(z) := f(z) es un
homomorfismo de anillos.

2.7 TEOREMA (PRIMER TEOREMA DE ISOMORF{A). Sean Ry R’ dos anillos
y f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces:
(i) Ker(f)<R.
(i) R/Ker(f) = Im(f). Es més, la aplicacién f : R/ Ker(f) — Im(f) definida
por f([z]) := f(x) es un isomorfismo de anillos.

2.8 EJEMPLO. Sea Z el anillo de los enteros y n € N. Entonces Z/nZ = Z,,.

2.9 DEF. Sea R un anillo. Se dice que I es un ideal por la izquierda de R y
se representa por I <; R si I es un subanillo de R tal que para todo z € R, y € I,
xy € I. Se dice que I es un ideal por la derecha de R y se representa por I <, R
si I es un subanillo de R tal que paratodo x € R,y € I, yx € I.

Nos va a interesar construir ideales a partir de elementos. El siguiente teorema
nos dice como.
2.10 PROPOSICION. Sea R un anillo y z € R. Entonces:
(i) Rz = {az | a € R} es un ideal por la izquierda de R. Si R es unitario z € Ruz.

(i) Rz + Zz es un ideal por la izquierda de R que contiene a x. Es maés, éste es
es el ideal por la izquierda més pequeno de R que contiene a x.

(ili) R = {za | a € R} es un ideal por la derecha de R. Si R es unitario = € zR.

(iv) R+ Zz es un ideal por la derecha de R que contiene a x. Es més, éste es es
el ideal por la derecha mas pequeno de R que contiene a .

(V) RzR = {3 ;iitq @ibi | ai,b; € R} es un ideal de R. Si R es unitario,
r € RxR.
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(vi) RxR+ Rx + xR + Zz es un ideal de R que contiene a z. Es més, éste es es
el ideal mas pequeno de R que contiene a x.

2.11 PROPOSICION. Sea R un anillo y I1,I5 dos ideales (ideales por la
izquierda, por la derecha) de R. Entonces:

(i) 11 NI es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.
(ii) Iy + Iz es un ideal (ideal por la izquierda, por la derecha) de R.

(i) L1Is == {D> vy, | vi € Ih,y; € L2} es un ideal (ideal por la izquierda, por la
derecha) de R.

Es mas, si Iy, I, son ideales de R, entonces I1Is C Iy NIy C I7 + Is.

2.12 TEOREMA. Sea R un anillo e I, I5 dos ideales de R. Entonces:
(i) I, I son ideales de Iy + I y I; N I5 es ideal tanto de Iy como de Is.
(ii)) I + I2/1; = I/ N (11 N I3).

2.13 TEOREMA. Sea R un anillo e I; C I5 dos ideales de R. Entonces:
(i) I1/1I2 es un ideal de R/I5.
(ii) (R/12)/(I1/12) = R/1y.

3. SUBCUERPO PRIMO

En esta seccion vamos a ver que todo anillo de division A contiene como
subanillo a Z, o a Q. Mas precisamente:

3.1 TEOREMA. Sea [ un cuerpo. Entonces:
(i) Si T tiene caracteristica cero, Q C F.
(i) SiF tiene caracteristica p, Z, C F.
A Q o Z,, con p un nimero primo, se les denomina los subcuerpos primos.

Demo: Sea la aplicacién f : Z — F definida por f(n) =1+ 41 =nl.
Claramente, f es un homomorfismo de anillos, es mas:

* Si la caracteristica de A es 0, f es un monomorfismo de anillos, por lo
que aplicado la propiedad fundamental del cuerpo de fracciones de un dominio
de integridad, existef : Q — F un monomorfismo de anillos, por lo que se puede
considerar Q contenido en F.
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* Si la caracteristica de F es un nimero p, (que sabemos que es un nimero
primo), Ker(f) = pZ y por el primer teorema de Isomorfia

Ly, = 7] Ker(f) = Im(f) C F.

lo que nos demuestra el teorema. =

4. IDEALES PRIMOS, IDEALES MAXIMALES

Los dos ultimos resultados importantes de este tema se van a centrar en teoria
de anillos unitarios. No obstante las definiciones se haran de forma general.

4.1 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es maximal si [ # R
y dado cualquier ideal J de R tal que I C J C R se tiene que J =10 J = R.

4.2 TEOREMA. Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es maximal
si y solo si el anillo cociente R/I es un cuerpo.

Demo: Supongamos que R/I es un cuerpo y sea J un ideal de R distinto de
I con I C J. Entonces, dadox € J —I1,0# & € R/I y como R/I es un cuerpo,
existe z € R/I tal que 7z = 1. Por tanto, 2z — 1=y € [ yasi, l =xz—y € J,
vaquezz € Jyyel CJ. Luego J = R al contener a 1.

Supongamos que I es un ideal maximal de Ry sea 0 # & € R/I. Tenemos
entonces que x ¢ I. Por otro lado, Rx es un ideal de R que contiene a x (ya que
R es conmutativo y unitario) y por tanto I + Rx es un ideal de R que contiene
a Iy a x, por lo que, por la maximalidad de I, I + Rx = R. Asi, existe y € [
y 2z € Rcon y+ zx =10 lo que es lo mismo, z = 1 en R/I. Luego R/I es un
anillo conmutativo y unitario en donde todo elemento no nulo tiene inverso, R/I
es un cuerpo. m

4.3 DEF:. Se dice que un anillo R es simple si los tinicos ideales que posee
son los triviales.

Ya sabemos que los anillos de divisién y en particular los cuerpos son anillos
simples. En el caso de anillos conmutativos y unitarios se tiene el reciproco:

4.4 COROLARIO. Un anillo conmutativo y unitario R es un cuerpo si y sélo
si sOlo posee los ideales triviales.
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Demo: Si R es un cuerpo, R sélo tiene los ideales triviales. Si R es un anillo
conmutativo y unitario que sélo posee los ideales triviales, {0} es un ideal maximal
de Ry por tanto, R/{0} = R es un cuerpo. m

Hay ejemplos de anillos simples que no son de division:
4.5 TEOREMA. Sea R un anillo y n € N. Entonces Z es un ideal de M,,(R)
si y solo si Z = M,,(I) para I un ideal de R.
Demo: Sea I un ideal de R. Entonces M,,(I) es un ideal de M, (R):
* (M (I),+) es un grupo abeliano: dados (yi;)7i—1, (¥i;)5=1 € Mn(I),
= Wij)ii=1 + Wij)ii=1 = Wij + ¥i;) =1 € Mu(I).
= (0ij)ij=1 € Man([)
— El opuesto de (yi;)7—1 es (=¥ij)i=1 € Mn(I)
* Veamos que es un ideal: dados (yi;)7i—1 € Mn(I) y (zi5)5=1 € Mn(R),

(i) Wig)l=1 = Ckm1 Tik¥kj)ij=1 € Mau(I), ya que wyyx; € I para
cualesquiera i, j, k € {1,2,---,n}.

— Wig)=1 (i) =1 = ey Yiktrg)ij=1 € Mu(I), ya que yipyzyr; € I para
cualesquiera i, j, k € {1,2,---,n}.

Sea ahora Z un ideal de M,,(R). Veamos que existe un ideal I de R tal que
T = M,,(I): denotemos por e;; la matriz de M,,(R) que tiene un uno en el lugar
ij y ceros en el resto.

* Dada una matriz A = (a;;)j5_; € Mn(R), A= Z?j:l eiiAe;;: sélo hay que
darse cuenta que e;; Ae;; es la matriz que tiene a a;; en el lugar ij y ceros en el

resto.

*SiY = (%’j)%;l € 7, y considero x,s; € R la coordenadas rs de esta matriz,
entonces la matriz A que tiene a x,, en el lugar r’s’ y ceros en el resto pertenece
a Z: solo hay que darse cuenta que A = er/r(%s)?j:le%/.

Consideremos la aplicacién
w1t Mp(R) — R definida por  7((z:5)7-1) = 11

y sea I = m11(Z) (el conjunto de las coordenadas 11 de cada matriz de 7).

Veamos que Z C M,,(I): dado Y € Z, por la propiedad segunda, cada coor-
denada de Y pertenece a I.
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Veamos que M,,(I) C Z: dada una matriz A € M,(I), por la propiedad
primera, A = Z?jzl eiiAej; y por la propiedad segunda cada matriz e;; Ae;; € Z.m

4.6 COROLARIO. Sea R un anillo simple y unitario. Entonces para cada
n € N, M,,(R) es un anillo simple y unitario. En particular M,,(F) es simple (y
no es un cuerpo o un anillo de divisién) para cada cuerpo F.

En particular M,,(F) es simple (y no es un cuerpo o un anillo de divisién)
para cada cuerpo F.

4.7 DEF. Sea R un anillo. Se dice que un ideal I de R es primosi I # Ry
para todos z,y € R tales que zy € [ se tienequex € [ oy € I.

4.8 TEOREMA. Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es primo
si y solo si el anillo cociente R/I es un dominio de integridad.

Demo: Supongamos que el anillo cociente R/I es un dominio de integridad
y sean x,y € R con zy € I. Tenemos entonces que Ty = 0 en el dominio de
integridad R/I porloqueoz=0,yasiz € [ogy=0,yasiyel.

Supongamos que [ es un ideal primo de R. Veamos que el anillo cociente R/I
es un dominio de integridad. Sean z,y € R/I, con Zy = 0. Entonces 7y = 0 y por
tanto ry € I. Luegor € [, yasiz =00y € I, y asi jy = 0. Asi, R/I es un anillo
conmutativo y unitario sin divisores de cero. m

4.9 COROLARIO. Sea R un anillo conmutativo y unitario. Entonces todo
ideal maximal de R es primo.

Demo: Si I es un ideal maximal de R, R/I es un cuerpo y por tanto un
dominio de integridad, lo que implica que I es un ideal primo. m
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TEMA 6.

1. INTRODUCCION

Hemos estudiado a lo largo del curso dos anillos de integridad: Z, el anillo
de los enteros, y F[X] con F un cuerpo, el anillo de polinomios con coeficientes en
un cuerpo, que ademas de ser dominios de integridad tienen una propiedad muy
curiosa: todo elemento se escribe “de forma tunica” como producto de “primos”.
En este tema vamos a estudiar dominios de integridad con esta propiedad, los
dominios de factorizacién tunica.

2. DEFINICIONES

2.1 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que u € D es una unidad
si u es un elemento inversible de D. Dados a,b € D. Se dice que a divide a b y se
representa alb si existe ¢ € D tal que b = ac.

2.2 PROPIEDADES. Sea D un dominio de integridad y sean a,b,c € D.
Entonces:

(i) ala.

(ii) Si alb y b|c, entonces alc.
(iii) Si alby alc, entonces a|zb + yc para todo x,y € Z.

2.3 PROPOSICION. Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) alb y bla.

(ii) Existe v € D una unidad tal que a = ub.
(iii) Da = Db (El ideal generado por a coincide con el ideal generado por b).

Si a, b verifican las condiciones anteriores, se dice que a y b son asociados y
se representa por a ~ b.

2.4 COROLARIO. Sea D un dominio de integridad. Entonces la relaciéon ~
es de equivalencia.
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2.5 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D
es irreducible si:

(i) p no es una unidad ni es cero.

(ii) Si p =ab con a,b € D, entonces a o b es una unidad de D.

2.6 EJEMPLO. Los nimeros primos de Z o los polinomios irreducibles de
F[X], con F un cuerpo, son irreducibles.

2.7 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad y sea 0 # p € D que no es
unidad. las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p es irreducible.
(ii) Si d|p, entonces d es inversible o d ~ p.
(iii) Si p = ab entonces p ~a o p ~ b.

2.8 COROLARIO. Sea D un dominio de integridad y sean a,b € D con a
irreducible. Entonces si b ~ a, b es irreducible.

2.9 DEeF. Se dice que un dominio de integridad verifica la condicién de
cadena ascendente (C.C.A.) para sus ideales principales si toda cadena de ideales
principales,

Day, C Day C --- C Da,, C ---

es estacionaria. Es decir, existe £ € N tal que Day = Days para todo s € N.

2.10 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad que satisface C.C.A.
para sus ideales principales. Entonces todo elemento de D se puede escribir como
producto de elementos irreducibles.

3. DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA (DFU)

3.1 DEF. Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de facto-
rizacién tnica si para todo elemento no nulo a € D, con a no inversible se tiene:

(i) a se factoriza como producto de irreducibles.

(i) Sia = p1---pr = q1, - qs con p;,q; irreducibles, entonces r = s y existe
o € S, (el grupo de permutaciones con 7 elementos) tal que p; es asociado a
qo(i) Para i1 =1,2,... 1.
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Nota: Sabemos que Z y F[X] son DFU.

3.2 DEF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € D
es primo si para todo par de elementos a,b € D, si plab entonces pla o p|b.

3.3 LEMA. Sea D un dominio de integridad y sean p,ai,...,a, € D.
Supongamos que p es primo y divide a ajas - - - a,,. Entonces existe k € {1,2,...,n}
tal que plag.

3.4 TEOREMA. En un dominio de integridad D los elementos primos son
irreducibles. Es mas, si D es un DFU, se tiene el reciproco.

3.5 TEOREMA. Sea D un dominio de integridad. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) D verifica CCA y todo elemento irreducible de D es primo.
(il) D es un DFU.

3.6 PROPOSICION. Sea D un dominio de factorizacién tnica. Sea a € D
que factoriza como producto de primos a = pi* ---p,*, con n; € N. Entonces los
divisores de a, salvo asociados, son de la forma pi"™* - - - p;"*, con m; < n;.

3.7 DEF. Sea D un DFU. y sean ay,as,...,a, € D.

* Se define el médximo comun divisor de a,...,a, y se representa por
m.c.d(ay,ag,...,a,)

a cualquier d € D con las siguientes propiedades:
(i) dla; parai=1,2,...,n.
(ii) Sir|a; parai=1,2,...,n, entonces r|d.

* Se define el minimo comun multiplo a1, ..., a, y se representa por
M.C.M(ay,az,...,a,)

a cualquier d’ € D con las siguientes propiedades:
(i) a;|d parai=1,2,...,n.
(ii) Si a;|r parai=1,2,...,n, entonces d|r.

* Es facil de demostrar que el maximo comun divisor y el minimo comun
multiplo, si existe, son tinicos salvo asociados.
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3.8 TEOREMA. Sea D un dominio de factorizacién tinica y sean a1, ..., a, €
D no nulos ni unidades. Sean pi,...,p elementos primos de D tales que para

cadai € {1,...,n}, a; =p|*---p,*. Entonces:

(i) m.c.d(ay,as,...,a,) consiste en el producto de los primos comunes con el
menor exponente.

(i) M.C.M(ay,as,...,a,) consiste en el producto de los primos comunes y no
comunes con el mayor exponente.

Por tanto, dados a,b € D no nulos ni unidades,

ab=m.cd(a,b) M.C.M(a,b).

Nota: El teorema de Bezout no se tiene que verificar para DFU.

3.9 TEOREMA. Si D es un DFU, entonces D[X] es un DFU.

4. DOMINIOS DE IDEALES PRINCIPALES (DIP)

Sea D un dominio de integridad, o mas generalmente, sea D un anillo con-
mutativo y unitario. Sabemos entonces que dado a € D el ideal generado por a es
Da. (en un anillo arbitrario R es < a >= RaR + Ra + aR + Za).

Nota: Durante esta secciéon denotaremos indistintamente al ideal generado
por a como Da o < a >.

4.1 DEF. Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de ideales
principales (DIP) si todo ideal de D es principal, es decir, si I es un ideal de D,
existe a € I tal que I = Da.

Nota: Sabemos que Z y F[X]| con F un cuerpo son dominios de ideales
principales: Los ideales de Z son de la forma nZ para n € Ny si I es un ideal de
F[X] y p(x) es un polinomio de I con grado minimo, entonces I =< p(x) >.

4.2 PRroOPOSICION. Todo DIP verifica CCA para sus ideales.
4.3 PROPOSICION. En un DIP los elementos irreducibles son primos.
4.4 TrEOREMA. Todo DIP es un DFU.

4.5 PROPOSICION. Sea D un DIP y sean ai,...,a, € D no nulos ni
inversibles. Entonces:
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(i) d =m.cd(ay,...,ay) siy sélo si Day + Das + -+ + Da,, = Dd.
(i) d= M.C.M(ay,...,a,) siysélosi Da; N Das N ---N Da,, = Dd.
Nota: Como corolario de (i) se obtiene el teorema de Bezout para DIP (recor-
damos que no era cierto para DFU).
4.6 TEOREMA. Sea D un DIP y sea 0 # p € D. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) p es primo (que es lo mismo que irreducible).
(ii) Dp es un ideal maximal de D.
(iii) D/Dp es un cuerpo.

(iv) D/Dp es un dominio de integridad.

)
)
)
(v) Dp es un ideal primo de D.

4.7 COROLARIO. Si D esun DIP y I es un ideal no nulo de D, I es un ideal

primo si y s6lo si es maximal.

Nota: en un dominio de integridad D, el ideal nulo es siempre primo y no
tiene que ser maximal (sélo es maximal si D es un cuerpo).

5. DOMINIOS EUCLiDEOS

Cuando trabajamos con Z o con F[X], el anillo de polinomios sobre un cuerpo
F, demostramos que verificaban el “algoritmo de la division”. En esta seccién
vamos a estudiar dominios de integridad en los que existe, en cierta forma, un
algoritmo de la division.

5.1 DEeF. Sea D un dominio de integridad. Se dice que D es un dominio
euclideo (DE) si existe una funcién § : D* — N* tal que:

(i) dados a,b € D con b # 0 existe ¢, € D tales que a = ¢b+ r en donde r = 0
0 d(r) < d(b).

(ii) para todo par de elementos no nulos a,b € D, d(a) < §(ab).

Nota: Z es un dominio euclideo en donde ¢ es el valor absoluto y F[X], el
anillo de polinomios sobre un cuerpo F es dominio euclideo en donde 9§ es la funcion
grado.

5.2 TEOREMA. Todo DE es un DIP.
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5.3 TEOREMA. En DE se verifica el algoritmo euclideo. Es decir,
* dados a,b € D no nulos, si a = ¢b + r, entonces m.c.d(a,b) = m.c.d(b,r)

Por tanto, la funciéon Euclidea permite un método recursivo para calcular el
maximo comun divisor de dos elementos no nulos:

Sean a,b dos elementos no nulos de un dominio Euclideo D. Aplicacos el
algoritmo de la division a a, b

a=cb+r Si 1 7&0, (5(7“1) <(5(b)
b:CQT1—|—T2 Si 7“2#0, 5(7’2) <5(T’1)
1 = C372 + T3 Si 3 7& 0, 5(7“3) < 5(7“2)

Tn = C3Tn41 + nt2 Si Ty 0, 0(rpg2) < 3(rps1)
Como 6(b) > §(ry) > -+ > 0(r,) > - -, existe un k tal que r, = 0. Para este k se

tiene que rx_o = cxrp_1 y por la propiedad x

m.c.d(a,b) = m.c.d(b,r1) =+ =m.c.d(ry_2,7k,) = M.c.d(CkTk—1,Tk,) = Tk—1-

6. EL ANILLO DE LOS ENTEROS DE GAUSS

En esta ultima seccion vamos a estudiar una familia de anillos que aparecen
al adjuntar a Z un elemento w € C tal que w? € Z (es decir, w es solucién del
polinomio X? — w? € Z[X]).

6.1 DEF. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos el subanillo de
C generado por Z y w, denotado por Z[w]. Es claro que tienes que contener a Z, y
a Zw y a sumas de estos elementos. Es facil ver que no contiene elementos nuevos:

Zwl={n+mw | n,meZ}

Nota: Dado ¢ € C consideremos el homomorfismo evaluacién ®¢ : Z[X] — C
que a cada p(x) € Z[X] le hace corresponder p(§). Entonces Im ®¢ = Z[¢] =
Z[X]/(Ker(®¢)).

6.2 LEMA. Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Entonces:
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(i) w¢Q
(ii) Sin+mw=n'+m'w € Z[w], entonces n =n' y m =m/'.
Nota: Recordamos el anillo de los enteros de Gauss que corresponde a Z][i]
con i la raiz imaginaria (i? = —1).
6.3 DEF. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Consideremos Z[w]:

* Se define el conjugado de un elemento n + mw € Z[w] y se representa por
(n + mw)* como
(n+mw)* :=n — mw.

*x Se define la norma de un elemento n + mw € Z[w] y se representa por

N(n + mw) como

N(n 4 mw) :=n? — w?m?.

6.4 PROPOSICION. Sea w € C tal que w? € Zy w ¢ Z. Sean a,b € Z|w],
entonces:

(i) aa* =a*a = N(a) = N(a*).
(ii) (ab)* =a*b* y a** = a.
(iii) N(ab) = N(a)N(b).
(iv) a es una unidad de Z[w] si y sélo si N(a) = +1. Ademéds, a~! = N(a) a*.
)
)

(v

(vi

N(a) =0siy sélosia=0.

Si N(a) es un primo de Z, entonces a es irreducible en Z[w].

6.5 TEOREMA. Seaw € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Entonces Z|w] verifica la
C.C.A para sus ideales principales. En particular todo elemento de Z|w]| factoriza
como producto de irreducibles.

6.6 TEOREMA. Sea w € C tal que w? € Z y w ¢ Z. Supongamos que para
cada r, s € Q existen n, m € 7Z tales que

[(r —m) —w?(s —n)| < 1

Entonces Z[w| es un dominio euclideo, con funcién Euclidea §(a) = |N(a)].

6.7 COROLARIO. EL anillo de los enteros de Gauss es un dominio euclideo.
Nota: Las unidades de Z[i] son +1, +i.
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Estudiemos ahora cuales son los elementos irreducibles de Z[i]. Ya sabemos
que dado a = n + mi € Z[i], si N(a) es un nimero primo, a es irreducible.

En primer lugar podriamos pensar que todo primo de Z es primo en Z[i], pero
es falso: 5 = (2+1)(2—1) (esta es la factorizacién de 5 como producto de primos).

6.8 PROPOSICION. Un ndmero primo p € Z es primo en Z[i] si y sélo si no
se puede escribir como suma de dos cuadrados.

Demo: Supongamos que p se puede escribir como suma de dos cuadrados,
p =n? +m?. Entonces
p = (n+ mi)(n —mi)

en donde n + mi,n — mi si son primos de Z[i] (ya que su norma es un nimero
primo).

Supongamos que p = (n + mi)(n’ + m'7), en donde n + mi, n’ + m’i no son
unidades. Podemos suponer n,m son primos entre si, entonces:

nn' —mm' =p (%)
nm' +mn' =0 (xx)
veamos varios casos:
* Sin =0, entonces p = mi (n’ +m’i) = —mm’ + mn’i, por tanton’ =0y
p = —mm/ implica que m o m’ es £1 (al ser p primo) y n+mi = i on'+m'i = +i

es inversible.

* Sim = 0 llegamos al mismo resultado.

* So n,m son no nulos, entonces nm’ = —mn/, como m.c.d(n,m) = 1, n
divide a n’, por lo que n’ = an, Asi, por (x), nm’ = —n'm = —anm, por lo que
m’ = —am. Ahora por (%*), p = nn’ — mm/ = an? + am? = a(n? + m?) y asf,

como p es un primo de Z, o n?> + m? = 1 con lo que n + mi serfa inversible, o
a==+1yp=(n+mi)(n—mi)=n?+m? una suma de cuadrados. |

6.9 LEMA. Sea p € Z un nimero primo tal que p =1 (Mod 4). Entonces la
ecuacién z2 4+ 1 = 0 tiene solucién en Z,.

Demo: En caso contrario, no habria elementos en Z, tales que 2 = —1y

como Z, es un cuerpo para cada r € Z, existirfa s € Z, con rs = —1 (los podré
reordenar a pares), luego si multiplico todos los elementos de Z,

(p— 1)1 = (-1)P"H/2 (Mod p)
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y como p =1 (Mod 4), (p — 1)/2 es par por lo que
(p—1!'=1 (Mod p)

que contradice el teorema de Wilson (p —1)! = —1 (Mod p). m

6.10 TEOREMA. Sea p € Z un nuimero primo. Entonces p es irreducible en
Z[i] siy sélo si p =3 (Mod 4).

Demo: Supongamos que p es reducible. Entonces por el teorema anterior
p=n?+m?conn,méeN. Sip=2,p=2 (Mod 4) y si p es impar, n es par y m
es impar o viceversa, podemos suponer n par, por lo que

p=n*+m?=0+1'=1 (Mod 4) 6,
p=n®+m?=0+3%=1 (Mod 4)

Supongamos ahora que p es irreducible y no es congruente con 3 médulo 4.
Entonces,

* p no puede ser congruente con cero médulo 4 (ya que es primo).
* Sip=2 (Mod 4), p=2 que es reducible, contradiccién.

x Luego p = 1 (Mod 4). Tenemos entonces que la ecuacién x2+1 = 0 (Mod p)
tiene solucién por lo que existe v € Z tal que u? + 1 es divisible por p, pero en
Z[i], u> +1 = (u +1i)(u — i) y como es primo, p dividirfa a u — i 0 a u + 7, una
contradiccién. m

6.11 TEOREMA. Sea z =n+ mi € Z[i], el anillo de los enteros de Gauss.
Entonces z es irreducible (y por tanto primo) si y sélo si se verifica una de las
siguientes condiciones:

(i) N(z) es un nimero primo.
(ii) z € Z es un nimero primo con z = 3 (Mod 4) o asociado a éste.

Demo: Por los teoremas anteriores, los elementos que verifican (i) y (ii) son
irreducibles. Supongamos ahora que z € Z[i] es irreducible y consideremos N (z).
Factorizamos N (z) como producto de primos de Z y si p es uno de estos primos
y es reducible sobre Z[i] lo escribimos como p = (n + mi)(n — mi) producto de
primos por (i),(con n? + m? = p) luego como z divide a N(z), y es primo tiene
que dividir a alguno de estos y por tanto es (salvo equivalencia) uno de estos. m
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6.12 Veamos un proceso para factorizar un nimero de Gauss: Consideremos
n+ mi € Z[i].

* Paso primero: calculamos la norma de z.
N(z) =n?+m?
* Paso segundo: factorizamos en Z el nimero entero N (z).
N(z) =pi* - p*

* Paso tercero: Factorizamos cada uno de los primos que aparecen.

* Paso final: Como N(z) = zz*, y Z[i] es un dominio de factorizacién tnica,
al ser un dominio euclideo, de la factorizacién en primos de N(z) sélo nos
tenemos que quedar con los que corresponden a z (que son justamente la
mitad).

Nota: Si p; estd en la factorizacién de N(z) y es primo de Z[i], por tanto
p; =3 (Mod 4), entonces debe de aparecer elevado a un nimero par.
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