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Capitulo 1

Conceptos Basicos

Objetivos del capitulo

= Introducir los conceptos bésicos de la Teoria de conjuntos. Estudiar las operaciones entre conjuntos
y sus propiedades.

= Introducir los Ntimeros Naturales y los Ntimeros Enteros estudiando sus propiedades respecto de la
suma, del producto y del orden. Especialmente el principio de induccién e induccién generalizado.

= Estudiar el cuerpo de los racionales, los reales y los complejos. Especialmente las soluciones de
ciertas ecuaciones en el cuerpo de los complejos.

= Estudiar el concepto de aplicacién. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas, biyectivas. Composicién
de aplicaciones. Aplicacién inversible.

1. Conjuntos.

Toda teoria matematica consta de axiomas, o elementos primitivos, a partir de estos
se construyen las definiciones. Las relaciones “légicas” entre definiciones dan lugar a los
teoremas (Lema, Proposicién, Teorema y Corolario). Comenzamos este capitulo con la
nocién de conjunto.

1.1. Definiciones basicas.

Conceptos A Un conjunto es una coleccion de objetos.

e Un conjunto queda caracterizado por los objetos que lo forman. Asi, podemos crear un
conjunto dando explicitamente cada uno de sus elementos o bien dando una propiedad
que caracterice a los elementos que lo forman.

e Los elementos de un conjunto deben de estar perfectamente determinados “antes” de
la constitucién de dicho conjunto, o lo que es lo mismo, la propiedad que determina a los
elementos de un conjunto no debe de hacer uso del conjunto en si. Esta propiedad puede
ser algo escurridiza.

e Un conjunto no puede ser elemento de si mismo.



2 1.1 Conjuntos.

Definicién 1 Diremos que un elemento “a” pertenece a un conjunto X, y lo denotare-
mos por a € X, si a es uno de los miembros de X. Si a no es miembro de X diremos que
a no pertenece a X y lo denotaremos por a € X.

Nota: Para que un conjunto esté correctamente definido debe de poderse determinar si
un objeto pertenece o no pertenece a él de forma inequivoca.

Notacién: Los conjuntos los denotaremos por letras maytsculas mientras que los ele-
mentos seran denotados por letras mintsculas.

Ejemplos B

* El conjunto de los niimeros naturales, N.

* El conjunto de los ntimeros naturales que son pares.

* A=1{1,2,a}; B={a,b,c};C ={2,3,5,7,11}.

* X = {1,2,3,{1,c}, {a},b}. En este caso, algunos de los elementos de este conjunto

son a su vez conjuntos. Esto nos puede llevar a cierta confusién a la hora de saber si un
elemento pertenece o no a un conjunto. Asi, en este ejemplo,

1,b{l,c} € X, pero a,c{1},{2} ¢ X

Definicién 2 Sean X e Y dos conjuntos:
e Diremos que X es un subconjunto de Y, y lo representaremos por X C Y, que se
leera X contenido en Y, si todo elemento de X es elemento de Y, es decir,

XCY «* VaeX, =lacYy

En caso contrario, cuando X no sea subconjunto de Y (lo que significa que hay un
elemento de X que no es elemento de Y') se denotard por X ¢ Y.
e Diremos que X es igual a Y, y lo representaremos X =Y, si

XCYeY CX

Denotaremos por X # Y cuando X no sea igual que Y.
e Diremos que X estd estrictamente contenido en Y, y lo denotaremos X C Y si

XCYyX#4Y.

e Definimos el conjunto vacio, denotado por (), como aquél que carece de elementos.
e Definimos el conjunto partes de X, y lo representamos por P(X) como el conjunto
que tiene por elementos los subconjuntos de X.
Ejemplos C

* Las nociones de pertenece y contenido, aunque faciles pueden llegar a confundirnos. Sea
X ={1,{1},{1,a},{a}}. Entonces

L{a}eX, a¢X, {I}{a}cX, {la}¢X
Observar que en este ejemplo {1} € X y {1} C X.
* Para A = {1,2,a}, se tiene que

P(A) = {0, {1}, {2}, {a}, {1, 2}, {1, a}, {2, a}, {1, 2, a}}.

*Relacién légica <= : establece que las proposiciones a izquierda y derecha de ella son o ambas
falsas o ambas verdaderas. A veces es usada para dar una definicién

TRelacién l6gica =: establece que si la proposicién de la izquierda es verdadera, la de la derecha
también lo es
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1.2. Operaciones con conjuntos

XNy Definicién 3 Dados dos conjuntos X, Y, se define la interseccién
X Y de X con Y y se representa por X NY a un nuevo conjunto que tiene
los elementos que estan tanto en X como en Y.

XNY={z2|zeXyzeY}

XUY

Definicién 4 Dados dos conjuntos X, Y, se define la uniéon de X
con Y y se representa por X UY a un nuevo conjunto que tiene por
elementos tanto los elementos de X como los de Y.

XUY={z2|zeXdbzeY}

Nota: Dados dos conjuntos X, Y, se dice que la uniéon de X con Y es disjunta y se
denota por XUY (un punto encima de la unién) si X NY = {).

Definicién 5 Dados dos conjuntos X, Y, se define la diferencia de X-Y
X con Y y se representa por X — Y al conjunto formado por los X Y
elementos de X que no estan en Y. Es decir,
X-Y={2eX |24V}
D% XAY % Definicién 6 Dados dos conjuntos X,Y, se define la diferencia
simétrica de X con Y y se representa por XAY al conjunto forma-

do por los elementos de X que no estdn en Y junto con los de Y que

no estan en X.

XAY = (XUY)=(YNX)=(X-Y)U(Y - X)

~I

Definicién 7 Dados dos conjuntos X, Y, con X subconjunto de Y se D%
define el complemento de X en Y y se representa por X al conjunto
formado por los elementos de Y que no estan en X. Es decir,

X={:eV|z¢X)}

Definicién 8 Dados dos conjuntos X, Y se define el producto cartesiano de X e Y y
se representa por X X Y como un nuevo conjunto formado por todos los pares (z,y) en

dondez € XeyeY.
XxY ={(z,y) |lzeXeyeY}
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Ejemplos D Dados A ={1,2,a} y B = {a,b, c} se tiene que

Ax B:={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢), (a,a),(a,b), (a,c)}
Nota: Los conjuntos X x Y e Y x X son distintos siempre que X # Y.

Proposicién 9 Sean X,Y, Z tres conjuntos. Entonces:
(i) Propiedad Conmutativa: X UY =Y UX; XNY =Y nNX.

(ii) Propiedad asociativa: (X UY)UZ =X U (Y UZ)
(XNY)NZ=Xn(YNnZ).

(iii) Propiedad distributiva: (X UY)NZ=(XNZ)uU (Y NZ)
(XNY)uZ=(XuzZ)n(Yuz)
XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ)
XU(YnZ)=(XUYy)n(Xu2z).

(iv) Propiedad Idempotente: X UX = X; X NX = X.
(v) Leyes de simplificacion: (X UY)NX =X; (XNY)UX = X.

(vi) Leyes de Morgan: supongamos que X, Y son subconjuntos de un conjunto 7', entonces:

(XUY)=XnY; (XNY)=XUY.

Demo: (i) se deduce de la definicién.

(ii). Demostremos que (X UY)UZ = XU (YU Z). Seaa € (XUY)UZ. Por la
definicion de uniéon, a € X UY oa € Z y por tanto,a € X oa €Y oa € Z. Asi,a € X
0oa €Y UZ loque implica que a € X U (Y U Z). El otro contenido es idéntico.

El resto de la demostracion no tiene mayor dificultad. |

2. Conjuntos de numeros

2.1. Los Numeros Naturales

Definicién 1 Los Numeros Naturales aparecen por la necesidad que tiene el hombre
(primitivo) tanto de contar como de ordenar una cierta cantidad de objetos.

N:={1,2,3,...}

En los niimeros naturales podemos sumar y multiplicar, pero no podemos, en la mayoria de
los casos, ni restar ni dividir. Histéricamente el cero no es considerado un ntimero natural.
El siguiente teorema nos muestra una propiedad muy importante de los naturales:

Teorema 2 (Principio de induccién matematica) Si S es un subconjunto de N tal
que:

e leSy
e sin€ S, entoncesn+1€S.

Se tiene que S = N


Puntos clave

Es una mera comprobación. Cualquier apartado debe de poder demostrarse sin problemas.
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Ejemplos A Demuestra que para todo niimero natural n se verifica que
143454+ (2n—1)=n’

Demo: Consideremos el conjunto S de los ntimeros naturales para los que la igualdad
es cierta. Es claro que 1 € S, ya que 1 = 12. Supongamos que la igualdad es cierta para
n, es decir que n € S y veamos que es cierta para n + 1. Tenemos, por hipdtesis, que

14345+ +(2n—1)=n

Observar que el siguiente impar de 2n — 1 es 2n + 1, por tanto, si sumamos en ambos
lados de la igualdad 2n + 1 obtenemos

143454+ +2n—-1D)+C2n+1)=n*+2n+1=(n+1)>°

es decir, que n+1 € S. Por tanto aplicando el principio de induccién matematica, S = N,
lo que demuestra que la igualdad es cierta para todo niimero natural. [

Teorema 3 (Principio de induccién generalizado:) Sea S un subconjunto de N tal
que:

e leSy

esil,2...,neS entoncesn+1¢€S5.
Entonces S = N

En este punto nos separamos de la teoria axiomatica de los Numeros Naturales (tanto
la suma, el producto como el buen orden de N se pueden definir usando una pequena
cantidad de axiomas; a partir de ellos se pueden demostrar todas las propiedades que
vamos a ver a continuacién). Si quieres ver la teoria completa, la puedes encontrar en [1].

Definicién 4 (Propiedades de los Nimeros Naturales)
1. Propiedades respecto de la suma:
a) Propiedad asociativa: (z+vy)+2=2+ (y+2) Vaz,y,z€N.

b) Existencia de elemento neutro: x +0=04+z =2 V2 €N.

c) Propiedad conmutativa: x +y =y +x Vuz,y € N.
2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z =z (yz) Vz,y,z€ N.
b)
c) Propiedad conmutativa: xy =yz VYV z,y € N.
d)

Existencia de elemento neutro: x1=1xz=2 V x € N.

Ley de simplificacién: V z,y,z € N, con x # 0, si xy = x 2z, entonces y = 2.

3. Propiedades respecto del orden: Los Naturales poseen un buen orden, es decir,
cualquier subconjunto no vacio de N posee elemento minimo.

4. Propiedades conjuntas: para todo z,y,z € N

a) Propiedad distributiva: (x +y)z =22z +yz.
b) Six <y, entonces r+ 2 <y+ 2.

c) Six <y, entonces vz < yz.


Puntos clave

Debes de poder comprender este ejemplo sin problemas.
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2.2. Los Numeros Enteros

Definicién 5 Los Numeros Enteros: aparecen simetrizando el conjunto de niimeros na-
turales, y anadiéndoles el cero. Los denotaremos por Z. Con este nuevo conjunto de
nimeros obtenemos la mejoria de que, ahora si, la resta de dos nimeros enteros es un

numero entero.
Z:={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Definicién 6 (Propiedades de los Niimeros Enteros)

1. Propiedades respecto de la suma:

a) Propiedad asociativa: (z+y)+z=2+(y+2) VYuz,y,z2€Z.
b) Existencia de elemento neutro: x +0=04+z =2 Vz € Z.

c¢) Existencia de elemento opuesto: para todo z € Z existe —z € Z tal que
r+ (—z)=(—x)+z=0.

d) Propiedad conmutativa: t +y=y+x Vuz,y € Z.
2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z==xz(yz) VY z,y,z € Z.

Propiedad conmutativa: xy =yx V z,y € Z.

)
b) Existencia de elemento neutro: z1 =1z =2 Vz € Z.
c)

)

d) Ley de simplificacion: V x,y,z € Z, con x # 0, si xy = = 2z, entonces y = 2.
3. Propiedades conjuntas:

a) Propiedad distributiva: (z +y)z=z2+yz Vaz,y,z€Z.
4. Propiedades respecto del orden: para todo x,y,z € Z

a) Sixz <y, entonces r+ 2z <y + 2.
b) Siz <yyz>0,entonces xz < yz.
c) Siz<y,yz<0, entonces rz >y z.

Nota: Observar que normalmente los elementos de Z no poseen inverso.

Definicién 7 Se define el valor absoluto de un ntmero entero x € Z y se representa
por |z| como:

T siz >0
|| = .
-z siz <0

Proposicién 8 (Algoritmo de la divisién.) Dados dos ntimeros enteros x,y € Z con
y > 0 existen ¢,r € Z (\inicos), tales que z = cy +r con 0 < r < y.
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Definicién 9 Con la notacién del teorema anterior se dice que x es el dividendo, y el
divisor, c el cociente y r el resto.

Definicién 10 Sean x,y dos ntmeros enteros. Se dice que y divide a x y se representa
Y], si existe ¢ € Z tal que = = cy.

Definicién 11 Se dice que un ntimero entero p es primo si [p| # 1 y sélo es divisible por
{17 _17p7 _p}

Definicién 12 (Teorema de Factorizacién) Dado un ntimero entero n con |n| > 1
existen unos Unicos p; < - -+ < pg primos y nq,...,ng € N tales que n = £pi* ... p.*.

2.3. Los Numeros Racionales.

Ampliando el conjunto de los nimeros Enteros a los Racionales, 9, conseguimos en-
contrar inversos respecto del producto (naturalmente salvo para el cero). Por lo que en Q
vamos a poder sumar, restar, multiplicar y dividir (por nimeros no nulos).

Q::{%m,bez, b+ 0}

Tenemos que la suma y el producto de ntimeros Racionales es:

La suma: %+§ = aaToe

El producto:  ¢-9 =75

Definicién 13 (Propiedades de los Niimeros Racionales)
1. Propiedades respecto de la suma:

a) Propiedad asociativa: (z+y)+2=2+ (y+2) Vaz,y,2€Q.
b) Existencia de elemento neutro: z +0=04+z=2 Va2 eQ.

c¢) Existencia de elemento opuesto: para todo x € Q existe —x € Q tal que
v+ (—x)=(—x)+2=0.
d) Propiedad conmutativa: x +y =y +x Vx,y € Q.
2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z=z(yz) Vzx,y,z€ Q.
b) Existencia de elemento neutro: x1=1z=x Vz € Q.

c¢) Existencia de elemento inverso: para todo 0 # z € Q existe z7! € Q tal que
~1 —1
rx— =x "z =1

d) Propiedad conmutativa: xy =yz VYV z,y € Q.
3. Propiedades conjuntas:

a) Propiedad distributiva: (z+vy)z=2x24+yz Vz,y,z€ Q.
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Nota: A un conjunto con dos operaciones que verifique todas las condiciones an-
teriores se le denomina Cuerpo. Por tanto Q es un cuerpo.

4. Propiedades respecto del orden: para todo z,y, 2z € Q

a) Sixz <y, entonces r+ 2z <y + z.
b) Siz <yyz>0,entonces xz < yz.
c) Six<y,yz<0,entonces zz>yz.

2.4. Los Numeros Reales.

No obstante, nos encontramos con operaciones que no se pueden realizar dentro del
conjunto de los niimeros Racionales. Asi,v/2 no es un ntimero Racional.

Esto nos lleva a un resultado que no sélo se crefa cierto, sino que se consideré evidente
hasta tiempos posteriores a Pitagoras: dadas dos longitudes a y b

longitud a

longitud b

existe una tercera longitud ¢ j — 7 tal que tanto a como b son multiplos de ¢?
Nota: La respuesta es que NO, ya que es falsa para 1y /2.

La construccion de los niimeros Reales a partir de los nimeros Racionales no es facil,
por lo que la vamos a omitir. Para nosotros los niimero Reales no sera mas que el conjunto
de todas las medidas posibles. Denotemos por R al conjunto de nimeros Reales con la
suma y el producto usual. En R no solo tenemos que podemos sumar, restar, multiplicar
y dividir (por niimeros no nulos), sino que podemos hacer raices de cualquier orden sobre
nimero positivos y raices de orden impar sobre cualquier Real.

Definicién 14 (Propiedades de los Ntuimeros Reales) 1. Propiedades respecto de
la suma:
a) Propiedad asociativa: (x +y)+z=x+(y+2) Ya,y,ze€R.
b) Existencia de elemento neutro: v +0=0+z =2 Ve R.

c) Ezistencia de elemento opuesto: para todo x € R existe —x € R tal que
r+(—x)=(—x)+2=0.
d) Propiedad conmutativa: x +y =y +z VYV x,y € R.

2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (xy)z=1x(yz) Y x,y,z€R.
b) Ezistencia de elemento neutro: x1=1x =2 VYV z €R.

c) Ezistencia de elemento inverso: para todo 0 # x € R existe x=' € R tal que
rrt=aotor=1.

d) Propiedad conmutativa: zy =yx YV z,y € R.
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3. Propiedades conjuntas:
a) Propiedad distributiva: (x +y)z=xz+yz Y x,y,z€R.
4. Propiedades respecto del orden: para todo x,y,z € R

a) St x <y, entonces x +z < y+ z.
b) Six <y yz>0, entonces xz < yz.
c) Six<y,yz<0, entonces vz > yz.

Nota: R también es un cuerpo.

2.5. Los Numeros Complejos.

Nos encontramos todavia con ciertas “deficiencias” en el conjunto de los numeros
Reales. Por ejemplo no toda ecuacién polindomica tiene solucion en R. Como caso parti-
cular, X2 + 1 = 0 no tiene solucién en R, o lo que es practicamente lo mismo, no existe
la raiz cuadrada de ningin nimero negativo.

Vamos a construirnos un nuevo conjunto de niimeros en donde estas ecuaciones tengan
solucion: Los Numeros Complejos. Denotemos por ¢ un nimero “imaginario” que verifique

que i = —1 y sea C el conjunto:

C:={a+bi]|abeR}.

Dado z = a + bi € C diremos que a es la parte real de z mientras que b es su parte
imaginaria. Vamos a poder definir una suma y un producto en C:

» La suma se define: (a +bi) + (¢ +di) = (a+¢) + (b+ d)i
» El producto se define: (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Nota: observar que no son suma y productos arbitrarios, ya que la suma se realiza
“aplicando la propiedad distributiva y conmutativa” y el producto “aplicando ademas el
hecho de que i = —17.

Nota: Todo niimero Real lo podemos ver como un nimero Complejo, ya que todo a € R
puede verse como a + 0i € C. De ahora en adelante siempre veremos los niimeros Reales
como un subconjunto de los Complejos.

Antes de ver las propiedades que verifican los nimeros Complejos veamos algunas
definiciones y propiedades.

Definicién 15 Sea z = a+bi € C. Se define el conjugado de z y se denota porZ como
Z=a — bi.

Definicién 16 Sea z = a + bi € C. Se define el médulo de z, y se representa por |z|
como el nimero Real, |z| =va? + b?

Nota: Observar que un niimero Complejo es cero si y solo si su médulo es cero, es decir:
dado z =a+bi € C
z2=0 < |z| =0.
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Lema 17 Sea z € C un nimero Complejo. Entonces 2z = |z|*.

Demo. Realmente sélo tenemos que hacer el producto:
z-Z=(a+bi)-(a—0bi)=(a*+b*)+0i = |z|?
por lo que queda demostrado el teorema. [

Lema 18 Sea 0 # 2z = a+ bi € C un numero Complejo. Entonces el inverso de z es %
Es decir,
1 a b

- - i
a+bi  aZ+b% a4+ b2

Nota: Ya sabemos sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros complejos:

c d

a+bi .
— i
Ard At

C+d,=w+hw@+d04=%a+wx

).
Definicién 19 (Propiedades de los Niimeros Complejos)

1. Propiedades respecto de la suma:

a) Propiedad asociativa: (x +y)+2=2+(y+2) Vaz,y,z¢€C.
b) Existencia de elemento neutro: z +0=04+z =2 VazeC.

c¢) Existencia de elemento opuesto: para todo x € C existe —z € C tal que

d) Propiedad conmutativa: t +y=y+x Vz,y e C.
2. Propiedades respecto del producto:

a) Propiedad asociativa: (zy)z=xz(yz) VY z,y,z¢€C.
b) Existencia de elemento neutro: z1 =1z =z Vz € C.

c¢) Existencia de elemento inverso: para todo 0 # z € Q existe x71 € C tal que

rxl=gclo=1.

d) Propiedad conmutativa: xy =yz V z,y € C.
3. Propiedades conjuntas:

a) Propiedad distributiva: (z +y)z=z2+yz Vuz,y,z€C.

Nota: Los nimeros Complejos también son un Cuerpo.
Nota: En los nimeros Complejos no hemos dado una nocién de orden, por lo que no
podremos decir si un nimero Complejo es mayor o menor que otro.
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2.6. La forma polar de un nimero Complejo

Definicién 20 Vamos a usar el hecho de que todo nimero Complejo, z = a + bi € C, se
puede representar como un vector de R?, el plano Real, en donde a es la coordenada en
el eje de coordenadas y b es la coordenada en el eje de abscisa.

a

Asi, z queda determinado por el médulo de este vector M, que llamaremos modulo de
z y el angulo respecto del eje de coordenadas «, al que llamaremos el argumento de z.

Definicién 21 Cuando un nuimero Complejo z lo demos a partir de su modulo, |z| y
argumento «, diremos que z estd en forma polar, y lo notaremos por z = M,. En caso
contrario, cuando demos un niimero Complejo en la forma z = a+bi diremos que z estd en
forma cartesiana.

Nota: Es facil, usando nociones bésicas de trigonometria, pasar de la forma polar de un
ntimero Complejo a su forma cartesiana y viceversa.

Z=a-+ bZ? = &= ‘Z|ArcTan%

z=M, = z= MCosa+ MSen«a i

Nota: Cuando nos encontramos con numeros polares puros, es decir, cuando la parte
Real del nimero Complejo sea cero, tenemos que calcular la arcotangente de “infinito”
(ArcTang) lo que sera interpretado como el angulo de noventa grados si b es positivo y el
angulo de 270 grados si b es negativo.

Nota: Un nimero Complejo en forma polar tiene mas de una representacion, ya que para
todo z = M,, se tiene que z = M 1360 = Myi360k, cOn k € Z. Ya que en su representacion
en el plano Real una o més vueltas (sumar o restar un nimero de veces 360 grados al
argumento) no afecta a su representacién. Por otro lado, por definicién, M es un ntmero
Real positivo.

Nos encontramos con que va a ser mas facil multiplicar niimeros en forma polar que
en forma cartesiana.

Proposicion 22 Sean z = M, y M., dos nimeros complejos. Entonces el producto de z
por z' en forma polar sigue la formula,

r !
M, - My = MM, , o

Es decir, se multiplican sus modulos y se suman sus argumentos.
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Demo:

z -2 = (MCosa + MSena i) - (M'Cosa’ + M'Sena’ 1)
= (M M'Cosa Cosa/ — M M'Senar Sena’)
+ (M M'Cosa Sena’ — M M'Cosa’ Senav)i
= MM'Cos(a + o) + MM'Sen(a + /)i = MM, .

Tenemos entonces que es muy facil calcular potencias de un niimero complejo (siempre
que este en forma polar):

Lema 23 Sea z = M, un nimero complejo y sea n € N. Entonces 2" =

(M")na

Nos encontramos también que el calculo de raices de cualquier orden en nimeros
complejos no es muy complicado. Antes una definicion.

Definicién 24 Sea z un nimero complejo. Se define una raiz n-esima de z y se representa
por Yz como cualquier complejo w € C tal que w™ = z.

Lema 25 Sea z = M, un nimero complejo y sea n € N un natural. Entonces z posee n
raices n-esimas que Son:

= VMo, VMa s60,, VMa, ys0,...
”7 n+n” n+2n’

Nota: En particular,
* las raices cuadradas de un complejo M, son VMe y vV Ma 5.

3 3
% Las raices cubicas de M, son vMa, v/ M 24120 Y v M 2 4240
4 4 4
* Las raices cuartas de M, son v M \/M%Jrgo, \/M%+180 y \/M%+270.

) TLV M%-}-(n—l)-%

Ejemplos B Las raices n-esimas de uno, es decir, V/1 son:

) 1(71—1)&7;)}

Este conjunto de numeros es importante en matemdticas, cada uno de sus elementos se
denomina una raiz n-ésima de la unidad.
Nota: Si denoto por v = 1%, tenemos que ¥ = 1k%, por lo que el conjunto de las

Y =1},

{1@,12@,...
n n

raices n-ésimas de la unidad es {v,~?, ...

3. Resumen operaciones con complejos

Propiedades 1 (En forma cartesiana) Sean z = a + bi, 2/ = ¢+ di dos ndmeros
complejos. Entonces:

La suma z—l—z’—(a—l—bi) (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

El producto | z -2’ = (a + bz) (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bd)i.

El inverso % = aibi = ot + el

El cociente | 5 = (a +bi) - (z5z + ngr‘fig i) = ggjfg + lc’§+‘;§l2

La potencia L7

La raiz L7




Capitulo 1. Conceptos Basicos 13

Propiedades 2 (En forma Polar) Sean z = M,, 2/ = M/, dos nimeros complejos.
Entonces:

La suma L?
El producto | z- 2" = M, - M!, = MM, .
El inverso 2=M_,.

El cociente | 5 = MM, _,.

La potencia | 2" = (M,)" = M.

La raiz {L/E: \n/Ma: \n/Ma: \n/M%, \n/Mg_i_@,..., \n/Mg_i_(n_l)@.

4. Soluciones de ecuaciones polinémicas en C

Lema 1 Dada una ecuacién polinémica de segundo grado az?+bx+c = 0 con a, b, c € C,
a # 0, tenemos que sus soluciones son:

_ —b+Vb* —4ac
N 2a

X

Cuando a,b,c € R, a # 0, y sélo disponiamos de los nimeros Reales nos encontrabamos
que cuando b% —4ac < 0 la ecuacién “no tenfa solucién”. Ahora, ya podemos trabajar con
los niimeros Complejos, por lo que:

% Caso Real con dos raices distintas: Si b*> — 4ac > 0

=Y b2 — dac
N 2a ’

X

* Caso Real con una raiz doble: Si b* — 4ac = 0

—b
r=—.
2a

% Caso Complejo con dos raices conjugadas: Si b*> — 4ac < 0

_ —bxvb? —dac b i\/—(b2 — 4ac)
e 2a "~ 2a 2a "

Nos encontramos que una ecuacion polindémica de grado dos sobre C tiene dos so-
luciones (o una tunica solucién doble) este resultado no es sélo valido para ecuaciones
polinémicas de grado dos:

Teorema 2 (Teorema fundamental del dlgebra) Una ecuacién polinémica sobre C
de grado n:

™+ Far  +ar+ag=0 con an,...,a,a € C, ap, # 0

posee exactamente n soluciones. [ |

No obstante, las ecuaciones de grado superior a dos son algo mas dificiles de resolver.
Pero todavia, sin mucho esfuerzo, podemos resolver algunas més.
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5. Aplicaciones

5.1. Definiciones basicas

Definicién 1 Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Se define una aplicacion f de X en
Y, y se representa por f: X — Y, como un subconjunto F' C X x Y tal que para todo
x € X existe un tnico y € Y con (z,y) € F

Vee X FyeY | (a,y)eFt

Este elemento y no es més que lo que usualmente llamamos f(x). Al conjunto X se le
denomina el dominio de f y se representa por Dom(f). Al conjunto Y se le denomina el
codominio de f y se representa por CoDom(f).

Nota: Normalmente daremos una aplicacién dando una regla que asigna a cada ele-
mento de X un y sélo un elemento de Y.

Nota: Cuando se trabaja con aplicaciones reales de variable real, es decir, aplicaciones
f : R — R, normalmente sa las llama funciones. Estas funciones vienen representadas por
expresiones algebraicas tales como f(z) = 1 (como puede verse la funcién f no tiene
sentido en 0, jque es f(0)? En estos casos se entiende que el dominio de f es el conjuntos
de naturales para los que la expresion tiene sentido, aunque se represente por f : R — R.
Por ejemplo, el dominio de la funcién anterior es:

Dom(f) ={z € Rlx #0} =R — {0}

Nota: Podemos representar aplicaciones a partir de diagramas de Venn:

En este caso la aplicacién f tiene dominio X = {1,2, 3,4}, codominio Y = {2,4, 6, 8}
y consiste en el subconjunto F = {(1,2),(2,4),(3,4),(4,8)} € X x Y. Que puede ser
representado por f: X — Y con f(x) = —8 + 162 — Tz? + 3.

Ejemplos A
* Sea f: N — N definida por f(n) =2n+ 1. En este caso la aplicacién es el subconjunto
{(n,2n+1) | n € N}.

* Sean X e Y dos conjuntos no vacios y yo un elemento de Y. La aplicacién constante:
fu : X — Y definida por f(z) = yo para todo z € X. En este caso la aplicacién es el
subconjunto {(z,yo) | = € X}.

1Y para todo; 3 existe; ! un tnico; | tal que. En conjunto esta formula centrada se lee: para todo
perteneciente a X existe un tnico y perteneciente a Y tal que (z,y) pertenece a F
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* La aplicacién identidad: Idx : X — X definida por Idx(z) = = para todo x € X. En
este caso la aplicacion es el subconjunto {(z,x) | v € X}.

* Dada una aplicacién f : X — Y y dado X’ un subconjunto de X tenemos la restricciéon
de f a X' como: f|x: : X' — Y definida por f|x/(z) = f(x).

* Dada una aplicacién f : X — Y y dado Y’ un subconjunto de Y con Im(f) C Y’
tenemos restriccion de f a Y’ como: flyr : X — Y’ definida por f|y/(z) = f(z).

Definicién 2 Diremos que dos aplicaciones f,g son iguales si Dom(f) = Dom(g),
CoDom(f) = CoDom(g) y para todo x € Dom(f) se tienen que f(z) = g(x) (es de-
cir, el subconjunto que las define es el mismo).

Definicién 3 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f: X — Y una aplicacion.

e Dado un subconjunto A de X se define la imagen de A por f y se denota por f(A)
Como:

f(A)={f(a) |lac A} CY
Se define la imagen de f como Im(f) := f(X).

e Dado un subconjunto B de Y se define la imagen inversa de B por f y se denota por
YY) como:
YY) ={recX | fx)eY'}cCX

Ejemplos B Consideremos la aplicacion:

Tenemos entonces que

f({17 2, 3}) - {1747 y}7 f({2747 6}) - {4}7 f({47 5}) - {47 CL}

f_l({b}) =0, f_l({4}) = {27 4, 6}7 f_l({a7 4, y}) = {27 3,4,95, 6}
Definicién 4 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacién. Diremos
que f es:

e Inyectiva: si f(x) = f(y) implica que x = y (un elemento de Y no puede ser imagen
de dos elementos de X).

e Sobreyectiva: si para todo y € Y existe un x € X tal que f(z) =y (todo elemento de
Y es imagen de algin elemento de X).

e Biyectiva: si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.
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Ejemplos C
* La aplicacién f: R — R definida por f(z) = 2z + 1 es biyectiva.

* La aplicacién g : N — N definida por g(z) = 2z + 1 es sélo inyectiva. No existe ningtin
natural n tal que f(n) = 4.

x La aplicacién h : R — R definida por h(x) = z? no es ni inyectiva ni sobreyectiva.

h(2) = h(—2) por lo que no es inyectiva y no existe ningiin elemento x € R tal que
f(z) = —1, por lo que no es sobreyectiva.

5.2. Composiciéon de aplicaciones

Definicién 5 Sean X, Y, Z tres conjuntosy f: X = Y y g: Y — Z dos aplicaciones. Se
define la composicion de f con g y se representa por g o f como la aplicacion

gof:X — Z definida por go f(x):=g(f(x)) VezeX

Nota: Cuando trabajamos con aplicaciones f,g : R — R (es decir, funciones) por el
dominio de la composicion se entendera el conjunto en donde f, g y la composiciéon go f,
tienen sentido. Asi, si consideramos f : R — R definidas pro f(z) = % tenemos que el
dominio de f es Dom(f) = R—{0}. Por otro lado fo f(x) = 1/%3 = z (que en principio no
tiene problemas de definicién para ningiin niimero Real, no obstante, el dominio de f o f
es Dom(fo f) =R —{0}.

Teorema 6 Sean X,Y, 7 y T cuatro conjuntos no vacios y consideremos
f:X—=Y g Y—>Z h:Z->T

tres aplicaciones. Entonces ho (go f) = (hog)o f.

Demo: Es una mera comprobaciéon: Dado cualquier x € X se tiene que,

ho(go f)(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(x)))
(hog)o f(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

Luego las aplicaciones ho(go f)y (hog)o f coinciden para todo x € X, lo que demuestra
que son la misma aplicacién, ver definicién 2 (Pag. 15). |

Nota: La composicién de aplicaciones no tiene que verificar la propiedad conmutativa.
Es decir, dado X un conjunto no vacio y dos aplicaciones f,g : X — X no tiene que
verificarse que fog=go f.
Lema 7 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion.
(i) Si Idy denotan la aplicacién identidad en Y, entonces Idy of = f.

(i) Si Idx denotan la aplicacién identidad en X, entonces f oldy = f.

Demo: Los dos apartados son obvios. |


Puntos clave

Debes de poder demostrar este teorema sin problemas.

Puntos clave

Cualquier apartado debe de poder demostrarse sin problemas.
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Proposiciéon 8 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f : X =Y, g:Y — Z dos
aplicaciones. Entonces:

(i) Si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(ii) Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva. (ejercicio)
(iii) Si g o f es inyectiva, entonces f es inyectiva. (ejercicio)
(iv) Si g o f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

(v) f v g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

Demo:

(i). Supongamos que f y g son dos aplicaciones inyectivas y consideremos 1, zs € X
tales que go f(x1) = g o f(xs) (tenemos que demostrar, para ver que g o f es inyectiva,
que z1 = x3). Por definicién

9(f(x1)) = g o f(z1) = go f(x2) = g(f(x2))

por tanto, como g es inyectiva, f(x1) = f(x2) y como f es inyectiva z1 = xs.

(iv). Supongamos que go f : X — Z es una aplicacién sobreyectiva y veamos que
g Y — Z es también sobreyectiva. Dado z € Z tenemos que encontrar un y € Y tal que
g(y) = z. Como g o f es sobreyectiva, existe z € X tal que z = go f(z) = g(f(z)). Por
tanto, y = f(x) es el elemento que buscamos:

9(y) =g(f(x)) =go f(z) =2
(v) es corolario de (i) y (ii). -

Teorema 9 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es biyectiva.

(ii) Existe una aplicacién g : Y — X tal que fog=1dy y go f = Idx.
Es mds, g es tinica, que denotaremos por f~!. En este caso se dice que f es inversible
con inversa f1.

Proposiciéon 10 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f: X =Y yg:Y — Z dos
aplicaciones biyectivas. Entonces g o f es biyectiva, por tanto inversible con inversa,

(gof)y'=flog™".
Demo: Comprobemos simplemente que f~! o g™! es la inversa de g o f. Tendremos

entonces que la composicién de aplicaciones biyectivas es biyectiva por el teorema 9 (Pag.
17).
(flog)o(gof)=f"o(g og)of=f"oldyof=f"of=1Idx
(goflo(flog)y=go(fof)og'=goldyog™ ' =gog™' =1Idy.
Lo que demuestra la proposicion. ]
Nota: Dados dos conjuntos no vacios X, Y y una aplicacion f: X — Y NO SE DEBE

CONFUNDIR la imagen inversa de un gubconjunto B gie Y por f, denotado por f~1(B),
con la inversa de la aplicacién (QUE SOLO EXISTIRA SI f ES BIYECTIVA).


Puntos clave

Si tienes claras las definiciones debes de poder demostrar cualquier apartado sin problemas.

Puntos clave

Es una mera comprobación.
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6. Ejercicios del Tema

1 Sea X = {1,2,3,a,b,¢c,a,,7,{1,a},{4},{a,b,c}}. Di si las siguientes afirmaciones
son ciertas o falsas:

aceX {la}eX {la}CcX 4eX {abc}CX
3CX {a,{4}}CcX {4}cCcX XcCX {abcteX

2 Di si los siguientes son conjuntos. Caso de ser conjuntos, da una descripcién alternativa

de ellos:
» {zeR|22=2}
» {z€R|2? <0}
» {z€Q|2z= 7" conn,meN,m>100}
» {r€Q|2z=2conn,meNm=3}

3 Sea X un conjuntoy A, By C tres subconjuntos de X. Demuestra que si ANC = BNC'
y AUC = BUC(C entonces A = B.

4 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y una aplicacion. Demuestra que para
todo par de subconjuntos A, B C X,

(a) Si A C B, entonces f(A) C f(B). (b). f(AUB) = f(A)U f(B).
(c) f(AnB) C f(A) N f(B).
(d) Da un ejemplo que muestre que f(AN B) no tiene por qué ser igual a f(A) N f(B).

5 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f: X =Y, g:Y — Z dos aplicaciones.
Demuestra:

1. Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.
2. Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva. ;Sera g inyectiva?

6 Sean X, Y y Z tres conjuntos no vaciosy f: X =Y, g:Y - Z h:Z — X tres
aplicaciones tales que hogo f =1Idyx, fohog=1Idy, go f oh =1dz; Demuestra que f,
g v h son biyectivas.

n(n+1)

7 Demuestra que para todon € N, 1 +2+---+n = =5

8 Demuestra que para todon € N, 13 4+23 + ... 4+ n3 = (14+2+---+n)2

9 Realiza las siguientes operaciones:

32 1+
R L R e

10 Calcula |
(—7/ . _.)1024’ (3 - 27[>5
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11 Realiza las siguientes operaciones:

5+ 107
4—3%

(2+3i)(5 —44), V1+2i, V-1,

12 Calcula (1 + 4)10%.
13 Encuentra las soluciones de la ecuacion iX* + (2 4+ i) X? + (1 +14) = 0.

14 Encuentra las soluciones de las ecuaciones
X1416=0, X5 4+32X =0, X>+2X?’ 4+ X =0

15 Da la forma polar y cartesiana de los nimeros complejos que han aparecido en los
ejercicios anteriores.

16 Calcula el numero complejo que verifica que sumado son su inverso da la unidad.

17 Halla el valor de a sabiendo que la expresion (a+6i)(3+2i) corresponde a un nimero
complejo imaginario puro.
18 Halla las funciones g o f y f o g para los siguientes pares de funciones:
o f(z)=2x,g(x)=2+3
o flx) =vVx+3,g9(x)=2+3
o f(x) =52, g() =V
19 ;Cual es el dominio de la funcién compuesta g o f7
20 ;Explica razonadamente la relacién entre el dominio de % y los dominios de f(x)
y 9(x)?

21 Aplica los resultados de los dos problemas anteriores al cdlculo de los dominios de g
y go f siendo f(x) = %, g(x) =+/x.
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Capitulo 2

Funciones Reales

= En este tema vamos a estudiar las propiedades mas comunes de las funciones reales, como puede
ser crecimiento decrecimiento, maximos y minimos, acotacién, etc.

= Estudiaremos las funciones reales mds comunes (que seran usadas en Ciencias ambientales). Estu-
diaremos su grafica asi como sus propiedades més importantes.

» Estudiaremos como afectan las transformaciones elementales a este tipo de funciones.

= Veremos las funciones inversas de alguna de estas funciones y estudiaremos su grafica.

1. Conceptos Basicos.

La descripcién de la mayorfa de los fendmenos (fisicos, biolégicos, econémicos, am-
bientales, etc) que evoluciona con respecto al tiempo se estudian mediante el concepto
de funcién. Asi, la nocién de funcién (normalmente denotada por f(¢) cuando depende
del tiempo) nos va a permitir hacer un estudio profundo, sacando conclusiones relevan-
tes, de ciertos hechos si conocemos como van evolucionando estos a través del tiempo (si
conocemos la funcién que describe su comportamiento).

Definicién 1 Recordamos que dados dos numeros reales a,b € R con a < b se definen

los siguientes intervalos:

e El intervalo cerrado [a,b] = {z € R | a <z < b}.

e El intervalo abierto (a,b) ={z € R | a < x < b}.

e El intervalo (a,b] = {r € R | a <2z <b}. e Elintervalo [a,b) ={z €R | a <x <b}.
Los intervalos infinitos:

e El intervalo (—oo,b] ={x € R | z <b}. e Elintervalo (—o00,b) = {z € R | x < b}.

e El intervalo [a,00) = {z € R | a < x}. e El intervalo (a,00) ={z € R | a < z}.

Ejemplos A Algunos ejemplos de intervalos estan representados en el siguiente dibujo:

(—OO, -1 ] (_97 _3] [_174) [678] (107 OO)
———e—|o—+——+——+——+eo+—e|+—+—+o| e+ +—b+—F——
10
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Vamos a empezar repasando funciones de R a R. Nos centraremos en el estudio de las
funciones méas comunes.

Definicién 2 Recordamos que dados dos conjuntos no vacios X e Y. Se define una apli-
cacion f de X en Y, y se representa por f: X — Y, como un subconjunto ' C X x Y
tal que para todo x € X existe un tnico y € Y con (z,y) € F

VeeX 3NyeY | (z,y)eF

Este elemento y no es mas que lo que usualmente llamamos f(x). Normalmente da-
remos una aplicacién dando una regla que asigna a cada elemento de X un y sélo un
elemento de Y.

Nota: Las aplicaciones definidas en conjuntos numéricos, digamos N, Q,R o C se las
suele llamar funciones.

Ejemplos B Normalmente las funciones se definen dando una regla de definicién. En
este caso se entendera que el dominio de una funcién, digamos real, f es el conjunto de
elementos de R en donde dicha regla tiene sentido: Definiremos una funcién f : D — R
siendo D el dominio de f, por ejemplo:

* Si consideramos la funcién f : D — R definida por f(x) = 1/x tenemos que f
manda a cada elemento no nulo de R al elemento 1/x. f(0) no queda definido (ya
que no tiene sentido). Por tanto el Dominio de f es Dom(f) =R — {0}.

* Si consideramos la funcién sen : D — R, la funcién seno, tenemos que esta definida
para todo R por lo que Dom(sen(z)) = R.

* Si consideramos la funcion Ln : D — R, el logaritmo neperiano en R, tenemos
que estd definido en todos los valores reales estrictamente positivos, por lo que
Dom(Ln(z)) = R*.

Por tanto, hay dos conceptos importante asociado a la nocién de funcién, su regla de
definicién y su dominio (que suele ser el mayor conjunto en donde dicha regla tiene
sentido).

En la siguiente secciéon vamos a introducir algunas funciones reales de variable real
que nos seran tutiles a lo largo del curso. Junto con las funciones iremos definiendo cier-
tas propiedades que pueden verificar dichas funciones. Asi como daremos su dominio de
definicion.

2. Las funciones polinémicas

Definicién 1 Las funciones polindmicas tienen la forma
n
p(z) =ay+ax+ -+ a,x

en donde n € Ny ag,ay,...,a, € R. El dominio de p(z) es Dom(p(z)) = R. Se define
el grado del polinomio p(zx) = ay + a1 + - -+ + a,z" con a, # 0 y se representa por
deg(p(x)) como deg(p(x)) = n. El coeficiente de grado cero de f se denomina el termino
independiente.
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Propiedades 2 Sea f: R — R una funcién. Se dice que f es
e creciente si para todo z,y € R con x < y se tiene que f(z) < f(y).
e estrictamente creciente si para todo z,y € R con z < y se tiene que f(z) < f(y).
e decreciente si para todo z,y € R con = < y se tiene que f(x) > f(y).

e estrictamente decreciente si para todo z,y € R con x < y se tiene que f(z) >

f(y).

Nos encontramos con varios tipos interesantes de funciones polinémicas:
% Las funciones constantes f(z) = a con a € R, o los polinomios de grado cero. Estas
funciones son crecientes y decrecientes (no estrictas).
% Las funciones afines f(z) = ax + b con a,b € R, a # 0 (las rectas en el plano), o
los polinomios de grado uno. Al coeficiente a se le denomina la tangente de la recta y
corresponde exactamente a la tangente del 4ngulo que forma el eje OX con la recta f, es
decir, a = Tan(«). Por otro lado, es claro que b (el termino independiente) se corresponde
con el corte de f(x) en el eje OY (en nuestro caso, el punto (0, —3). Estas funcién es
estrictamente creciente si a es positivo y estrictamente decreciente si a es negativo (en
toda la recta real).

Nota: Los siguientes dibujos son ejemplos de gréaficas de las funciones anteriores.
Matematicamente la gréafica de una funcién f : D — R consiste en los puntos

{(z,f(x)) eR* | x € D}

La grafica de una funcién f contiene toda la informacién que nos puede proporcionar f
de una forma visual (y muy clara), con lo que se tiene que estar habituado a reconocer y
extraer conclusiones de ellas.

Ejemplos A Las funciones afines o polinomios de grado 1 aparecen en todos aquellos
procesos en donde las magnitudes sean proporcionales, por ejemplo:

» Fl precio de un producto dependiendo de la cantidad que se compre: St un kilo de
naranjas cuesta 2 euros, la funcion que nos relaciona peso con precio es f(x) = 2x.
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s Si la entrada a una discoteca cuesta 7 euros y cada copa vale 5 euros el gasto total
en una noche, siendo x el numero de copas es g(x) = 7+ bz (funciones similares
aparecen en el gasto de la luz a fin de mes o gasto del teléfono mobil en donde hay
una cuota mensual a lo que hay que sumar el gasto del mes).

Propiedades 3 Sea f:R — R una funcién. Se dice que
e f es acotada superiormente si existe M € R tal que para todo z € R f(z) < M.
e f es acotada inferiormente si existe m € R tal que para todo z € R f(z) > m.
e 77 € R es un maximo absoluto para f si para todo y € R, f(y) < f(zo).

e 77 € R es un minimo absoluto para f si para todo y € R, f(y) > f(zo).

% Las parabolas f(x) = az? + bx + ¢ con a,b,c € R, o los polinomios de grado dos.

flx)=1/22* — 2 —2

—2.5 |

(1,-2.5)

Nos encontramos con que la parabola tiene un punto destacado, el vértice de la
parabola. Este tiene por coordenada OX, x = —b/2a y por tanto, el vértice de f es
(—b/2a, f(—b/2a)) (en nuestro ejemplo el punto (1, —2.5)). Por otro lado el termino inde-
pendiente se corresponde con el corte de f(x) en el eje OY (en nuestro ejemplo (0, —2)).

Si el coeficiente de mayor grado de f(x) es positivo, la pardbola es decreciente hasta
su vértice, es decir, es decreciente en el intervalo (—oo, —%) y a partir de aqui crece
(el intervalo en donde crece es (—%, o0)). Caso de que a sea negativo, la parabola crece
hasta su vértice para luego decrecer hasta el infinito. Por tanto, si a es positivo, el vértice
determina un minimo absoluto para f, por lo que f es acotada inferiormente. Mientras
que si a es negativo, el vértice determina un maximo absoluto para f y f es acotada
superiormente.

Nota: Observar que en la grafica se ve claramente el crecimiento y decrecimiento de
una funcién. Asi como si esta estd acotada superior o inferiormente (la parabola f(x) =
1/22% — x — 2 esté acotada inferiormente, ningtin punto queda por debajo de y = —2.5)

Propiedades 4 Sea f:R — R una funcién. Se dice que

e 75 € R es un maximo local para f si existe un € > 0 tal que para todo y € R con
20 — y| < ¢ se tiene que f(y) < f(zo).
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e o € R es un minimo local para f si existe un € > 0 tal que para todo y € R con
10 — ] < € se tiene que f(y) > f(xo).

% Los polinomios en general: Como hemos dicho anteriormente, un polinomio de grado
n tiene como mucho n raices, o lo que es lo mismo, corta al eje OX a lo sumo en n
ocasiones. Como sucede en el ejemplo, un polinomio de grado n tiene entre maximos y
minimos locales a lo sumo n — 1.

aximo Local

x
(_ ) 0) 1 ) 0)
inimo Local
/ Mdximo y Minimo
o fy(x) = %:r3 —x
Minimo absoluto
* La funcién f)(z) = —1 es constante, por tanto es creciente y decreciente (no estricta).

Es més, todo x € R es tanto un maximo como un minimo absoluto para f;. Claramente
estd acotada tanto superior como inferiormente.

* La funcién fo(2) = 2o — 3 es estrictamente creciente, no tiene ni méximos ni minimos
en R. No esta acotada ni superior ni inferiormente en R.

* La funcién f3(z) = 2% — 2 — 2 posee un minimo absoluto en z = 1 (por tanto en
el punto (1,—2.5). La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, 1) y creciente en el
intervalo (1,00). f3 esta acotada inferiormente y no estd acotada superiormente.

* La funcién fy(z) = 32 — z tiene un minimo local en z = \/g ~ 1.15 (por tanto en

el punto (1.15,—0.76)) y un maximo local en = = —\/g ~ —1.15 (por tanto en el punto

(—1.15,0.76)). Es creciente en los intervalos (—oo, —4/3) U (\/g, o0) y decreciente en el

intervalo (—\/g , \/g) No esta acotada ni superior ni inferiormente. Los puntos de corte

con el eje OX son (—2,0),(0,0),(2,0). Corta al eje OY en el origen de coordenadas.

Teorema 5 (Interpolacién Polinémica) Generalmente no dispondremos de todos los
datos en un determinado problema. El siguiente proceso nos va a permitir construir una
funcion polindmica que se adapte a los datos conocidos y que nos podrd servir como modelo
de estudio de dicho problema. FExisten muchos métodos distintos para encontrar funciones
que se adapten a unos datos concretos (se usaran uno u otro dependiendo del problema
en cuestion). En este caso vamos a estudiar la interpolacion polindmica:
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Supongamos que estamos estudiando un problema del que sabemos que para un valor
x; nuestra funcion (desconocida) vale y; para i = 1,2,...,n. Tenemos entonces que el
polinomio

7

p(x) = Z : (x—21) (2 —20) - (7 — 2y 1) (0 — Tiy1) -+ (7 — T)

=1 i — r1)(vi — w2) - (@ — 1) (T — Tiga) - (T — 1)

es el polinomio de menos grado que manda cada x; al y; correspondiente. Observar que este
polinomio tiene grado n — 1. Veamos un ejemplo: Supongamos que el consumo energético
(medido en 100 Kilo-Watios) de una familia sigue la funcién f(t) = cos(w/3t) + 3 al mes
(t =1 corresponde a enero). Supongamos que solo conocemos los datos de los meses:

f(1)=4,f(2) =35, f(3) =2.5,f(7) = 4, f(10) = 2, f(11) = 2.5
Tenemos entonces que el polinomio al interpolar es,

p(z) = 1.65972 + 4.91581x — 3.294892> + 0.7957182" — 0.0791171z" + 0.002761242°

La grafica de f, la funcién que no conociamos, y la de pg(x), nuestros polinomios
interpolados, en donde k denota el numero de puntos que se han usado para construir el
polinomio de interpolacién, son las siguientes:

flz

600 —— pe(z)
p5($)

500

400 -+

300 -+

200 -+

100

| | | | | | | | | | | |z

Como se puede ver, la funcion interpolada se parece, razonablemente, a la original.
Cuantos mas datos de la original se tengan, mas parecidas seran ambas funciones. Notar
que ps(z) se parece al principio a pg(x) y al final a p3(z) (ya que se han tomado mds
puntos comunes con estas funciones en esos sitios).

Nota: Si los polinomios interpolados los evaluaramos lejos de los puntos que hemos
elegido verfamos que la funcién original y dichos polinomios no tienen nada que ver (esto
hay que tenerlo muy en cuenta cuando trabajamos con ellos).

Nota: El proceso de interpolar es realmente importante, ya que si tenemos una funcion
realmente complicada de la que conocemos suficientes puntos, podemos sustituirla (la
funcién) por el polinomio que aparece en la interpolacién, que se comporta de forma
bastante parecida (y es bastante més simple) que la funcién de partida.
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3. Las funciones racionales
Definicion 1 Las funciones racionales tienen la forma

ap+arz+---+ax®  p(x)

flw) = bo+ b1z + -+ bym q(x)

en donde r,s € Ny ag,ay,...,as,by,by,...,b € R. El dominio de f(z) es
Dom(f) =R —{seR|q(s)=0}.

Aqui el tipo de graficas de estas funciones es muy amplio. Algunos ejemplos son:
3 ‘,1;3
y R - 5 , T

filz) =3

* La funcion fi(x) = 1/z es decreciente en todo su dominio. No obstante no esta acotada
ni superior ni inferiormente. No tiene méaximos ni minimos absolutos ni locales. Esta
funcién tiene una propiedad que estudiaremos con mas detalle en los proximos temas:
cuanto mas pequenia es la z (préxima a —oo) o cuanto més grande es = (préxima a oo) la
funcién mas se “acerca”’ a cero. Y, cuanto mas cerca estd x de cero mas proxima esta la
grafica de f a la recta y = 0.

x La funcién fo(z) = 23/50 es creciente estricta, sin méximos o minimos absolutos o
locales. Esta funcién tampoco esta acotada superior o inferiormente.

x La funcién f3(z) = 2/(x* + 1) es acotada (ningtin valor es mayor que 2) teniendo
un maximo absoluto en z = 0. Es creciente en el intervalo (—oo,0) y decreciente en el
intervalo (0, co).

x La funcién fy(x) = 2®/(2?+1) es creciente en todo R. No estd acotada ni posee maximos
o minimos. No obstante vuelve a tener una propiedad curiosa: cuanto mas pequena es la
X (préxima a —oo) o cuanto més grande es x (préxima a oo) la funcién més se “acerca”
a la funcién f(x) = z.

4. Funciones trigonométricas

Antes de empezar a estudiar las razones trigonométricas vamos a recordar brevemente
las distintas unidades para medir angulos. Los grados sexagesimales: Un grado sexagesimal
corresponde exactamente con la noventavas parte del angulo recto, es decir, un angulo
recto son 90° grados sexagesimales. Los grados decimales: Un angulo recto son 100™ grados
decimales (no suele usarse). Los radianes: dada cualquier circunferencia C' se tiene que el
dngulo cuyo arco mide el radio de C' no depende de C' (ver dibujo). En esta unidad, el

angulo recto mide 7 radianes (5 rad).
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radios de las respectivas
circunferencias

e Un radian equivale aproximadamente a
57 grados, 17 minutos y 44.8 segundos

@e

Dado un dngulo o podemos calcular sus razones trigonométricas: sen a, cos  y tan a.
Vamos a definir funciones que asignan al valor de un dngulo medido en radianes (como
veremos mas adelante la representacion grafica de las razones trigonométricas depende, y
mucho, de la unidad de medida del dngulo que se use), el valor de la razén trigonométrica
correspondiente. En el siguiente gréafico se da el valor de las funciones seno, coseno y
tangente de un angulo «.

COS «v

Propiedades 1 Sea f : R — R una funcién. Se dice que f es

e periddica de periodo r si para todo x € R se tiene que f(z) = f(z + 7).
e simétrica par si para todo x € R se tiene que f(z) = f(—x).

e simétrica impar si para todo x € R se tiene que f(z) = —f(—x).

4.1. Funcién seno

Definicién 2 Se llama funcién seno la que asigna a la variable independiente x el valor
f(x) =senz. A continuacién observamos la grafica de la funcién sen x.

Y

o f(x) =senzx

MR
3
w
3
™)
)
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El dominio de la funcién sen z es toda la recta real. Siendo la funcién seno una funcién
periédica de periodo 2. La funcién es creciente en el intervalo [0, 7/2) U (37/2, 27| siendo
decreciente en (7/2,37/3). la funcién tiene un mdximo absoluto en 7/2 y un minimo
absoluto en —m /2 (al ser periddica de periodo 27 estos resultados se repiten cada 27). La
imagen o recorrido de sen z es el intervalo cerrado [—1, 1], por tanto sen x es una funcién
acotada tanto superior como inferiormente. Por otro lado, la funciéon senx es simétrica
impar.

Ejemplos A x El movimiento armdnico simple, como puede ser el movimiento de un
péndulo sigue una funcion del tipo f(x) = asen(Sz + ) en donde « es la longitud de
onda, el periodo de estd funcion es 2w /[ siendo v la condicion inicial.

* FEl consumo energético de una familia a lo largo de un ano sigue el patron de una
funcion periddica. Con picos mdzimos en verano (por el aire acondicionado) y en invierno
(por la calefaccion) siendo los meses de otonio y primavera consumos minimos.

4.2. Funcidén coseno

Definicién 3 Se llama funcién coseno la que asigna a la variable independiente x el valor
f(z) = cosx. A continuacién observamos la grafica de la funcién cos .

o f(z) =cosx

El dominio de la funciéon cosx es toda la recta real. Siendo la funcién coseno una
funcién periddica de periodo 27. La funcién es creciente en el intervalo (m,27m) siendo
decreciente en (0, 7). la funcién tiene un maximo absoluto en 0 y un minimo absoluto
en 7 (al ser periédica de periodo 27 estos resultados se repiten cada 27). La imagen o
recorrido de cosx es el intervalo cerrado [—1, 1], por tanto cosz es una funcién acotada
tanto superior como inferiormente. Por otro lado, la funcién cos z es simétrica par.

Propiedades 4 Algunas propiedades de la funcién seno y coseno son las siguientes: Da-
dos =,y € R,

(i) sen?(z)+ cos®(z) = 1.
(ii

)
) —1<cos(z) <1y —1<sen(x)<1.

(iii) cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(x) sen(y).
)

(iv) sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(z) sen(y).
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4.3. Funcién tangente

Definicién 5 Se llama funcién tangente la que asigna a la variable independiente x el
valor f(x) =tanz. A continuacién observamos la grafica de la funcién tan x.

El dominio de la funcién tanz es R — {27 | n € N}. Siendo la funcién tangente una

2

funcién periddica de periodo 7. La funcion es creciente en todo su dominio no teniendo
ni maximos ni minimos locales. La imagen o recorrido de tan z es todo R, por tanto tan x
no esta acotada ni superior ni inferiormente. Por otro lado, la funciéon tan x es simétrica

impar.

4.4. Las funciones secante, cosecante y cotangente

Definicién 6 Se define la funcion secante de un dngulo x como sec(z) = ﬁ(x) Se define
1

@) Por dltimo la cotangente de x se define como

Cotan(z) = S;Slgi; Las funciones trigonométricas tienen una interpretacién geométrica.

Ast, en la siguiente grdfica se pueden ver definidas cada una de estas funciones:

la funcion cosecante como Cosec(x) =

otan(«)

! pec(a

A
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En el campus virtual podéis encontrar un enlace llamado Funciones trigonométricas,
en el que podéis experimentar como varian estas 6 funciones trigonométricas en funcion
del dangulo «. En cualquier caso, aqui estan las gréaficas de estas funciones:

La Funcién cotangente esta definida para todos los niimeros reales que no son multiplos
de , es decir, el dominio de la cotangente es R — {n - 7 |n € Z}. Es decreciente en todo
su dominio no teniendo ni maximos ni
\ kf (x) = cot(x) | minimos locales. La imagen o recorrido

de tanx es todo R, por tanto tanx no

x estd acotada ni superior ni inferiormente.

3 — & N T3 . o
— " T3 2 5 Por otro lado, la funcién tan x es simétri-
ca impar y periddica de periodo 7.

La Funcién cosecante esta definida para todos los niimeros reales que no son multiplos
de 7, es decir, el dominio de la cosecante es R — {n -7 |n € Z}. Es una funcién periédica
de periodo 27, por lo que la estudiaremos simplemente en el intervalo abierto (0, 27). Es

una funcién decreciente en los intervalos
(0,7/2)U(37/2,2m) siendo creciente en
los intervalos (7/2,7) U (m,37/2). Por

tanto tiene un minimo local en © = 7/2 e f(x) = cosec(r)
y un maximo local en 37 /2. La ima-
gen o recorrido de cosecx es (—oo, —1)N * * * —
) _ 3w — I T 3w
(1,00), por tanto cosecr no estd acota- 2 2

da ni superior ni inferiormente. Por otro
lado, la funcion cosecr es simétrica im-
par.

La Funcién secante esta definida para todos los nimeros reales que no son multiplos
de 7/2, es decir, el dominio de la funcién secante es R — {n-7/2 |n € Z}. Es una funcién
periodica de periodo 2w, por lo que la
estudiaremos simplemente en el intervalo
abierto (—m, 7). Es una funcién decrecien-
te en el intervalo (—m,0) siendo creciente
en el intervalo (0,7). Por tanto tiene un
minimo local en £ = 0 y un maximo lo-
x cal en m. La imagen o recorrido de secx
2 2 2 2 es (—oo, —1) N (1, 00), por tanto sec x no
estd acotada ni superior ni inferiormente.
o f(z) =sec(z) | Por otro lado, la funcién sec = es simétrica
impar.

5. Funciones Exponenciales

Definicién 1 Se llama funcién exponencial de base a a la funcién que asigna a la variable
independiente x el valor f(a) = a”, donde a es un nimero real positivo diferente de 1.
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Asi, por ejemplo, las funciones f(x) = 5% y g(x) = (%)m son funciones exponenciales de
base 2 y %, respectivamente.

Especialmente importante es la funcién exponencial de base e, f(z) = €*, ya que des-
cribe multiples situaciones reales: evolucion de poblaciones, fenémenos de desintegracion
radiactiva, etc.

La grafica de las funciones exponenciales varia segin la base a sea mayor o menor que
1. Observemos las graficas de las siguientes funciones.

flw) =2

0,1)

El dominio de las funciones exponenciales es R. Siendo la funcién exponencial una
funcién creciente en todo su dominio si tiene base mayor que 1 y decreciente en todo su
dominio si tiene base menor que 1, no teniendo ni maximos ni minimos locales. La imagen
o recorrido son los reales positivos, (0,00), siendo una funcién acotada inferiormente (0
es una cota inferior). Es claro que las exponenciales no son funciones periédicas. Cabe
destacar que si la base de la funcion es mayor que 1, cuando x es suficientemente pequeno
a” se aproxima a la recta y = 0 mientras que cuando la base de la funciéon es menor que
1, cuando z es suficientemente grande a” se aproxima a la recta y = 0.

Propiedades 2 (Propiedades de las funciones Exponenciales) Sean a, b dos niime-
ros reales positivos y sea f : R — R la funcién f(z) = a®. Entonces

(i). Toda funcién exponencial verifica que f(0) = 1. (v). (a®)¥ = a™".

(ii). a® - a¥ = a**¥. Es decir, f(z) - f(y) = f(z +y). (vi). a™® = (1/a)*
(iii). a®/a¥ = a™ Y. Es decir, f(x)/f(y) = f(z —vy). (vii). a® - b* = (a - b)*.
(iv) Toda funcién exponencial es inyectiva. (viii). a®/b" = (a/b)".

Ejemplos A e Una poblacién que crece sin estar sometida a ninguna restriccion, en
general, puede modelizarse por una funcién exponencial del tipo P(t) = Po-e® En
donde P, es la poblacién inicial (para ¢t = 0) y « es una constante que depende de
la tasa de natalidad de la poblacion. Normalmente las especies en libertad estan en
equilibrio unas con otras, no obstante, cuando se introduce una especie en un nuevo
habitad (que no es hostil para ella) la poblacién crece de forma exponencial hasta
un punto critico para después estabilizarse (o desaparecer).

e La desintegracion de un compuesto radiactivo se modeliza a partir de una funcién
exponencial. La velocidad de desintegracion es directamente proporcional a la canti-
dad de compuesto por lo que la funcién que da la cantidad de sustancia radioactiva
en funcién del tiempo es M(t) = Po-e® en donde P, es la masa inicial y « es la
”constante de desintegracion radioactiva”.
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6. Funciones logaritmicas

Definicién 1 Se llama funcién logaritmica en base a a la funcién que asigna a la variable
independiente x el valor f(x) = log, x, donde a es un niimero real positivo diferente de 1.
Recordemos que log, z = y si y solo si a¥ = z. Al igual que en las funciones exponenciales,
la grafica de las funciones logariticas varia segin la base a sea mayor o menor que 1.

f(z)
f(z)=Inzx
f(z) =logx

(1,0)

El dominio de las funciones logaritmicas es (0, 00). Siendo la funcién logaritmica una
funcién creciente en todo su dominio si tiene base mayor que 1 y decreciente en todo su
dominio si tiene base menor que 1, no teniendo ni maximos ni minimos locales. La imagen
o recorrido en R, no siendo una funcién acotada superior o inferiormente. Es claro que las
funciones logaritmicas no son funciones periddicas. Cabe destacar que cuando z esta lo
suficientemente proximo a cero Log,(z) se aproxima a la recta x = 0.

Propiedades 2 (Propiedades de las funciones Logaritmicas) Sea a un nimero real
positivo (a # 1) y sea log, : RT — R definido por log,(z), el logaritmo en base a de z.
Entonces

(i). log,(1) =0y log,(a) = 1. (v). a'g(®) = g,

(ii). log, (x - y) = log, (x) + log,(y). (vi). log,(z/y) = log,(x) —log,(y).
(ii). log, (z™) = n - log,(z). (vii). log, es una funcién inyectiva.
(iv) log,(x) = logy(x)/ logy(a).

Nota: El apartado (iv) era un resultado muy 1til cuando no habia calculadoras y solo
se tenian las tablas de Logaritmos neperianos.

Ejemplos A (Wikipedia)

e La clasificacion estelar (La clasificacion de estrellas por su brillo). Este sistema de
clasificacion proviene originalmente del astrénomo griego Hiparco, quién en el ano
134 AC habia clasificado las estrellas en seis magnitudes de acuerdo con su brillo.
Hiparco asigné la magnitud 1 a las 20 estrellas mas brillantes del firmamento y
fue asignando valores mayores a estrellas cada vez mas débiles hasta asignar la
magnitud 6 a estrellas apenas visibles a simple vista. Este esquema fue adoptado
posteriormente por el astréonomo egipcio Ptolomeo y transmitido en la tradicién
astronomica occidental. La escala de este sistema es logaritmica.
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2.6 Funciones logaritmicas

e La escala Richter (magnitud de un terremoto) aplicable a los terremotos originados

en la falla de San Andrés, fue desarrollada por Charles Richter con la colaboracién
de Beno Gutenberg en 1935, ambos investigadores del Instituto de Tecnologia de Ca-
lifornia, con el propdsito original de separar el gran ntimero de terremotos pequenos
de los menos frecuentes terremotos mayores observados en California en su tiempo.
La escala fue desarrollada para estudiar tnicamente aquellos terremotos ocurridos
dentro de un &area particular del sur de California cuyos sismogramas hayan sido
recogidos exclusivamente por el sismometro de torsion de Wood-Anderson. Richter
reporté inicialmente valores con una precision de un cuarto de unidad, sin embargo,
uso6 numeros decimales mas tarde.

M =log A + 3log(8At) — 2.92

donde:

A = amplitud de las ondas en milimetros, tomada directamente en el sismograma.
At = tiempo en segundos desde el inicio de las ondas P al de las ondas S. M =
magnitud arbitraria pero constante a terremotos que liberan la misma cantidad de
energia.

El uso del logaritmo en la escala es para reflejar la energia que se desprende en un
terremoto. El logaritmo incorporado a la escala hace que los valores asignados a
cada nivel aumenten de forma exponencial, y no de forma lineal.

El Indice de Margalef, o indice de bio-diversidad de Margalef, es una medida uti-
lizada en ecologia para estimar la bio-diversidad de una comunidad con base a la
distribucion numérica de los individuos de las diferentes especies en funcion del
nimero de individuos existentes en la muestra analizada.

El indice de Margalef fue propuesto por el bidlogo y ecdlogo Ramén Margalef y
tiene la siguiente expresion I = (s — 1)/LnN, donde I es la bio-diversidad, s es
el nimero de especies presentes, y N es el numero total de individuos encontrados
(pertenecientes a todas las especies). La notacién Ln denota el logaritmo neperiano
de un numero.

Valores inferiores a 2,0 son considerados como relacionados con zonas de baja bio-
diversidad (en general resultado de efectos antropogénicos) y valores superiores a
5,0 son considerados como indicativos de alta biodiversidad.

El carbono 14 (C4) es un is6topo radioactivo del carbono ampliamente usado para
fechar fésiles. El diéxido de carbono en el aire contiene C4 asi como Cia, que es un
isétopo no radioactivo. Los cientificos han encontrado que la razén Ch4/Cis en el
aire ha permanecido practicamente constante. Las plantas vivas absorben diéxido
de carbono de la atmésfera, y asi la razén C14/C12 en una planta viva es la misma
que hay en el aire. Cuando la planta muere, la absorcién del didéxido de Ci5 en la
planta permanece, mientras que el Cy4 decrece y la razén C14/C2 decrece expo-
nencialmente. La razén C14/C1y en un f6sil ¢ anios después de que estuvo vivo es
aproximadamente R(t) = Roe * donde k = Log(2)/5730 y Ry es la razén C14/Chy
en la atmésfera. Los cientificos pueden estimar la edad del fésil comparando R(t)
con Ry.
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7. Funcion Sigmoide

Muchos procesos naturales complejos muestran un comportamiento temporal que co-
mienza en unos niveles bajos al inicio, hasta acercarse a un climax transcurrido un cierto
tiempo. En cierto momento del proceso se produce
en una region caracterizada por una fuerte acele-
racion intermedia. Ejemplo tipico de este tipo de
funciones es f(z) = # aunque hay otras que x
se comportan mas o menos igual como pueden ser o f(x) =1 3_
las funciones arcotangente (que se estudiara mas e
adelante) o funciones tipo g(z) = =5 La gréfica de este tipo de funciones tienen una
tipica forma en S como puede ser visto en el ejemplo.

Estas curvas son modelos bastante precisos del crecimiento de una poblacién cuando
los factores ambientales imponen un limite superior al tamano posible de la poblacién,
o en el caso que los indices de natalidad disminuyen cuando la poblacién aumenta, por
ejemplo. También describen la propagacion de epidemias y aparecen en muchas reacciones

quimicas y fisico-quimicas.

8. Funciones a ramas

A veces nos encontramos que la regla que define una funcién no es la misma para
todos los puntos del dominio, sino que dependiendo de donde nos encontramos (dentro
del dominio) tenemos una definicién para f. Asi,

sen(z), Si —oo<z<0
f(z) =1 Log(x), Si0<z<5h

100 .
ol Sis <z <o

Significa que si x € (—o0, 0] la funcién vale sen(z), para x € (0,5) la funcién vale Log(x)
y para x € [5,00) la funcién vale x21+1. La representacion grafica de esta funcién es la
siguiente:

9. Funciones inversas

Ya hemos estudiado en Teoria que dada una funcién biyectiva f : X — Y podemos
encontrar una funcién (también biyectiva) f~' : Y — X tal que

flof=1dx v fof'=TIdy
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En general lo que hace la funcién f~! es precisamente deshacer lo que hizo la funcién
f. Es decir al elemento y, imagen por f de x lo manda a x y eso no es mas que girar
la grafica 180° segin la recta y = x. Por ejemplo, la funcién logaritmica en base a es la
funcién inversa de la funcion exponencial de basa a. Si las representamos en una misma
grafica obtenemos:

Luego la grafica de Logs(x) (la inversa de f(x) = 2%) no es méas que la gréfica simetria
a f sobre la recta y = x (pintada en naranja a trazos en el dibujo). Veamos algunos
ejemplos més (y estudiemos algunas funciones més):

9.1. La funcién arcoseno, arcocoseno y arcotangente

Vamos a estudiar la inversa de la funciéon seno. Como ya sabemos la funciéon seno
no es una funcién biyectiva, por lo que no posee inversa. No obstante la imagen de la
funcién seno es el intervalo cerrado [—1,1] y para cada y € [—1,1] si que no podemos
preguntar por un angulo « tal que sen(a) = y (por ejemplo, para y = 0 nos encontramos
que cualquier &« = k7 con k € Z es una solucién). Es mas, hay un tnico a que cae entre
—m /2y 7/2. Por tanto definimos la funcién arcoseno es una funcién con dominio [—1, 1]
e imagen [—n/2,7/2] tal que para cada y € [—1,1], arcosen(y) = « siendo « el tunico
angulo [—7m/2,7/2] con sen(a) =y (ver gréfica).

® arccosx

® arcsenx

En el caso de la funcién coseno nos encontramos con las mismas particularidades.
Aunque no es biyectiva, si que para cada y € [—1,1] existe un tnico angulo « en el
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intervalo [0, 7| tal que cos(«) = y. Por tanto de igual forma podemos definir la funcién
arccos : [—1,1] — [0, 7] definida por arccos(y) = a siendo « el tnico angulo en el intervalo
0, 7] tal que cos(a) = y.

En el caso de la funcién tangente nos encontramos con que su imagen es todo R, por
lo que la funcién arcotangente es una funcién con dominio R y codominio (—7m/2,7/2).
Siendo su grafica (Observar que nos encontramos con una grafica de una funcién sigmoi-

dal):

e arctanx

9.2. Las raices n-ésimas

Dado un nimero natural n y un elemento x € R se define las raiz n-ésima de x y se
representa por {/x como cualquier real y € R tal que y™ = x. Es decir, la aplicacién a (x)
es la funcién inversa de la aplicacién f(x) = z". El dominio de la funcién raiz n-ésima
depende de si n es un natural par o impar. Asi, si n es par, el dominio de a (x) son los
reales positivos, mientras que si n es impar tiene por dominio todo R. Las graficas de las
funciones raices n-ésimas son:

En la siguiente tabla aparecen las funciones que hemos estudiado junto con sus inversas:
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Funcién | Dominio | Imagen | Inversa Condiciones
sen(z) | [-7/2,7/2] | [-1,1] | arcsen(z)
cos(x) 0, 7] [—1,1] | arccos(x)
tan(z) | [—-7/2,7/2] R arctan(z)
a® R R* log, () 0<a<l
a® R R* log, () l1<a
" R Rt Vx n € N, n par
" R R Y n € N, n impar

10. Transformaciones basicas de funciones

En esta secciéon vamos a ver como varia la representacion grafica de una funcién y =
f(X) cuando se le realiza ciertas transformaciones en ella. En transformaciones de funciones
puedes experimentar, para las funciones f(z) = 22 sinz, 2% y v/2x + 3, cada una de las
transformaciones que vamos a ver en esta seccién. El el campus virtual (en la pagina web
de nuestra asignatura también puedes encontrar algunos ejemplos).

10.1. Traslaciones verticales, horizontales y oblicuas

Sea y = f(x) una funcién y sea k € R. Entonces la gréfica de la funcién ¢/ = f(z) + k
consiste en desplazar la grafica de la funciéon k unidades hacia arriba, si k es positivo, o
desplazar la gréfica de la funciéon k£ unidades hacia abajo, si k es negativo:

Y

f(l’) = I22+1

o
/J . fla) = 225 -3

2241

Sea y = f(x) una funcién y sea k € R. Entonces la gréfica de la funcién y' = f(z + k)
consiste en desplazar la grafica de la funcién k unidades hacia la izquierda, si k es positivo,
o desplazar la grafica de la funcion k& unidades hacia la derecha, si k es negativo:

flz) =2

flx) = (z+2)° flz) = (z = 3)°
// 3cm
/.
207



http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/tf_ajugar.html
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% Hemos estudiado dos funciones reales que, aunque con nombre propio, resulta que
una es traslacién horizontal de la otra: | cos(z) = sen(x + 7/2).

Podemos utilizar conjuntamente estos dos procesos para desplazar una grafica de for-
ma oblicua a donde queramos. Asi, si consideramos la funcién f(z) = 5 fo y queremos
una nueva funcion que este desplazada hacia arriba 3 unidades y hacia la izquierda dos

unidades tendriamos que construir la funcién f'(z) = m + 3. Veamos su grafica:

JR /(@) = rrpae +1

En internet puedes encontrar cientos de pdginas web con gréaficas interactivas en las
que puedes experimentar con estos conceptos. Por ejemplo en traslaciones de funciones.
Es posible que tengas que instalar el Plug-in Descartes Web 2.0.

10.2. Dilataciones y contracciones

Sea y = f(z) una funcién y sea k € R, k > 0. Entonces la gréfica de la funcién
y' = kf(z) consiste en "dilatar” o ”contraer” la grafica de la funcién f(z) (segun sea

k<1ok>1,esclaro que kK = 1 deja la grafica intacta) en la direccién OY .

o f(z) = senx

o f(z) = $senx

e f(x) = 3senx

Sea y = f(z) una funcién y sea k € R, k > 0. Entonces la gréfica de la funcién
y' = kf(z) consiste en "dilatar” o ”contraer” la grafica de la funcién f(z) (segun sea

k>1o0k<1,esclaro que kK = 1 deja la grafica intacta) en la direccion OX.

e f(x) = senx



http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Traslacion_dilatacion_funciones/traslacion.htm
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/DescartesWeb2.0/index.html
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e f(x) = senx

Nota: Observar que la funcién de cualquier movimiento armonico simple se consi-
gue con ciertas traslaciones horizontales y verticales, junto con ciertas dilataciones de la

funcién seno (o de la funcién coseno).

10.3. Simetrias

Sea f: R — R una funcién. Entonces la grafica de la funcion f : R — R definida por

f(x) == f(—2) es simétrica a la grafica de f respecto del eje OY .

i
.))g

| / ~ ° f(l) - ﬁ

Sea f : R — R una funcién. Entonces la gréfica de la funcion f: R — R definida por

fla)=

—f(z) es simétrica a la grafica de f respecto del eje OX.

Y

/\ x
L f<1> — l+(:j2)"
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% Tenemos por tanto que una funcién f : R — R es simétrica par si f = f (coincide
con su simetria respecto del eje OY). Es decir, f(x) = f(—z). Mientras que es simétrica
impar si f(z) = —f(—x) (coincide con su simetria respecto del eje OY y luego del eje

0x).

11. Construccion de nuevas funciones

Dadas dos funciones f: D — Ry g : D’ — R podemos construir nuevas funciones a
partir de ellas. Por una parte las podemos sumar, restar multiplicar, dividir o componer:

e [+ g tendra por dominio DN D’.

e f — g tendra por dominio D N D'.

e f- g tendrd por dominio D N D'

e f/g tendra por dominio DN D" —{x € D' | g(z) = 0}.

e go f tendrd por dominio {z € D | f(z) € D'}. En este dltimo caso podemos poner
algunos ejemplos:

¢ Sig(x) =+, go f(x) =/ f(z) que tendrd por dominio los z € D tales que
f(x) > 0.

¢ Sig(z) =logz, go f(xz) =log(f(z)) que tendrd por dominio los x € D tales
que f(x) > 0.

¢ Sig(zx) = ¥, go f(x) = ¥ (f(x)) que tendrd por dominio D.

Un segundo proceso, ya estudiado anteriormente son las llamadas funciones a ramas.
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12. Ejercicios

1 La siguiente funcion representa el nimero de nidos de aguila real en los picos de europa
desde el 1991 al 2008.

—_
e}
|
T

1990 2000 2010

1. Di los anos en los que el niimero de parejas tuvieron maximos absolutos y relativos.
2. Di los anos en donde la poblacion de dguilas estaba creciendo.
3. Determina los anos en los que la poblacién era éptima (de 5 a 8 parejas).

4. ;Que ano hubo un minimo absoluto?

2 Representa graficamente las siguientes funciones:

—1 six <0 r—1 siz<l1
flx)=¢ z—1 si0<z<2 g(z) = 2 sil<z<2
2 -2 siz>2 1 six >4

Indica los dominios de f y de g.

3 Calcula el dominio de las siguientes funciones reales

fiz) = Va? —du fa(x) = sen(vx)  fa(x) = \/sen(x)

O $2
gi(x) =log(a? —dz+4)  g(2) = i gs(a) = sl
hi(x) = 25+ 25 ha(2) = i hs(x) = log(2x + 3)

4 Escribe la funcién polinémica de primer grado que pasa por los puntos (1, —1), (0, 4).
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5 Sabemos que el nimero de toneladas de papel reciclado en una ciudad imaginaria
es: enero 200tm, abril 300tm, junio 300tm. Construye el polinomio de interpolacion para

estos datos y calcula el papel reciclado (estimado) en los meses febrero, marzo y mayo.

¢ Tendria algtin sentido calcular con esta formula el papel reciclado en septiembre? (Razona

tu respuesta)

6 Calcula el polinomio de menor grado que vale lo mismo que la funcién f(x) = sen(§x)

en los valores {0,1,2,3,4}. Acuérdate de cuando estemos en clase practica en el aula de

informatica de representar ambas funciones.

7 Sea la funcién f : R — R definida por f(z) =

8 Sea f:R — R la funcion dada por la grdfica:

9 Calcula los siguientes logaritmos:
(i). log, 32 (ii). logs, 2 (iii). logy(log, 2)

10 Calcula la base de los siguientes logaritmos:

xz ’ .7
—— - La gréfica de la funcién f es

e ;Cudl es el dominio de 7.

e ;Cuales son los intervalos de
crecimiento-decrecimiento de f7.

e ;Cuales son los Maximos y mini-
mos locales y absolutos de f?.

e ;Es f una funciéon periddica?
JSimétrica par?, ;Simétrica impar?
etce..

o ;Cudl es el dominio de f y de
f=te.

o ;Cudles son los intervalos de
crecimiento-decrecimiento de f y de
fte.

e ;Cudles son los Mdximos y mini-
mos locales y absolutos de f y de
f=te.

e ;Es f~' una funcién periédica?
sSimétrica par?, ;Simétrica impar?
&y f?

e ;Es f acotada? sy f~17

(i). log, 3=13 (ii). log, 3=—2 (iii). log, (5) = %
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Limites de Funciones. Funciones
continuas

= En este tema vamos a estudiar los limites en funciones reales.

= Estudiaremos el concepto de funcién continua y algunas de sus propiedades.

1. Limites en funciones de R en R.

Definicién 1 Dada una funcién f : (a,b) — Ry dado zg € [a,b] se dice que el limite
cuando z tiende a o de f(x) es [ si:

Ve>0,30>0tal quesi0< |z—x] <= |f(x) -1 <e

es decir, para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que si |[x — xo| < d, entonces |f(z) — 1] <,
y se representa por lim, ., f(z) = L.

Esto a grosso modo quiere decir que si  se aproxima a zg (sin ser zg), f(z) se aproxima
a [. Veamos un ejemplo:
cos(6x), =<0

Sea la funcién f(z) = ¢ 0, x=0 /\ A /
1—2%, x>0 \

Tenemos que lim, o f(z) = 1 aunque la funcién en v v v
0 valga 0 y esté definida en dos ramas distintas. En
cualquier caso, cuando x se acerca a 0 (sin ser cero),
la funcién f(z) se acerca a 1.

Dada una funcién f : (a,b) — Ry dado xy € [a, b], no tiene porque existir lim,_,,, f(x),
es mas, caso de que exista, calcular un limite “a pelo”, es decir, usando simplemente

la definicién es muy complicado. La siguiente proposiciéon nos ayudard a resolver este
problema. Aunque antes un ejemplo:

Teorema 2 Sean f,g : (a,b) — R dos funciones con a,b € R, a < b. Supongamos que
lim, . f(x) =1y lim, ., g(x) =1, con 4 € [a,b]. Entonces:

45
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(1) lm, s (f(2) +g(x)) =1 +1"
(ii) Umy s, f(x)g(z) =1-1.

)
)
(iii) Sil’ # 0, entonces lim,_,, &= = =
) S
)

(iv) Si f(x) es positiva, lim,_,, f(2)9® = 1. Es més:
(iv) Silim,_,, f(x) =1y lim,; g(x) = I’ entonces

lim go f(z) =1

T—T0
Ejemplos A
* Si f(x) es una funcion constante, f(x) =a con a € R, entonces dado xy € R,
lim f(x) =
T—T0

* Si f(z) es la funcidn identidad, f(x) = x para todo x € R, entonces dado zy € R,
lim f(x) = xo

T—I0

Por tanto, con los ejemplos anteriores y la proposicion 2 (Pag. 45):

* Si f(x) es una funcion polinémica, f(v) = ag+ a1z + -+ as2®, y xg € R,

lim f(x) = ap+ a1vo + - +a.xy (= f(20))

T—T0

x Si f(z) es una funcidon racional, f(r) = ‘M—Iw = % y q(zo) #0,

~

) ap + a1xo + -+ + asTg
l = =
A ) = b.a} (= F(@o))

Hasta este momento hemos definido el limite de una funcién f : (a,b) — R en un
punto xg € [a, b], nos podemos plantear ahora algunas generalizaciones de limite:
Si consideramos la funcién f(z) = % e intentamos calcular lfm,_o f(x) nos damos

cuenta que cuanto mas nos acercamos a cero, la funciéon mas grande se hace. Ver grafica:

o f(x)=1/z*
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Con esta idea vamos a dar las nociones de limite infinito y limite menos infinito.

Definicién 3 Dada una funcién f : (a,b) — R y dado xy € [a, b]:
e Se dice que el limite cuando z tiende a xy de f(z) es infinito, y se representa por
lim, ., f(x) = oo, si:

VM e R, 36 > 0tal quesi 0 < |z —x¢| < §,= f(z) > M,

es decir, para todo M € R existe un § > 0 tal que si 0 < |z —xo| < 0, entonces f(z) > M.
e Se dice que el limite cuando x tiende a xy de f(z) es menos infinito, y se representa
por lim, ., f(z) = —o0, si:

VM e R, 36 > 0tal quesi 0 < |z —xo| < §,= f(z) < M,
es decir, para todo M € R existe un § > 0 tal que si 0 < |z — x| < 0, entonces f(z) < M.

En la grafica anterior nos encontramos que cuanto mas grande es el valor de x, mas
proxima a cero es la funcién. Esto nos da idea para definir limites hacia el infinito:

Definicién 4 Sea f: R — R una funcion. Se define:
e Se dice que el limite cuando x tiende a infinito de f(x) es [, y se representa por

lim, o0 f(z) =1, si:
Ve >0, AN e Rtal quesix > N,= [f(z) — ] <,

es decir, para todo € > 0 existe N € R tal que para todo = > N, |f(z) —[| <e.
e Se dice que el limite cuando z tiende a menos infinito de f(z) es [, y se representa

por lim, , . f(x) =1, si:
Ve >0, AN e Rtal quesix < N,= [f(z) — ] <,
es decir, para todo € > 0 existe N € R tal que para todo z < N, |f(z) —I| <e.

Por ltimo tenemos los limites en infinito y menos infinito que son infinito o menos
infinito:

Definicién 5 e Se dice que el limite cuando = tiende a infinito de f(x) es infinito, y se
representa por lim, . f(z) = oo, si:

VM € R, AN € R tal que si x > N, = f(z) > M,

es decir, para todo M € R existe N € R tal que si z > N, f(z) > M.
e Se dice que el limite cuando x tiende a infinito de f(x) es menos infinito, y se
representa por lim,_,, f(z) = —oo, si:

VM € R, AN € R tal que si x > N, = f(z) < M,

es decir, para todo M € R existe N € R tal que si z > N, f(z) < M.
e Sc dice que el limite cuando z tiende a menos infinito de f(z) es infinito, y se
representa por lim,_, . f(z) = oo, si:

VM € R, AN € R tal que si x < N, = f(z) > M,
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es decir, para todo M € R existe N € R tal que si z < N, f(z) > M.
e Se dice que el limite cuando x tiende a menos infinito de f(z) es menos infinito, y
se representa por lim, , ., f(x) = —o0, si:

VM € R, AN € R tal que si x < N, = f(z) < M,
es decir, para todo M € R existe N € R tal que si z < N, f(z) < M.
Como ejemplo de estos limites tenemos: Sea f : R — R definida por:

L1 Siz<0;

2522
0 Sixz=0;
f(z) = p Si0<x<2;
0, Siz=2
L+ L siz>2

La representacion grafica de esta funcion es la siguiente:

Por tanto tenemos que:
lim, , o f(x) =—1 lim, oo f(z) =2
lim, o f(x) = o0 lim, 5 f(z) = —c0
Por 1ltimo vamos a introducir un nuevo tipo de limite, los limites laterales:

Definicién 6 Dada una funcién f : (a,b) — Ry dado zy € (a,b) se dice que el limite
cuando x tiende a z, por la derecha de f(z) es [ si:

Ve>0,30>0tal quesi0< |z —a <d,conz>xe=|f(r)—1I <e

es decir, para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que si |[x — xo| < §, con & > xg, entonces
|f(x) — 1| < e,y se representa por o f(z) =1
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Definicién 7 Dada una funcién f : (a,b) — R y dado xy € (a,b) se dice que el limite
cuando z tiende a zo por la izquierda de f(z) es [ si:

Ve>0,30>0tal quesi0< |z—x] < cona<zy=|f(z)—1<e

es decir, para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |x — x¢| < 4, con = < xg, entonces
|f(x) — 1] <€,y se representa por lm, - f(z) =1

Un ejemplo en donde existen estos limites laterales y no existe el limite (en un punto
z0) es f(z) = 1 para zy = 0. En este caso tenemos (ver la gréfica de la funcién f(z) = 1,
ver grafica 3 (Pag. 27)) que

1 1

1 .
lim —=—-0c0 y lim — =00 pero lim— = (No existe)
20~ T 20t T 2=0 I

Es mas, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 8 Sea f : (a,b) — R wuna funcion y sea xy € (a,b). Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

o FEziste el limite cuando x tiende a xo de f(x) y es .
e [xiste los limite laterales cuando x tiende a xo de f(x) y son ambos igual a l.

Definicién 9 Sea f: D — R una aplicacién.

e Se dice que f tiene una asintota vertical en z( si el limite lateral por la izquierda
o por la derecha de f en xy vale +00. Como un ejemplo particular las funciones
f(x) = 1/z o f(x) = 1/2* tienen asintotas verticales en z = 0. La funcién dada
en el ejemplo 1 (Pag. 48) tiene dos asintotas verticales, una en = = 0 y la otra en
T =2.

e Se dice que f tiene una asintota horizontal en y = yq si el limite cuando z tiende a
00 0 —oo de f(x) es yo. La funcién dada en el ejemplo 1 (Pag. 48) tiene dos asintotas
horizontales, una en y = —1 y la otra en y = 2.

e Se dice que f tiene una asintota oblicua segin la recta y = ax+b (en donde a,b € R)
si lim, o0 f(2) — (ax + b) = 0. Es decir, la funcién se acerca a la recta y = ax + b.
Normalmente no se conoce los valores de a ni de b, pero se pueden calcular de la
siguiente forma:
x
a = lim M, b= lim f(x)—ax

r—oo0 I T—00
Nota: En general, si tenemos una funcién racional f(x) = %, f tiene una asintota

oblicua si el grado de p(x) es el grado de ¢(x) més uno.

Ejemplos B Determina todas las asintotas de la funcién f(z) = %

el dominio de f(z) es R — {—1,1}. Por otro lado

. Tenemos que

2} + 222 4+ 1 2 4222 + 1
Ii — S Ii — -
Jm fz) = i oy T 70 Jim Je) = i oy =

3+ 222+ 1 3+ +1
If = If = — 1f = Ii =
Jm fle) = lim oy a gy = o0 Jm () = lim mr ey = e
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Luego tiene asintotas verticales en x = —1 y « = 1. Por otra parte, como el grado del
numerador es tres y el del denominador dos, sabemos que tiene asintotas oblicuas:

2?22 + 1 a? 4202 +1

o= g f@f =iy —m =l f@je= i e =t
i . 3+ 222+ 1 L 222 —x+2
el S e = i e s i ey =
34 20% + 1 20% — x + 2
b= lim f(r)—w= lm T g T2
T——00 T——00 2 —1 z—oo g2 —1

Por tanto f(z) tiene una asintota oblicua en y = x 4+ 2 (tanto cuando z tiende a infinito
como a menos infinito). Veamos su grafica:

4 4 4 K\’L\ N y 4 + +
+ + + t t + + + + +

Nos encontramos otra vez con que el calculo de estos tltimos limites “a pelo” no es
facil. El siguiente Teorema es una generalizacién del Teorema 2 (Pag. 45).

Teorema 10 Sean f, g dos funciones. Supongamos que existen los limites:
lim f(x)=1 y limg(z)=1,
r—a r—a

en donde [,I' y a pueden ser o numeros reales o +o0o. Entonces:

(i)  lMm,o(f(z)+g(x) =1+1. (Salvo oo — 00)

(i)  Umg_, f(x)g(x)=1-1. (Salvo 00 - 0)

(i) 1m, ., 48 = 7. (Salvo I’ =0, 2 0 9)
(iv) Si f(x) es positiva, lim,_,, f(2)9®) =1V (Salvo el caso 1%°)

(v)  Silim, ., g(z) =1 entonces lim, ,,go f(x) =1

Nota: Por tanto, salvo algunos casos indeterminados (oo — oo, £o00 - 0, 22, %, 1%, é),
podemos calcular bastantes limites de funciones.

Observacién: Podemos calcular de forma facil el limite de cualquier funcién polinémica
y con algin esfuerzo el limite de cualquier funcién racional.
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1.1. Limites de funciones polinémicas

Sea f(x) una funcién polinémica, f(z) = ag+ a1z + - - - + a, 2™,
Sizg € R,
* lim f(x) = ag+ ar1z0+ - - - + anzg (= f(x0))

T—rT0

Para limites mds (o menos) infinito nos aparece la indeterminacién (oo — 00). No
obstante, si multiplicamos y dividimos por z elevado al grado del polinomio dicha inde-
terminacion desaparece, asi,.

ag ai

lim ag+ a1z + -+ a,2" = lim 2"(— +
r—+oo r—*+oo xrn xn—l

+ -+ ay)

Por tanto, si denotamos por Sig(a) el signo de a, tenemos que:

Sig(ay) - oo.
Sig(ay,) - oo (Sin es par)

* hm f(z

(
)=
< lim (@)
)=

T——00

*x lim f(x
T—r—00

— Sig(ay,) - 0o (Si n es impar).

1.2. Limites de funciones racionales

Vamos a estudiar ahora los limites en funciones racionales. Para ello vamos a empezar
recordando algunos resultados visto en cursos anteriores.

Proposicién 11 Sea p(x) = ag + a1z + - -+ + a,z™ € R[X] un polinomio y sea a € R.
Entonces el resto de dividir p(z) por x — a coincide con la evaluacion de p(x) en a.

Si sabemos que un polinomio p(z) es divisible por = — a, es decir, si p(a) = 0, nos
encontramos con que p(x) = (x —a)q(x) para encontrar el polinomio ¢(x) podemos dividir
de forma usual p(z) por x — a o podemos aplicar la regla de Ruffini: Dividamos por
Ruffini el polinomio p(z) = 2° + 23 — 1022 + 5z — 10 por x — 2. En primer lugar, como

p(2)=2°+2°-10-224+5-2-10=32+8—-40+10—-10=0
Sabemos que la divisién es exacta. Comenzamos haciendo el dibujo:

Comenzamos bajando el 1 debajo de la linea
0 I —-10 5 -10 horizontal. Multiplicamos 2-1 = 2 y colocando el
resultado, 2 bajo el cero sobre la linea horizontal.
Por ultimo en este primer paso sumamos al cero
‘ el 2 (ver el siguiente dibujo) y lo escribimos bajo
la linea horizontal. Ahora solo hay que ir repitiendo este proceso hasta terminar la divisién.
Multiplicamos 2-2 = 4 y colocando el resultado,
bajo el uno sobre la linea horizontal. Ahora 0 I —-10 5 -10
sumamos al uno el 1 y lo escribimos bajo la linea
horizontal 5
Si seguimos repitiendo este proceso hasta ter- ‘ 1 2 5
minar el algoritmo, tenemos los siguientes pasos:

2
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1 0 1 -10 5 =10 1 0 1 =10 5 —10
2 2 4 10 2 2 4 10 0
1 2 5 0 1 2 5 0 5

Que nos lleva a la factorizacion p(z) = (z — 2) - (z* — 223 + 522 + 5).
Ejemplos C Sea f(z) una funcién racional, f(z) = §otustotas p(z)
% Consideremos zy € R y estudiemos en primer lugar lim,_,,, f(x):

* Si g(zo) # 0,

q(z)’

) ag + ayro + - - - + asTg
lim f(x) =
T—T0 bo+ bixg+ - -+ b,«l’g

(: f(%))

* Si q(zo) = 0, nos encontramos con la indeterminaciéon (§ con a € R). Veamos que
podemos hacer desaparecer esta indeterminacion si sacamos todos los factores (r — xg)
de los polinomios p(z) y ¢(x): si dividimos por x — zy (por ejemplo aplicando Ruffini) las

veces necesarias, llegariamos a:

p(x) = (x —x0)p'(x) con p'(xo) #0
q(z) = (x —20)"q'(x) con ¢'(z9) #0

y entonces:

1) 1 2=V
:cl—mo f( ) :cl—mo (.Qj — xo)’"q’(x)

Quedando, una vez que se simplifica la expresién anterior (podemos simplificarla ya
que al hacer el limite siempre estamos pensando en x que aunque estan proximos a xg
nunca son x, por lo que nunca dividimos por cero:

% Sir=s, imy g f () = 1My g 245

*Sir<s, lim, . f(2) = lim,_,, W = 0.
*Sir>syr—simpar, lim, ., f(z)=1lm, ., (:c—zf)l’(“if)sq/(x) = A (no existe).
*Sir>syr—spar, lm, . f(2) = lim,_q, @_ﬁiﬂq,(@ = - 00,

En donde o = Sig(lim, 4, %).

Un ejemplo tipico de este ultimo caso es la funcién f(x) = 1/x (cuando nos acercamos
a 0 por la izquierda la funcién tiende a —oo mientras que cuando nos acercamos por la
derecha la funcion tiende a oo.



Capitulo 3. Limites de Funciones. Funciones continuas 53

% Estudiemos ahora los limites infinitos, cuando x tiende a +o0o (aparecen inde-
terminaciones tipo 22): En este caso la indeterminacién desaparece si dividimos ambos

polinomios por z* siendo k el minimo entre r y s. En este caso tenemos:

ag + a1x + -+ agx’

If = 1 =7
A ) = S e T b
*Sis=r, lim, . f(z) = 32
*Sis>r, im0 f(2) = Sig(§2) - 00
*Sis<r, lim, o f(2) = 0.
lim f(r)= lim AT AT,
T——00 T——00 bo —+ blx + -4 brxr
*Sis=r, lim, , o f(z) = 2
*Sis<r, lim, , o f(z) =0.
*Sis>r, im0 f(2) = - Sig(§2) - 00
En donde o = +, si r + s es par, y « = — si r + s es impar.

1.3. Limites de funciones trigonométrica

Sea f(z) una funcién trigonométrica,

* Si zg € Dom(f), lim, ., f(x) = f(x0).
En los siguientes casos los limites no existen (ver las grafica):
* Sixg=kr+ 3 conk € Z, lim, ., Tan(z).
* Sixg = km+ 5 con k € Z, lim, ., Sec(x).
* Sixg = km con k € Z, lim, ., CoSec(z).
* Si xg = kmw con k € 7Z, lim, ., CoTan(zx).

* Si kg = £00, de todas las funciones trigonométricas sélo existen los limites: (ver grafica),

lim ArcTan(x) = g lim ArcTan(x) = —g

T—00 T—r—00

lim ArcCoTan(x) =0 lim ArcCoTan(x) ==

T—00 T—r—00

1.4. Limites de funciones logaritmicas y exponenciales

Sea f(r) una logaritmica o exponencial,

* Si xg € Dom(f) lim, ., f(x) = f(z0).

*Sia>1, lim, o a® = 00 lim, 00 Log,(z) = 0.
lim, ,_a®=0.
lim, .o Log,(x) = —o0.

*Sil0<a<l, lim, ,ooa® =0 lim, o0 Log,(z) = 0.

lim,_, . a* = oo.
lim, ¢ Log,(x) = 0.
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1.5. Limites de funciones a ramas

Si f(x) es una funcién a ramas,

filz) z<a
flx) = fo(z) a1_§ T < as
Yo T = a2

fa(x) x> as

Para calcular el limite en xg, siendo xo un punto distinto de a; o as, se calcula el limite
como si no fuera una funcién a ramas (tomando como funcién la que corresponda al punto
xg). Para calcular el limite en a; o ay se calculan los limites laterales, por la derecha y
por la izquierda usando la definicién que corresponda. Asi,

lim f(z)= lim fi(z) vy lim+ f(z) = h'm+ fa(2)

T—aq T—aq r—ay r—ay
lim f(x) = lim fo(z) y lim f(z)= lim f3(x)
T—ra, T—ra, z—>a3’ z—>a3’

1.6. Limites 1

Nota: Si nos damos cuenta en las funciones polindmica hemos resuelto indetermina-
ciones tipo 0o — 0o y en las funciones racionales indeterminaciones 2, % y 0-00. Veamos
un método para resolver indeterminaciones del tipo 1°°.

Aunque no es fécil de demostrar se tiene que si f(z) = (1+ 2)7,

lim f() = ¢ = lim_f(z)

T—r00
En donde e = 2, 7182818284 - - -. Por tanto si nos encontramos con un limite tipo 1%
lo que intentaremos sera escribirlo de esta forma:
Ejemplos D (Limites 1°°) x Consideremos f(z) = (1 + zxgix+1)3z2+5x+3. Entonces,

lim, o f(z) es una indeterminacion tipo 1%°. La forma de evitar esta indeterminacion
es:

1 02 322 4+52+3
; ; +r41. =
lim f(z) = lim (1 4+ ———) 207 o 41
] 3:,:22+5z+3
, 2 2r4+x+1
— hm (1 + 27)2m +x+1
T—00 202+ +1
. 32245243 3
= ehmz%oo 2:02+:E+1 = 65

: 1 ) : :
* Consideremos f(x) = (1 + 2x)5:. Entonces tenemos, lim,_,o f(x) es una indetermi-
nacion tipo 1°. La forma de evitar esta indeterminacion es:

2z
; R 1 L2 ., 1 1 ﬁ_ lim, o 28 2/5
i o) = i1+ ) =t (14 )3 )" = =

Nota: el limite cuando x tiende a cero de % no existe, pero para x > 0 es infinito y para

o . . 1
x < 0 es menos infinito. Luego, en cualquier caso lim, ,o(1+ 1) = e.
x
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1.7. Sucesiones y limites

Hasta este momento nos hemos centrado en calcular ciertos limites de funciones reales.
Caso de no ser aplicables los resultados anteriores, nos serd de utilidad tener un método
por el que poder estudiar si cierto limite existe o no:

Definicién 12 Se define una sucesion de nimeros reales como una funcion f : N — R.
Las sucesiones normalmente las denotaremos por {a, },en (en donde a; denota f(k)).

Teorema 13 Sean a,b € R, con a < b, f : (a,b) — R una funcién y zy € [a,b]. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe lim, ., f(x) y es | € RU {00, —o0}.

(ii) Si{an} C (a,b) — {zo} y lim,, 0 @, = To, entonces lim,, o f(a,) = I.

Nota: Para calcular limites de sucesiones se usan las mismas técnicas que para calcular
limites de funciones. No obstante, cuando al usar las técnicas de funciones, el limite no
existe se puede calcular los términos de la sucesién para intentar determinar cual sera su
limite (Ver el siguiente ejemplo).

Ejemplos E Sea f(z) = Sen(2). El dominio de esta funcién es Dom(f) = R — {0}. Por
lo que se puede intentar calcular lim, o f(z). Pero si tomamos a,, := ﬁ vy b, = m
2

se tiene que lim,,_,, a, = 0y lim,_,, b, = 0 pero

lim f(a,) = lim Sen(2mn) =0

n—oo n—oo
lfm f(by) = lim Sen(2mn + —) = 1.
n—oo n—oo 2

Por lo que no existe este limite. Si representamos esta funcién podemos comprender que
ha pasado (a, es una sucesién de puntos en donde la funcién siempre vale 1 y b, es una
sucesién de puntos en donde la funcién siempre vale 0):

Observar que cuando z tiende a cero la funcién va de —1 a 1.
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2. Continuidad

Definicién 1 Sean a,b € R, cona < by f : [a,b] = R una funcién. Se dice que f es
continua en o € [a,b] si lim, ., f(z) = f(xo).

Definicién 2 Sean a,b € R, cona < by f : [a,b] = R una funcion. Se dice que f es
continua si es continua para cada xo € [a,b].

Ejemplos A Las funciones polinomicas, “las racionales”, las trigonométricas y las ex-
ponenciales son continuas. Las funciones por casos hay que estudiarlas caso a caso (han
sido estudiadas en los apartados anteriores).

Teorema 3 Sean a,b € R con a < b y sean f,g : [a,b] — R aplicaciones continuas.
Entonces:

(i) f+ g es continua.

(ii) f-g es continua.

!

(iti) Si g no se anula, entonces < es continua.

w) S1 f(x) es positiva, 19 es continua.
() Si f(z) esp . f

Nota: Para estudiar la continuidad de una funcién por ramas habra que estudiar la
continuidad en cada rama y en los puntos frontera de definicion.

Definicién 4 Sea f : (a,b) — R una funcion y sea z, € [a,b], Se dice que f tiene una
discontinuidad evitable en xq si existe lim, ., f(z), es un nimero real pero o no coincide
con f(xg) 0 o no pertenece al dominio de f.

Nota: Por ejemplo, la funcién dada al principio del tema, ejemplo de la definicién
1 (Pag. 45), tiene una discontinuidad evitable en z = 0. Este tipo de discontinuida-
des aparecen principalmente en funciones a ramas (el ejemplo anterior) o en funciones
racionales. Si pensamos en la funcién f(z) = 9;22%2; tenemos que el dominio de f es

Dom(f) =R — {0, —1}. No obstante,

x2—2x:_2 =2

lim
=0 24 1

=A

’ z——1 g2 +x

Por lo que podemos definir f en cero como f(0) = —2 y evitamos esa ”discontinuidad”
en f. Es decir, podemos evitar la discontinuidad en 0 si definimos f como f(z) = i—ﬁ
Para todo =z # 0 la funcién f(x) = ”f;f; = gﬁ;i = i—j, como x # 0 se puede

simplificar (en estd nueva funcién ya estd definido el cero de forma continua, y vale —2).
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3. Ejercicios del Tema

1 Calcula, si existen, los limites de las siguientes sucesiones en R:

1 o nw _ Cos(nm) - T
an ==, by =Sen(%), c,= R d, = Sen(—n+1),
7 2
Up = €n, vy =L, = ArcCotg(n® +1), e

2 Calcula los siguientes limites:

; 2% —5z% 52344522108 _ _ _ —
(a) UMy o 555100216000 Paraa=0,a= -2, a=3y a = c0.

(b) limx_ﬂl%, paraa=0,a=1y a = oo.

z 23422 —x—1 _ _ _ _
(¢) WMy s somgrirs s, —g,—qy PAta a =00, a = -1, a=1y a= —c0.

(d) lim, . In(x +3), para a = —3 y a = 0.

(e) lim,_,, ArcTg(Ln(z* + z))), paraa = —00,a=0,a=1y a = oo.

sen(z), r <=5
(f) lim,_, f(x), en donde f(z) = { x*+1In(z), —5<a<1 ylos valores de a son
z2—2x41 1<z
z4—522+6x—2"
a=—00,a=-5,a=1,y a=o0.

3 Estudia el dominio y la continuidad de las siguientes funciones:

@ o) =" ) g = { 10 S0

x, x>0
na2 24z
(C) h(x) - ArclTan(z) (d) q(l’) = zdix

.Se puede extender de forma continua ¢(x) al origen de coordenadas?

4 Calcula los siguientes limites:

, 324 ’ z4—25
(a).hmx_)O Wj— (b) hmz—>5 m2—35m ,

, z—+/5 7 z°+5x“+10x+412
(C)- hmx_> 5 22_5 (d) hmx_)_?’ 34222 —22+3

-1 sixz<?2
dr —5 stz >2
Halla f(2) y los limites cuando x tiende a 2 por la derecha y por la izquierda.

5 Dada la funcion: f(x) = {

. . _ 2_
6 Operando primero, calcula: lim,_,o (;’;_24 — 9;_;)

7 Calcula el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas:

z2+3 ;
221 . - st x <0
f(x):{ zlgl sza:;«_éi glx)=< k siz=0
= 20 +3 six >0
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3.3 Ejercicios del Tema

8 Determina p y q para que la funcion sea continua:

22+1 siz<O
flx)=X pr+q si0<x<3
r—5 six >3

9 Analiza la discontinuidad de la funcion:

_932—233—1-1
a2

f(x)

en x =1, y calcula el limite de la funcion en ese punto.

10 Para deshacer la indeterminacion oo — oo, se multiplica y se divide por la expresion
conjugada de la que ha producido la indeterminacion. Con esta informacion calcula:

(a) lim, (\/x+3— N 2)

(b) lim, o (V22 =2 — 2)



Capitulo 4

La derivada. Maximos y Minimos

1. Introducciéon

La derivada esta intimamente relacionada con conceptos tanto de fisica como de geo-
metria;

— Respecto de la fisica: Si f : R — R es la funciéon que representa el espacio
recorrido por un objeto (respecto del tiempo). Para cada h, f(c+ h) — f(c) es el espacio
recorrido entre los tiempos ¢ y ¢ + h, por lo que el cociente w es la velocidad
media en este periodo. Asi, el limite cuando h — 0 de estas velocidades (que no va a ser
méas que la derivada) no es mas que la velocidad instantdnea del objeto en el momento c.

— Respecto de la geometria: Dada una recta Y = aX + 3, nos encontramos con
que « nos proporciona informacién sobre la pendiente de la recta. Realmente « es la
tangente del angulo que forma la recta con el eje OX. Asi, si v es positiva, la pendiente es
ascendente y cuanto mayor sea « mayor sera la pendiente, si a es negativa la pendiente
es descendente y cuanto menor sea o mayor sera la pendiente.

fla) = %95 f(z) = =3z
300 \12()0

Dada una funcién f : (a,b) — R los cocientes w representan por tanto las

pendientes de las rectas secantes (recta que corta a la curva pasando por los puntos
(¢, f(c)) y (c+h, f(c+h)), por lo que el limite representa la pendiente de la recta tangente

que pasa por (¢, f(c)).

59
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Definicién 1 Dada una funcién f : (a,b) — R se dice que f es derivable en un punto
€ (a,b) si existe

lim
h—0

fle+h) = Fl)
h

y es un numero real (si este limite no existe o es oo 0 —oo se dice que la derivada no
existe) en este caso se denota a este limite por f’(c), que recibe el nombre de derivada de
f en c. Definimos la funcién derivada, que denotaremos por f’, como la aplicacién que
a cada = € (a,b) le hace corresponder la derivada de f en z, es decir, f/'(x). Una notacién
que nos serd util para la derivada sera f' = af

Nota: Si queremos calcular la recta tangente a una curva y = f(z) que pasa por el
punto (¢, f(¢)) no tenemos mas que calcular f'(c) y nuestra recta sera:

Y = f(e)(X =)+ flc)

Nota: Esta recta es la recta que mas se aproxima a la funcién f en un entorno de
(¢, f(¢)). En el campus virtual, Tema 4, encontraras el archivo Rectas tangentes en donde
puedes experimentar sobre la recta tangente a una curva (las funciones f(r) = 2 — 2z,
g(z) = Sen(z), y h(z) = 22 — 1) en cada uno de sus puntos.

2. Calculo de la Derivada.

Vamos a dar la derivada de las funciones més usuales de R en R:

Proposiciéon 1 Sea R el cuerpo de los reales y sea a € R. Entonces, si

*x f(z)=a — f(x)=0.
* f(z) = x° - f(z) = azx* 1.
* f(z) = Ln(z) — f(z) = %
* f(z) = Log,(x) — f(x) = I
*x f(z) =¢" - (x):e
* f(z) = a = f'(z) = Ln(a)a”
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Para las funciones trigonométricas tenemos que tener algo de cuidado, ya que la deri-
vada que damos a continuacion son cuando la variable x esta en radianes:

* f(z) = Sen(x) — f'(z) = Cos(x).

* f(x) = Cos(x) — f'(x) = —Sen(z)

W f1) =Tagle) = (1) = oy = 1+ Tag(e).
* f(x) = ArcSen(x) = f(x) = \2/117

* f(x) = ArcCos(x) = f(x) == l_in

* f(z) = ArcCos(x) = fl(x) == 1_;#

* f(x) = ArcTg(x) — f'(x) 1+le'

El siguiente teorema nos va a dar las reglas para calcular derivadas de funciones mas

complicadas:
Teorema 2 Sean f, g funciones de variable real v a € R. Entonces:
(i) (f(z) +g(2)) = f'(z) + g (@)
(i) (f(z)-g(@)) = f'(z)-g(z)+ f(z) - g'().
(iii) (af(z)) = af'(z).

(v) (@)/ _/ (w)g(ﬂg)ﬂ)(w)g (@)

(vi) (f(g(z))) =g'(z)- f'(9(x))  (regla de la cadena).
Ejemplos A % Para la suma:
f@) =2* +cos(z), = f'(a) =322 —sen(z).
% Para el producto:
fl@)=abcos(z), = f'(z) =322 cos(x) — 2*sen()

% Multiplicacién por un escalar:

5
cos?(x)

flx) =5tan(z), = f'(z) =

% Para el inverso:

1 () 2v + 2
i T — Tr) = — .
2?24 2r+1 (22 4+ 22 + 1)?

()

% Para el cociente:

_ cos(z) oo —sen(x)(a? 4 2z + 1) — cos(x)(2z + 2)
IO =e e = JW=- EFTTESE |
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% La regla de la cadena:

f(z) =In(sen(x)), = f'(z) = cos(z)——

— = tan(z).

% Una complicada que mezcla todo: f(x) = %xSen(asz + 52%) + 1, entonces:
1 1
f(x) = 556”(332 + 32”’”) + §x003(x2 + g2x)(2x + gLn(Q)QI) +0.
Ademds, como f(0) =1y f'(0) = %, la recta tangente a f que pasa por el punto (0, 1) es

YV =3X+1.

Un resultado interesante que nos va a permitir calcular limites mucho mas facil es el
llamado teorema de L’Hospital:

Teorema 3 Sean f,g : D — R y sea x¢g € D. Supongamos que f y ¢ son funciones
diferenciables en zy y que lim,_,,, f(z) = lim,_,,, g(z) y vale 0, infinito o menos infinito.
Entonces .
x x
f@) )

lim —= =
=0 ( x) T—T0 g’(gj)

Siempre que exista este tultimo.

Nota: Observar que con este teorema somos capaces de evitar indeterminaciones tipo
8 o0 2. Asi, por ejemplo si queremos calcular el limite
o0
=2 4
lim ——
z—1 [[2 —1

Tenemos que lim,_,; 2° — 222 + 2 =0y lim,_,; 22 — 1 = 0 pero,

322 —4x+1 0
e S
r—1 2[E 2
Por tanto,
3 =22+ 32 —4dxr +1
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3. Estudio de una funciéon

En esta tltima seccién vamos a obtener la informacién relevante de una funciéon f :
D — R. Esto nos va a permitir representar dicha funcién. En toda esta seccién vamos a

. ., . . 2_
trabajar con una funcién f: D — R. Como ejemplo vamos a considerar f(z) = %

3.1. Dominio y puntos de corte con los ejes

En este primer punto debemos de determinar el dominio de f asi como los cortes con
los ejes OX y OY.

En nuestro ejemplo, f(z) = 5=

e Al tratarse de una funcién racional, el dominio de f consiste en todo R salvo donde
se anule el denominador. Por tanto. como

P —4=0 = z=2yx=-2

por lo que Dom(f) =R —{-2,2}.
e los puntos de corte con el eje OX son los puntos donde la funcién se anula por lo

que
2% — 2
f(x> - xQ —4

e El punto de corte con el eje OY: f(0) = :—i = 3 por lo que el punto es (0, 3).

Los datos que tenemos hasta el momento son:

=0 = 22°-2=0 —= r=1yzr=-1

-o-
-9

3.2. Maximos y minimos

En el estudio de los maximos y minimos de una funcién f : R — R es muy util
el cdlculo de la derivada de f, ya que en un méximo o un minimo (es decir, en un
extremo “local”), la derivada de f es cero. Esto se debe a que las rectas tangentes en los
puntos correspondientes son horizontales (recordar que las pendientes de estas rectas son
precisamente la derivada).
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Nos damos cuenta aqui de algo mas, no solo la derivada es cero en los méaximos y
minimos “absolutos”, sino también en los maximos y minimos “locales”. Introducimos el
concepto de punto critico (puntos en donde la derivada es cero) y damos condiciones nece-
sarias y suficientes para que un punto critico sea 0 un maximo o un minimo. Empezamos
recordando los siguientes conceptos:

Propiedades 1 Sea f:R — R una funcién. Se dice que
e 7y € R es un maximo absoluto para f si para todo y € R, f(y) < f(zo).

e 75 € R es un maximo absoluto estricto para f si para todo y € R, y # xq,

fly) < flzo).

e 75 € R es un maximo local para f si existe un € > 0 tal que para todo y € R con
|zo — y| < € se tiene que f(y) < f(xo).

e 1y € R es un maximo local estricto para f si existe un ¢ > 0 tal que para todo
y € Rcon 0 # |xg — y| < € se tiene que f(y) < f(xo).

e 7y € R es un minimo absoluto para f si para todo y € R, f(y) > f(xo).

e 75 € R es un minimo absoluto estricto para f si para todo y € R, y # xq,

fy) > flxo).

e 1y € R es un minimo local para f si existe un € > 0 tal que para todo y € R con
|zo — y| < € se tiene que f(y) > f(xo).

e 75 € R es un minimo local estricto para f si existe un € > 0 tal que para todo
y € Rcon 0 # |xg — y| < € se tiene que f(y) > f(xo).

Definicién 2 Sea f : R — R una funcion diferenciable. Se dice que un punto zy € R es
un punto critico para f si f'(xy) = 0.

Teorema 3 Sea f : R — R una funcién diferenciable y sea xy un extremo local para f.
Entonces xq es un punto critico para f.

Nota: Si queremos calcular los maximos y los minimos de una funcién diferenciable,
calcularemos en primer lugar sus puntos criticos.

Ejemplos A Se sabe que la funcion f(x) = 223 — 1522 + 362 — 26 tiene un mdximo y un
minimo local en R. ;Cuales son?

Calculemos los puntos criticos de f: la derivada de f es f'(x) = 62 — 30x + 36 y por
tanto los puntos criticos son:

~ 30+ /900 — 864
= 5 =
Como nos dicen que f alcanza un mdximo y un minimo local en R, uno serd mdximo

y el otro minimo. Aunque todavia no sabemos distinguirlos, vamos a representar grdfica-
mente la funcion para saber cual es cual.

T

2y3
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Luego 2 es un mdximo local y 3 es un minimo local para f.

El siguiente teorema nos va a dar una condicion para saber distinguir cuando un punto
critico es un maximo, un minimo o no es ninguno de ambos.

Teorema 4 Sea f: D — R una funcion (derivable todas las veces que haga falta) y sea
xo € D tal que f'(z9) =0 (es decir, o es un punto critico de f). Entonces:

(i) Si f"(x¢) > 0, entonces xy es un minimo local para f.
(i1) Si f"(xy) <0, entonces xy es un mdzximo local para f.
(i) Si f"(x0) = F (o) =+ = [P(zp) = 0:

* Sin es impar y f7Y(zy) > 0, entonces xo es un minimo local para f
x Sin es impar y f"T(x) < 0, entonces xo es un mdzimo local para f

* Sin es par, g no es ni mdxrimo ni minimo para f.

En nuestro ejemplo, f(z) = 2$22__42

La derivada de f(x), siguiendo la reglas de derivacién dadas en el Teorema 2 (Pag.
61), es

dr(a® —4) —20(22° —2)  4a® — 160 — 42® + da —12z

TO=""wp = @ @

Asi, f'l(z) =0 <— —12x=0 <= 2 =0. Es mads,

gy —12(2% —4)2 = 2(2® — 4)(22)(—12z)  —12(2® — 4)® + 482 (2* — 4)
o= @ a7 i} @

Y por tanto, f”(0) = _(3)146 < 0 por lo que z = 0 es un méaximo.
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-
N

3.3. Crecimiento decrecimiento

El signo de la derivada de una funcién f : D — R también es una informacion relevante
de la funcién. Asi, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5 Sea f: D — R una funcion (derivable todas las veces que haga falta) y sea
zo € D. Entonces

(1) Si f'(x¢) >0, la funcion [ es creciente en xy.

(i1) Si f'(x¢) <0, la funcion f es decreciente en xy.

Veamos un ejemplo: Sea f(z) = g2* —2z. Tenemos que f'(x) = 222 — 2. Por tanto los
puntos criticos de {: Sof x = —% yr= % por tanto f'(x) > 0 en (—oo, —%) U (%, 00)
/
y ['(x) <0en (=75, 7)
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En nuestro ejemplo, f(z) = 2;‘;2_5
f(x) dr(r? —4) — 22222 — 2) 423 — 162 — 42° + 4z —12z
xr) = = —
(22 —4)? (22 —4)? (22 —4)?

Por tanto, f'(x) < 0 en el intervalo (0, 00) (ya que el denominador siempre es positivo),
por lo que la funcién en este intervalo decrece y f'(x) > 0 en el intervalo (—o0, 0), por lo
que en este intervalo la funcién crece.

| | | |
PN x
1& funciéon crece

-9
-o-

3.4. Asintotas

Debemos de calcular ahora las asintotas horizontales, verticales y oblicuas, ver la
definicién 9 (Pag. 49).

En nuestro ejemplo, f(z) = 2;‘;212
e Asintotas horizontales:
L 22 =2 L 222 =2
:c1—1>r—noox2—4_2 yxh—>1£10x2—4_2

Por tanto, como hay asintotas verticales, no nos podemos encontrar asintotas obli-
cuas (ya sabemos que no habfa asintotas oblicuas, ya que para que existan en funciones
racionales, el grado del numerador tiene que ser uno mas que el grado del denominador).

e Asintotas Verticales: Sabemos que estas se encuentran donde se anula el denomina-
dor, por tanto (para resolver este limite hay que factorizar)

222 — 2 2(x—1 1 2(r —1 1 1
L= e Detl) - D) 1

r=2 12 —4 a2 (x—2)(x+2) =2 (x —2) (r+2)

Por tanto, el limite no existe, ya que (x+2) esta elevado a un ntimero impar, pero si los
limites laterales (siempre sucede en funciones racionales)

Dt S (2(m—1)(m+1))( 1 ):OO

os—2- 22 —4  ao-2- (x —2) (x+2)
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2(:(:le2(250)+1) _ 2(—%_1) <0y lim,, o-

de la funcién 1). Calculando de la misma forma,

. 222 -2 , 2z —1)(x + 1) 1
lim = lim = —00
o2t 22 —4 2ot (x —2) (x +2)

Y para x = 2,

Ya que lim,_,_o- = —o00 (es una traslacién
—

1
(z+2)

2x2—2_

222 =2
lim = = 00

z—2— 12 —4

—00 Yy lim
z—2+t 12 —4

Por tanto, si reunimos todos los datos, ya podemos pintar la grafica:

| | | | | | |
I I I I I

T .1,
la funcion crece

Nota: Por ultimo decir que existen conceptos tales como convexidad y concavidad o
puntos de inflexiéon que también son interesantes en el estudio de la grafica de una funciéon
pero que no estudiaremos en este tema.
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