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Capitulo 1

El espacio vectorial R".

Iniciamos este repaso al algebra lineal con la estructura de espacio vecto-
rial que es posiblemente la estructura mas versatil y utilizada en la ciencia. Es
usual tener un ejemplo de referencia a partir del cual se van dando definicio-
nes mas abstractas y propiedades. En este caso nuestro modelo serd R? y R3.
Formalmente, se define

Rn = {(:Cla axn) / T S R, Z = 17 ’I’L}

como el conjunto formado por todas las n-uplas de ntimeros reales ordenados.
Sus elementos se pueden sumar componente a componente, y también se pue-
den multiplicar por un nimero real, multiplicando cada componente por dicho
ndmero.

La primera operacion se llama ley de composicién interna y se define
como

+:R® xR — R”
((xla"'axn)a(y17"'7yn)) = (xla---)mn)+(y17“'ayn)

donde (1, ..oy Tn) + (Y1, o, Yn) = (1 + Y1, ooy Tn + Yn)-
Propiedades.

1. Asociativa. Para cada u,v,w € R", (u+v) + w =u+ (v + w).

2. Elemento neutro. Existe un elemento e € R™ tal que para cada u € R"”,
etu=u+e=e.

En efecto, e = (0, ...,0), y se denotard por 0.

3. Inverso. Dado u € R", existe un v € R", tal que u +v=v+u = 0.

En nuestro caso, v = —u y se llama el opuesto de u.

4. Conmutativa. Para todo u,v € R", u+v =v + u.

Cualquier conjunto con las propiedades 1,2 y 3 se llama grupo, y si ademas
tiene la propiedad 4 se llama grupo abeliano o conmutativo.
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6 CAPITULO 1. EL ESPACIO VECTORIAL RY.

La segunda operacién se llama ley de composicién externa y se define

como
S RxR* — R”

A\ (21, oy ) =A@, Ty)

donde A1, ..., Tpn) = (AZ1, ey AZp).
Propiedades.

1. Distributivas. Para cada A, u € R y cada u,v € R",

a) A+ pu = I+ pu
b) Mu+v)=Au+ v

2. lu=u

3. Seudoasociativa. Para cada A\, u € R y cada u € R™
(Aw)u = A(pu)

Los elementos de R™ se llaman vectores y los de R escalares. La tripleta
(R™, +,-) formada por R™ con la suma de vectores y el producto por escalares
se llama espacio vectorial. El nombre de los elementos de R™ proviene de su
representacién grafica. Por ejemplo, R? se representa como un plano con dos
ejes perpendiculares que se cruzan en el 0 que se llamara origen, y si u € R?,
u = (x1,x2), se representa como el vector que tiene origen en 0 y final en el
punto de R? de coordenadas (71, x2). La suma de vectores estd dada por la regla
del paralelogramo.

Definiciéon 1 Una combinacion lineal de vectores es cualquier suma finita
del tipo
Av1 + AgUg + ... + ARV

Si un vector u se puede expresar como u = A\jv1 + Aavs+...+ A0 se dice que
u es combinacion lineal de los vectores vy, va, ..., vg. Si todos los vectores de R™
pueden expresarse como combinacién lineal de ellos, se dice que (vy,va, ..., V)
es un sistema generador. De entre los sistemas generadores interesan los que
estén formados por el minimo nimero de elementos, para ello se introduce la
siguiente nocién.
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Definicién 2 El sistema (v1,vs,...,v;) se dice que es linealmente indepen-
diente cuando la unica combinacion lineal que es cero es la que tiene todos sus
coeficientes cero, es decir

AMULF X+ o+ A =0= A1 =X = ... =Xy =0.

Un sistema de vectores que es generador y linealmente independiente se llama
base. Por ejemplo, el sistema (e1, ea, ..., e,), formado por los vectores

es una base. En efecto, si u = (x1,xo, ..., ;) € R", entonces

u=(x1,2,....,2Tn) = (£1,0,..,0) + (0,22, ...,0) + ... + (0,0, ..., z,)
=121(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + ... + 2,(0, ..., 1) = z1€1 + x2€2 + ...Tpe,

lo que prueba que genera todo R™. Para ver que son linealmente independientes,
si Ad1e; + Ages + ... + A\pe, = 0, entonces

(07 0, ceey 0) = )\161 + )\262 + ...+ )\nen
=A1(1,0,...,0) + A2(0,1,...,0) + ... + A\ (0, ..., 1)
= (A17)\27"'a)\n)

luego A\; = A2 = ... = A, = 0. La base (ey, e, ..., e,,) se llama base candnica.
Se prueba que todas las bases tienen el mismo niimero de vectores, y ese nimero
comun se llama dimensién del espacio R™. Por tanto la dimensién de R” es n.

Una base siempre se considera como un sistema ordenado de vectores, de
modo que cambiando dos vectores entre si da lugar a otra base distinta.

Si B = (v1,...,vp) es una base de R™, y u es un vector cualquiera, entonces
u = 2101 + ... + Tpvp,. A la n-upla (x1,...,2,) se le llama componentes de u
en la base B.

Ejercicio 16 Probar que (1,0,—1), (0,2,1) y (1,1,2) forman una base de R3.
Ejercicio 17 Probar que la expresion de un vector en una base es unica.

Definicién 3 Una aplicacion lineal de R™ a R™ es una aplicacion f : R™ —
R™ que respeta las combinaciones lineales de vectores, es decir,

fOwur 4+ o+ Agug) = A f(ua) + - 4 Aw f (ug).
Un isomorfismo es una aplicacion lineal que ademds es una biyeccion.
Ejercicio 18 Probar que un isomorfismo lleva una base en otra base. Por tanto

los isomorfismos sdlo se pueden definir en espacios vectoriales de igual dimen-
sion.
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8 CAPITULO 1. EL ESPACIO VECTORIAL RY.

Ejercicio 19 (*) Probar que toda base se puede interpretar como un isomor-
fismo que lleva dicha base a la base candnica.

Ejercicio 20 Probar que una aplicacion lineal queda determinada conociendo
las 1tmdgenes de los vectores de una base.

Ejercicio 21 Probar que si f : R™ — R" es lineal y ademds es inyectiva o
sobreyectiva, entonces es biyectiva.

1.1. Subespacios vectoriales.

Definicion 4 Un subconjunto no vacio S del espacio vectorial R™ se dice que es
un subespacio cuando contiene todas las combinaciones lineales que se pueden
formar con miembros de S.

Consecuencias inmediatas.

1. El conjunto {0} es un subespacio de R™.
2. Todo subespacio de R™ contiene al elemento 0.

3. Si B = (v1,...,ux) es un conjunto no vacio de vectores de R™, entonces
la familia L(v1,...,vx) formada por todas las combinaciones lineales de
elementos de B es un subespacio vectorial generado por B.

4. Todo subespacio admite una base, esto es, un sistema generador formado
por vectores linealmente independientes.

5. El niimero de vectores de una base de un subespacio es fijo, y se llama
dimension del subespacio. Por convenio se establece que la dimensién
del subespacio {0} es cero.

6. Si S1, S5 son subespacios de R™ con S; C S3 y dim .S; = dim S5, entonces

Sl == SQ.

Dados dos subespacios, S1, S2 con bases By y Bs respectivamente, la suma
de Sy y S92 es el subespacio generado por B U By

S1+ 5 = L(Bl ) BQ)-
Ejercicio 22 Probar que S1+ Sa={u+v / u € Sy, v € Sa}.

Ejercicio 23 Probar que S1+ Sz es el menor subespacio que contiene a Sy y a

Ss.

Ejercicio 24 Probar que S1 N .Sy es el mayor subespacio que estd contenido a
la vez en S1 y en Ss.
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1.1. SUBESPACIOS VECTORIALES. 9

Las dimensiones de estos subespacios estan relacionadas por la férmula de
Grassmann

dlm(Sl + SQ) =dim S; +dim S, — dlm(81 N SQ)

Si se tiene S7 + S2 = R™, y 51 NSy = {0}, entonces se dice que R™ es suma
directa de S7 y S5, y se denota R™ = S; & Ss.
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Capitulo 2

Matrices.

Una matriz nxm es una tabla formada por n filas y m columnas de niimeros
reales ordenados, del tipo

ail a12 A1m

a1 a2 a2m
_A =

an1 an2 cee Apm,

La matriz anterior se representa a veces abreviadamente por (a;;). Si B =
(bij) es otra matriz m x r, es decir, el nimero de columnas de A coincide con
el nimero de filas de B, entonces podemos multiplicarlas en el orden AB de la
siguiente manera

a1 ai12 A1m bu b12 blr

a21 ag9 a2m b21 bgg bgr
AB=| . . . . S .| = (eiy)

Gpl  An2 Apm bml bmn2 bmr

siendo ¢;; = ka:l aixby;, es decir, el elemento 7j-ésimo del producto se obtiene
multiplicando la i-ésima fila de A con la j-ésima columna de B componente a
componente y sumando.

Nétese que si multiplicamos A por la derecha con el vector ¢; = (0, ..., 1, ...,0)
de la base canénica de R™, visto como una columna, se tiene

0
ai; a2 ... Aaim . (437)
a1 Q22 ... G2m : a2
1 =
an1 ap2 ... QGnpm O Qns

11
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12 CAPITULO 2. MATRICES.

es decir, lo que hace es seleccionar la i-ésima columna de A. Si la multiplicacién
se hace por la izquierda (considerando ahora e; vector de R™, lo que hace es
seleccionar la i-ésima fila de A

ai; a2 ... Aim
a1 a2 . a2m

(0 1 O) . . . . = (ail ;2 aim)
Gn1  An2 .. Qnm

Finalmente, si multiplicamos por la izquierda con el i-ésimo vector e; € R™,
y por la derecha con el j-ésimo vector e; € R™, lo que se obtiene es el elemento
ai; de la matriz A.

Las matrices constituyen una herramienta de primer orden en algebra lineal.
Por ejemplo, fijada una base de R™ representan biunivocamente a las aplicacio-
nes lineales. En efecto, sea B = (v1,va,...,v,) una base. Cada vector u € R"
lo representamos como una n-upla formada por sus componentes en la base B,
u = (x1, 2, ..., T,). Esto significa que

U = T1V1 + T2V + ... + T, Uy .

Sea f:R™ — R™ una aplicacién lineal. Supongamos que las imagenes de los
vectores de la base B, expresadas en la propia base B, estan dadas por

flv) = agvi.
i=1
Las componentes forman una matriz n X n que llamaremos matriz de la
aplicacién f en la base B y denotaremos A = (a;;). Entonces podemos
conocer f(u) haciendo

j=1 j=1 =1
n n n

= E TjAi5V; = E Qi V;
i,j=1 i=1 \Jj=1

lo que significa que las componentes (y1,y2,...,yn) de f(u) en la base B estds
dadas por por el producto matricial

1 ai;  aiz ... Qin 1o
Y2 a21 a2 ... Q2p €2
Yn an1 An2 Ann Tn

Como se puede ver, la matriz de f tiene por j-ésima columnas las compo-
nentes de f(v;) en la base B.
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Ejercicio 25 (*) Fijada una base B, probar que la matriz de la composicion
de dos aplicaciones lineales en B estd dada por el producto de las matrices que
representan a dichas aplicaciones.

Si ahora consideramos que la aplicacién f es un isomorfismo, entonces B’ =
(f(v1), f(v2),..., f(vs)) es también una base, y podemos considerarlo como un
cambio de base. Entonces a la matriz de f en la base B se le llama matriz del
cambio de base de B’ a B porque nos permite calcular las componentes de un
vector en la base B a partir de sus componentes en B’. En efecto, supongamos
que conocemos la expresién de cada vector de B’ en la base B

f(’l)j) = Z aijvi.
=1

Si u € R™ tiene componentes (x1,za,...,2,) en By (z},25,...,z,) en B,
entonces

n n n n
/ o /
E Tiv; = U = g v f(v;) = E ) E @i
i=1 j=1 j=1 =1
n n n
/
= E Thaijv; = E E aigr | vi
i,j=1 i=1 \j=1

Por tanto las relacién entre las componentes esta dado por el producto ma-

tricial
A

X1 a1 ai2 A1n Ty
/
X9 a1 a922 agn To
/
In anp1  Ap2 Apn T,

Esto a veces se expresara de forma més compacta como x = Az'.

En la practica se suelen dar las dos bases B y B’ sin mencionar el isomorfismo
que las relaciona, tan sélo se dice que P es la matriz del cambio de base de B
a B’. En las cuentas de antes es claro que P = A~ ! y que 2’ = Px.

Definicién 5 Sea A = (a;;) una matriz k x k. Se define el adjunto de ele-
mento a;; como la matriz A;; de orden (k—1) x (k—1) formada por la matriz
A suprimiendo la fila y la columna que contienen al elemento a;;. El determsi-
nante de A es el nimero real |A| definido inductivamente como :

1. Si k=1, |A|l = a1 el dnico elemento que tiene.

2. Si k> 1, entonces

|A| = a11 |A11| — a1a |Ara| + . + (=14

Propiedades inmediatas.
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CAPITULO 2. MATRICES.

|A| = |A'| donde A" es la matriz transpuesta de A, es decir, A* = (a;;).

. Si se cambian dos filas consecutivas de A, el determinante cambia de signo.

Si se cambian dos columnas consecutivas de A, el determinante cambia de
signo.

|A] # 0 si y s6lo si los vectores fila son linealmente independientes.
|A] # 0 si y s6lo si los vectores columna son linealmente independientes.

Si a un vector fila de A se le suma una combinacion lineal del resto de los
vectores fila y se dejan las demas filas igual, se obtiene otra matriz con el
mismo determinante que A.

Si a un vector columna de A se le suma una combinacién lineal del resto
de los vectores columna y se dejan las deméas columnas igual, se obtiene
otra matriz con el mismo determinante que A.

Si B es otra matriz de igual orden que A, entonces |AB| = |A||B|.

Una matriz con determinante no nulo se llama matriz regular.

Manuel Gutiérrez. Universidad de Malaga.



Capitulo 3

El Grupo General Lineal.

Una aplicacién f : U — V entre dos espacios vectoriales es un isomorfismo
cuando es lineal y biyectiva. Si ademas U = V, entonces se llama automor-
fismo. Es fécil ver que el conjunto de todos los automorfismos de un espacio
vectorial V' tiene una estructura de grupo para la composicién. Se llama grupo
de los automorfismos de V', Aut(V).

Ejercicio 26 Probar que Aut(R™) tiene estructura de grupo.

Siguiendo el programa Erlangen de F. Klein, este grupo determina una geo-
metria que es el objeto de estudio del Algebra lineal.

Proposicion 6 Sea f : R* — R" un automorfismo, entonces se tienen las
stguientes propiedades:

1. f(0) =0.
2. Si (v1,...,vp) es una base, entonces (f(v1),..., f(vn)) es otra base.

3. 81V es un subespacio, entonces f(V) ={f(v) / v e V} es un subespacio
de la misma dimension.

4. SiU, V son subespacios, entonces f(U+V) = f({U)+ f(V)y f(UNV) =
FO)Nfv).

Puesto que, fijada una base, las aplicaciones lineales estan representadas por
matrices, podemos estudiar el grupo Aut(R™) a partir de ellas.

Ejercicio 27 Usando las propiedades de los determinantes probar que, fijada
una base, existe una correspondencia biyectiva entre los automorfismos de R™ y

las matrices regulares.

Asi pues el conjunto de las matrices regulares de orden n forman un grupo
llamado grupo general lineal y se denota GL(n,R). Conviene conocer un

15
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16 CAPITULO 3. EL GRUPO GENERAL LINEAL.

procedimiento operativo para calcular la inversa de una matriz. Si A = (a;;5), y
A~! = (b;;), entonces

| Ajil

4]

Otro procedimiento, que evita tener que calcular determinantes, consiste
en resolver el sistema AA~! = I, tomando los elementos de A~! como las
incégnitas, y resolverlo por el método de eliminacién de Gauss-Jordan. Por
ejemplo, para invertir la matriz regular

by = (~1)""

se plantea el sistema

2 =2 0 b11 b1 bis 1 0 0
1 1 -2 bo1 by boz | =10 1 0O
-1 2 1 b1 b3a bs3 0 0 1
que desplegado seria
2b11 — 2ba1 =1 2b12 — 2bao =0 2b13 — 2[)23 =0
b11 4+ b21 —2b31 =0 bia 4+ bag —2b32 =1 big 4 b2z — 2b33 =0
—b11 + 2b21 + 031 =0 — b12 + 2b22 +b32 =0 —b13 + 2b23 + b33 =1

ahora hay que despejar los coeficientes b;; y para ello podemos trabajar con cada
bloque de ecuaciones puesto que comparten los coeficientes. Las operaciones que
podemos hacer son

1. Multiplicar una ecuacién por un nimero no nulo.

2. Sumar a una ecuacion, miembro a miembro, una combinacién lineal del
resto de ecuaciones.

Necesitamos repetir estas operaciones hasta que la matriz de los coeficientes
sea la identidad. Puesto que son operaciones que se basan en los coeficientes,
podemos hacerlo prescindiendo de las incégnitas b;;, y ademds podemos hacer
los tres bloques simultdneamente.

Debemos usar repetidamente los pasos 1 y 2 sobre las filas de la matriz

1 00
1 1 -2 0 1 0
-1 2 1 0 0 1
para convertirla en otra que tenga en el primer bloque la identidad. Entonces la

matriz que queda en el segundo bloque es precisamente la inversa que buscamos.
Vamos a hacerlo paso a paso.
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2 -2 0 1 0 0 1 0 1 10 1
1 1 —2010)l=[11-2010]|=
-1 2 1 0 0 1 -1 2 1 00 1
10 1 1 0 1 10 1 1 0 1
01 -3 -1 1 —-1|=(0o1 -3 -1 1 -1|=
02 2 1 0 2 00 8 3 —2 4
10 1 1 o0 1 1 00 2 2 4
01—3—3112—415010%%%
00 1 § -§ % 001 §5 -§ 3

Supongamos que A es la matriz de la aplicacién lineal f : R™ — R"™ en la base
B. Podemos saber cudl es la matriz A’ de f en otra base B’ sabiendo la matriz
del cambio de base P de B a B’. En efecto, todo vector u € R™ de componentes x
en B y 2’ en B’, tiene sus componentes relacionadas por ' = Pz. En particular
la imagen de u por f, tiene componentes Az en la base By A'z’ = A'Px en
B’, por tanto A’ Px = PAzx para todo z, de donde se obtiene

A= PAPT.
Obsérvese en particular que |[A'| = |[PAP~!| = |P||A]|P~!| = |A], es decir,

el determinante de la matriz que representa a f es invariante frente a un cambio
de bases.
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Capitulo 4

Espacio euclideo.

Definicién 7 Un producto escalar en R™ es una aplicacion { , ) : R" x R* - R
que verifica:

1. Es bilineal, es decir, es lineal en cada variable.
2. Es simétrica: (u,v) = (v,u) para todo u,v € R™.

3. Es definida positiva: (u,u) > 0 para todo u € R™. La igualdad se alcanza
sty solo si u=0.

Fijada una base B = (u1,...,u,), el producto escalar determina una matriz
A = (a;5) definiendo a;; = (u;, u;) . Se le llama matriz del producto esca-
lar en la base B. Esta matriz determina completamente al producto escalar.
En efecto, si ¢ = (21,....,2n), ¥ = (Yy1,..-,Yn) son las componentes de u y v
respectivamente en la base B, entonces

n n n
(u,v) = <inui7zyjuj> = Z Ty (Wi, uj)
i=1 j=1

ij=1

n
Z xiyjaij = .’EtAy.

ij=1

Si fijamos otra base B’ = (u},...,u,), entonces podemos encontrar una re-
lacién entre las matrices del producto escalar en ambas bases. Sea P la matriz
del cambio de base de B a B’. Entonces si z y 2’ son las componentes de u en
By B', ey, y las de v, sabemos que

z = Pz
y' =Py
19
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20 CAPITULO 4. ESPACIO EUCLIDEO.

por tanto se tiene

(u,v) = 2" Ay
(u,v) = 2" A’y = (Pz)' A’ Py
=z'P'A'Py

y como u, v son arbitrarios, se tiene
A=PIA'P.
Si fijamos la base candnica, la aplicacién

<$ay> =2T1Y1 +T2Y2 + ... + TpYn

conx = (1,...,2n) ¥y = (Y1, ..., yn) €s un producto escalar y su matriz en la base
canoénica es I. Se llama producto escalar euclideo o métrica euclidea. El
par (R™,(, )) se llama espacio euclideo.

Dos vectores u, v se dicen ortogonales cuando (u,v) = 0. El ortogonal de
un vector u es el conjunto ut = {v € R" / (u,v) = 0}.

1

Ejercicio 28 (*) Probar que si u # 0, entonces u— es un subespacio tal que

R™ = L(u) ® ut.
Un producto escalar siempre tiene asociado una norma que es la funcién
[]:R" =R

definida por )
ul = ((u,u))?

Por ejemplo, la norma asociada a la métrica euclidea es la longitud del vector

lu| = /23 4+ ...+ 22.

Un vector u se dice unitario cuando |u| = 1. Una base ortonormal es una
base formada por vectores ortogonales dos a dos y unitarios.

La base candnica es una base ortonormal para el producto euclideo.

Propiedades.

Siu,veR™y X\ eR, entonces

1. |u| =0siysélosiu=0.
2. |Au| = Al ul .

3. Desigualdad de Schwarz. |(u,v)| < |u| [v] y la igualdad se da si y sélo si u
y v son colineales.

4. Desigualdad triangular. |u + v| < |u| + |v| v la igualdad se da si y sélo si
u = kv con k € RT.
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Ejercicio 29 (*) Usando el ejercicio 28, probar la desigualdad de Schwarz.

Ejercicio 30 (*) Usando la desigualdad de Schwarz, probar la desigualdad trian-
gular.

Debido a la desigualdad de Schwarz, cuando v y v no son cero se tiene

{u, v)

—1<
|uf |v]

<1
de modo que existe un tnico niumero « € [0, 7] tal que
cosa = L4, (4.1)
u

Dicho niimero se llama angulo entre v y v. La capacidad de un producto
escalar de medir longitud de vectores y angulos entre ellos es lo que le confiere
la importancia que tiene.

Obsérvese que se elige el coseno y no el seno por que es la unica eleccién
compatible con la trigonometria. Por ejemplo, en el caso euclideo dos vecto-
res serdn ortogonales cuando el dngulo entre ellos sea 5, que corresponde a la
perpendicularidad clasica.

Con esta herramienta en la mano muchos resultados de la geometria Griega
clasica se hacen evidentes. Por ejemplo, si en un tridngulo de lados a,b,c, el
angulo que forma a y b es «, entonces el teorema del coseno afirma que

? =a%+b%—2abcosa

Si los vértices opuestos a a, b, ¢ son A, B, C respectivamente, y tomamos C' como
el origen, se tiene

|A=B|* = (A~ B), (A= B)) = |A]" +|B|" = 2(4, B)

que es justo el teorema del coseno, usando (4.1).
En adelante supondremos fijada la métrica euclidea.
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22 CAPITULO 4. ESPACIO EUCLIDEO.

Definiciéon 8 Una aplicacion f : R™ — R"™ se llama isometria cuando es un
isomorfismo que conserva la métrica. Fsto es, para todo u,v € R

(f(u), f(v)) = (u,0) -

Ejercicio 31 (*) Probar que si f : R — R™ conserva la métrica entonces es
un isomorfismo.

Ejercicio 32 (*) Probar que f : R™ — R" es una isometria si y solo si lleva
bases ortonormales en bases ortonormales.

El conjunto de todas las isometrias forma un grupo para la composicion que
se llama grupo de las isometrias lineales de R".

Este grupo esta representado por un subgrupo del grupo general lineal, lla-
mado grupo ortogonal y se denota O(n). Sus elementos se llaman matrices
ortogonales. Para caracterizarlo fijamos una base B = (uq,uz, ..., un ), tal que
la matriz de la métrica euclidea en ella sea C y la de la isometria A. Podemos
escribir la condicién (f(u), f(v)) = (u,v) en la base B, como

2t A'C Ay = 2'Cy
pero si ademds la base B es ortonormal, entonces C' = I, y nos queda
2t AT Ay = 2y
para todo x,y, de donde se deduce que
O(n)={AecGL(n,R) | A'A=1T}

Si tomamos determinantes a una matriz ortogonal se observa que |A| =
+1. Las matrices ortogonales de determinante 1 forman un subgrupo de O(n)
llamado grupo especial ortogonal SO(n).

El grupo ortogonal tiene dos componentes conexas formadas por las matrices
de determinante 1 y por las de determinante —1.
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Capitulo 5

Espacio Afin.

En esta secciéon estudiaremos R™ desde el punto de vista de su estructura
affn. Aunque las ideas de espacio afin ya aparecen en la obra de Descartes (1596-
1659) la nocién fue introducida formalmente por H. Weyl en su libro ”Space,
time and matter” [6].

Definiciéon 9 Sea A un conjunto cuyos elementos llamaremos puntos, y V un
espacio vectorial sobre R. Se dice que A es un espacio afin asociado a V
cuando existe una ley de composicion externa

+ AxV —=A
(p,v) —=p+wv

que verifica:

1. Seudoasociatividad. Para todo p € A y todo u,v € V, (p+u) +v =
p+ (u+wv).

2. Para cada p,q € A existe un inicov € V con p=q+v.

A ceces se denota v = pq y se llama vector de origen p y extremo ¢. Se
define la dimension de A como la de V.

En nuestro caso es claro que tomaremos A = R"™ y V = R", y que la opera-
cion + es la suma de vectores de R™. Esto facilita el cdlculo, pues identificando

n . . —>

un punto de R™ con el vector de origen 0 y extremo el punto, se tiene pg = q¢—p.

La idea es por tanto poder trasladar los conceptos relacionados con el espacio
vectorial a cualquier punto del espacio.

Definicién 10 Sea F' un subespacio vectorial de R™. Se llama variedad lineal
o subespacio afin que pasa por p € R" con direccion F, al subconjunto
de R™

p+F={p+v/veR"}

23
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La dimension de p + F es la de F. Las variedades lineales de dimensién
0 son los puntos. Las de dimensién 1 y n — 1 se llaman rectas e hiperplanos
respectivamente.

Los problemas de incidencia entre variedades lineales no son triviales. Por
ejemplo la nocién de suma de variedades lineales es

(p+U)+(q+W)=p+ (U+W + L(pq)).

Definicién 11 Un sistema de referencia es un conjunto R = {p;uy,...un}
donde p € R" es el origen del sistema y (u1,...u,) es una base de R™.

Fijado un sistema de referencia podemos dar coordenadas a los puntos del
espacio de la siguiente forma. Sea ¢ € R", entonces las coordenadas de ¢ en
R son las componentes de pg en la base (uy,...u,) y se denota qg.

Definicién 12 Cada vector a € V = R"™ define una traslacion definida por
Ta i A — A
p—pta

Definicién 13 Una aplicacion afin f : A — A es una composicion de una
aplicacion lineal y una traslacion. Se llama transformacion afin cuando la
aplicacion lineal es un isomorfismo.

Esta definicién no es la més general y tiene sentido gracias a que en nuestro
caso A =V =R", pero es simple y sir a nuestros propdsitos.

El conjunto de todas las transformaciones afines tiene estructura de grupo
llamado grupo afin. Supongamos que f = 7, o g es una aplicacién afin. Si
fijamos una referencia R = {o;v1, ..., v, }, supongamos que g tiene matriz A en
la base B = (v1,...,v,), y que ag = c¢. Sea p € R™ con coordenadas © = pg,
' = f(p)r. Entonces, la aplicacién afin estd dada por la expresién matricial

x’ = f(p)R = (Taog(p))R = (g(p) +G)R =Ax+c

Sea R = {o;v1,...,un+ y R = {0;v],...,v],} dos sistemas de referencia con
bases asociadas B = (v1,...,v,) vy B’ = (v},...v],) respectivamente, p € R"
un punto de coordenadas x = (x1,...,z,) en Ry o' = (af,..,2)) en R, y
—

supongamos que o'og: = ¢ € R"
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Sea C' = (¢;;) la matriz del cambio de base de B a B’. Las coordenadas de
pen Ryen R las denotamos

-
Pr =0pBp =X
Pr =0pp =1Z

N
Puesto que op es un vector de R™ podemos ver sus componentes en la base
B’ en funcién de las componentes en B,

opp = Cx

- T = , . -5 —
y como o'p = 0’0+ op, las componentes en la base B’ seran o'pg: = 0’0o +opp-,
es decir,
2 =c+ Cx.

Fijada la referencia R, se dice que la referencia R’ se obtiene aplicando a R una
transformacién afin.

Asi que un cambio de referencia afin estd dado por una transformacion afin.

Reciprocamente, dada una referencia afin R = {o;vy,...,v,} y una transfor-
macién afin f : A — A dadapor f(u) = 7,09, entonces R’ = {f(0); g(v1), ..., g(vn)}
es una referencia afin.

En definitiva, el conjunto de todas las referencias afines se puede representar
por el grupo afin.

Cuando consideramos R”™ con su estructura afin y su estructura euclidea,
se llama espacio afin euclideo. Cuando la base del sistema de referencia es
ortonormal, se dice que es un sistema de referencia ortonormal.

Definicién 14 Las transformaciones afines f : R* — R* que en una referencia
ortonormal se escriben como ' = Ax + ¢ con

1 0
= #)
siendov € R, c € R* y F € O(3,R) se llaman transformaciones de Galileo.
Tienen una estructura de grupo llamado grupo de Galileo.

Ejercicio 33 Probar que las transformaciones de Galileo tienen efectivamente
estructura de grupo.

La importancia del grupo de Galileo radica en que fijada una referencia
ortonormal en R*, todas las referencias que se obtienen a partir de ella por
miembros del grupo describen una familia distinguida de referencias llamadas
referencias inerciales, que son aquellas en las que son vélidas las leyes de la
mecanica de Newton.
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