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En relatividad especial el espacio ambiente es R* con su estructura afin.
Un punto de este espacio representa la posicién y el instante en que ocurre un
suceso.

Como en la mecanica de Newton, necesitamos referencias afines para de-
scribir a los observadores, pero las bases asociadas van a ser ortonormales re-
specto a la métrica de Minkowski.

Los observadores se pueden describir como una familia a un pardmetro real
de referencias afines R(t) = {o(t), eo, €1, €2, €3} donde {eg, €1, ea, €3} es una base
ortonormal para la métrica de Minkowski. No6tese que la diferencia con la versiéon
Newtoniana es que es la base entera la que es ortonormal, y no el sistema formado
por los 1ltimos tres vectores.

Los observadores inerciales ocupan el origen de las referencias inerciales y se
representan por una linea recta «(t) = o+ tug siendo ug temporal y o = a(0).
El espacio vectorial asociado R* con su estructura de Minkowski, representa
el espacio natural donde medir las velocidades relativas de particulas y obser-
vadores. Todo observador inercial puede dar coordenadas al espacio afin R* am-
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pliando el vector Tug] @ UN2 base ortonormal respecto de la métrica de Minkowski

(ﬁ, u1, u2, u3) aunque la manera de hacerlo no es tnica. Asi que hay una corre-
spondencia entre observadores inerciales y referencias inerciales (ortonormales).
Esto hace que nos interese conocer bien la nocién de ortogonalidad en el espacio
de Minkowskowski.

Sea el plano de Minkowski (R2, ) siendo
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= o 1
la métrica de Minkowski en la base candnica (eg, e1). Vamos a analizar en primer
lugar la representacion gréfica de los vectores luz. Sea u = (z,y) un vector luz

0=<u,u>=(zy) (01 ?) (Z) = -2 + 97

Por tanto los vectores luz ocupan las bisectrices de cada cuadrante. y dividen
al espacio en cuatro regiones, los temporales ocupan las regiones superior e
inferior y los vectores espaciales ocupan el resto junto con el vector cero.

La ortogonalidad es bastante diferente al caso euclideo. Sea u = (ag,a1) un
vector temporal. Un vector (x,y) ortogonal a él verifica

0= —apx + a1y



Temporal
Luz

Espacial

asi que el subespacio ortogonal esta generado por el vector (a1, ag) que es justo
la imagen especular del vector u respecto a la bisectriz del primer cuadrante

Podemos ver cémo son las bases ortonormales aplicando un boost a la base

candnica
Cha Sha) (1\ [(Cha
Sha Cha)\0)  \Sha
Cha Sha) (0\  (Sha
Sha Cha)\1) \Cha«

ambos estaran sobre una rama de una hipérbola

\

\

La base canénica dota de un sistema de coordenadas a R?, en efecto para
calcular las coordenadas de un punto p, lo que se hace es ver el punto como el
vector desde el origen a p que tendrd en la base canénica las componentes (z, y).
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Entonces por definicién las coordenadas de p son (z,y). Nétese que el vector
(z,y) se escribe
($7y) = Z(l, O) + y(oa 1) = zeg + yer.

De igual manera, si B = (ug,u1) es otra base ortonormal, y w cualquier
vector de R2, entonces las coordenadas del punto que representa w en la nueva
base B, son (a,b) donde

w = aug + bu.

Luego la manera gréafica de asignar coordenadas es trazando desde el punto
p sendas paralelas a los vectores de la base como en el caso euclideo. De hecho,
la asignacién de coordenadas es una idea de la geometria afin que no depende
del producto escalar.

Cuando queremos estudiar fenémenos en los que intervienen dos obser-
vadores inerciales, podemos ampliar sus vectores temporales a bases ortonor-
males de modo que los dos 1ltimos vectores de cada base coincidan. Esto lo
vimos en la primera parte de la demostraciéon del teorema anterior, y dada su
importancia lo destacaremos como la siguiente proposicién.

Proposicion 1 Dos vectores temporales unitarios ug y vo pueden dar cada
uno de ellos coordenadas ampliando a bases ortonormales (ug,us,us,us) y
(vo,v1,u2,u3) de modo que los dos ultimos vectores coincidan. En particular
(ug,u1) y (vo,v1) generan el mismo subespacio de dimensidn 2.

Esta proposicion nos permitira dar una version relativista de la nocién clasica
de dos observadores inerciales en posicién estandar, lo que nos permite estudi-
ar todos los fendmenos relativistas en el plano de Minkowski en lugar de en
dimension 4. En el siguiente capitulo se verd una justificacién fisica de esta
simplificacién.

Definicién 2 Dos referencias ortonormales R(t) = {o(t); eq, e1,€e2,e3} y S(s) =
{p(8); up, u1,us,us} se dice que estdn en posicion estandar con velocidad relativa
v € R cuando se verifica:

2. €y = U2, €3 = U3.
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3. R(t) observa que S(s) se desplaza a lo largo de su eje e; en direccion
positiva con velocidad constante v.

Noétese que no podemos decir que ey sea igual a u; pues son ortogonales a
eg y ug respectivamente.

Proposicion 3 Dos referencias ortonormales con la misma orientacion en sus
bases estdn en posicion estandar con velocidad relativa v € R si y sélo si sus
origenes coinciden en t = 0 y sus bases asociadas se obtiene una de la otra
mediante un boost cuyo dngulo hiperbolico a verifica v = Tha.

Dem. (=) Sea R(t) = {o(t),ep,e1,e2,e3} v S(s) = {p(s),up,u1,e2,e3} dos
referencias en posicién estandar con velocidad relativa v. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que (e, e1, e2, e3) es la base candnica. Puesto que (eg, e1)
v (ug, u1) son ortonormales y tienen la misma orientacién con e y ug temporales
futuros, sabemos que la transformacién de Lorentz que lleva una a otra es un
boost. Basta analizar ahora su pardmetro «. Veamos como afecta el boost al

vector e.
Cha Sha 1\ (Cha
(Sha Cha) (0) o (Sha) ’

La manera en que R(t) calcula las coordenadas del punto p(s) para s = 1,
es ver el punto como el vector desde su origen o(0) a p(1) que tendra en la base
candnica las componentes (Cha, Sha). Entonces por definicién, lo que R(t)
observa es que después de un tiempo Ch «, el punto p(1) estd en la coordenada
Sh a, por tanto la velocidad con la que R(t) observa a p(s) es v =Tha.

(<) El argumento anterior sirve para ver que si (eg,e1,e2,€3) es la base
canénica, entonces al aplicarle el boost se obtiene (ug,u1, €2, e3) base ortonor-
mal con ug temporal futuro. Puesto que sus origenes coinciden para t = 0, las
referencias inerciales que representan estan en posicién estandar. Y también que
la velocidad relativaes v =Tha. m

Después de este resultado se ve que «a es también el angulo hiperbdlico entre

R(t) y S(t).
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