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Matrices.

Una matriz n X m es una tabla formada por n filas y m columnas de ntimeros
reales ordenados, del tipo

a1 a2 A1m

as1 a922 a2m
A =

An1  ap2 Anm,

La matriz anterior se representa a veces abreviadamente por (a;;). Si B =
(bij) es otra matriz m x 7, es decir, el nimero de columnas de A coincide con
el nimero de filas de B, entonces podemos multiplicarlas en el orden AB de la
siguiente manera

a1 a2 A1m b11 blg bl,«
a21 a2 ... A2m ba1 bao ba

AB = . . . . . . . . = (cij)
Ap1  An2 e Apm b’ml ban .. bnw'

siendo ¢;; = ZZL:l a;ixby;, es decir, el elemento 7j-ésimo del producto se obtiene
multiplicando la i-ésima fila de A con la j-ésima columna de B componente a
componente y sumando.

Nétese que si multiplicamos A por la derecha con el vector e; = (0, ..., 1, ...,0)
de la base candnica de R™, visto como una columna, se tiene

0
a1 a2 ... G1m . a4
a1 Q22 ... Aa2m : a2
1 =
an1 Qp2 Anm 0 Anj



es decir, lo que hace es seleccionar la i-ésima columna de A. Si la multiplicacién
se hace por la izquierda (considerando ahora e; vector de R™, lo que hace es
seleccionar la i-ésima fila de A

ai;p a2 ... Gim
a1 a2 a2m

(0 1 0) . . . . = (ail ;2 aim)
an1  ap2 . Apm,

Finalmente, si multiplicamos por la izquierda con el i-ésimo vector e; € R,
y por la derecha con el j-ésimo vector e; € R™, lo que se obtiene es el elemento
a;; de la matriz A.

Las matrices constituyen una herramienta de primer orden en algebra lineal.
Por ejemplo, fijada una base de R™ representan biunivocamente a las aplica-
ciones lineales. En efecto, sea B = (v1,va, ..., v,) una base. Cada vector u € R™
lo representamos como una n-upla formada por sus componentes en la base B,
u = (x1, 2, ..., ,). Esto significa que

U = T1V1 + T2V2 + ... + T Uy

Sea f : R™ — R”™ una aplicacién lineal. Supongamos que las imagenes de los
vectores de la base B, expresadas en la propia base B, estan dadas por

Flg) =" aiju;.
1=1

Las componentes forman una matriz n X n que llamaremos matriz de la
aplicacién f en la base B y denotaremos A = (a;;). Entonces podemos
conocer f(u) haciendo

n

ijf(“j) = Z”Cj Qi V;
=1 ‘

Jj=1 7
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lo que significa que las componentes (y1, Y2, ...,¥r) de f(u) en la base B estds
dadas por por el producto matricial

Y1 ailr a2 Q1n Z1
Y2 az; a2 Q2n €2
Yn anl An2 cee Ann Tn

Como se puede ver, la matriz de f tiene por j-ésima columnas las compo-
nentes de f(v;) en la base B.



Ejercicio 29 (*) Fijada una base B, probar que la matriz de la composicion
de dos aplicaciones lineales en B estd dada por el producto de las matrices que
representan a dichas aplicaciones.

Si ahora consideramos que la aplicacién f es un isomorfismo, entonces B’ =
(f(v1), f(v2), ..., f(vn)) es también una base, y podemos considerarlo como un
cambio de base. Entonces a la matriz de f en la base B se le llama matriz del
cambio de base de B’ a B porque nos permite calcular las componentes de un
vector en la base B a partir de sus componentes en B’. En efecto, supongamos
que conocemos la expresién de cada vector de B’ en la base B

F) =" aijv;.
=1

Si u € R™ tiene componentes (x1,3a,...,2,) en By (2}, 25, ...,z,) en B,
entonces

n n n n
_ / ) — /
E Tiv; = U = g v f(v;) = E T} E @;;v;
1=1 Jj=1 Jj=1 =1
n n n
/
= E Thaijv; = aijr | vi
i,j=1 =1 \j=1

Por tanto las relacién entre las componentes estd dado por el producto ma-

tricial
A

X1 a1 ai2 A1n Ty
/
X9 a1 a922 agn Ty
/
Tn Anp1  Ap2 .. Apn Z,

Esto a veces se expresard de forma méas compacta como x = Az’.

En la practica se suelen dar las dos bases B y B’ sin mencionar el isomorfismo
que las relaciona, tan sélo se dice que P es la matriz del cambio de base de B
a B’. En las cuentas de antes es claro que P = A~! y que 2’ = Px.

Definicién 1 Sea A = (a;j) una matriz k x k. Se define el adjunto de el-
emento a;; como la matriz A;; de orden (k — 1) x (k — 1) formada por la
matriz A suprimiendo la fila y la columna que contienen al elemento a;;. El
determinante de A es el nimero real |A| definido inductivamente como :

1. Sik =1, |A|l = a1 el dnico elemento que tiene.

2. Sik>1, entonces

|A] = ann [Anr| = arz [Arg| + o + (1) P Ay

Propiedades inmediatas.



8.

. |A] = |A'| donde A' es la matriz transpuesta de A, es decir, A* = (a;;).

Si se cambian dos filas consecutivas de A, el determinante cambia de signo.

Si se cambian dos columnas consecutivas de A, el determinante cambia de
signo.

|A] # 0 si y s6lo si los vectores fila son linealmente independientes.
|A] # 0 siy s6lo si los vectores columna son linealmente independientes.

Si a un vector fila de A se le suma una combinacién lineal del resto de los
vectores fila y se dejan las demas filas igual, se obtiene otra matriz con el
mismo determinante que A.

Si a un vector columna de A se le suma una combinacién lineal del resto
de los vectores columna y se dejan las demas columnas igual, se obtiene
otra matriz con el mismo determinante que A.

Si B es otra matriz de igual orden que A, entonces |AB| = |A]|B].

Una matriz con determinante no nulo se llama matriz regular.



