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7 Enerǵıa-momento de part́ıculas materiales

Supondremos que hay una noción de masa en reposo de una part́ıcula mate-
rial. Sea σ(s) una part́ıcula material de masa m. Siguiendo el análogo newtoni-
ano, llamaremos 4-momento o cuadrimomento al campo de vectores sobre
σ(s), es decir, para cada s es un vector de R4que se apoya en σ(s), dado por

P (s) = mσ′(s).

Sea α(t) = cte0 un observador inercial. Sabemos que observa a la part́ıcula
descomponiendo su ĺınea de universo en dos partes, una en la dirección del
vector e0 y la otra en la dirección de su hiperplano de simultaneidad e⊥0 . Vamos
a hacer lo mismo con el 4-momento de la part́ıcula. Llamemos v = v(t) a la
velocidad de la part́ıcula en el instante t. Entonces σ′(s) = t′(s) (ce0 + σ′α(t(s)))
y t′(s) = γv(t) y se tiene que

P (s(t)) = mσ′(s(t)) = mγ(ce0 + σ′α(t))

= mγce0 + mγσ′α(t) ∈ L(e0)⊕ u⊥.

Ambas son cantidades que α puede medir en términos de su tiempo propio t.
El segundo término mγσ′α(t) se llama 3-momento de la part́ıcula observada
por α.

Analizamos el coeficiente del primer término

mγ =
m√

1− v2

c2

La aplicación f(r) = 1√
1−r2 es anaĺıtica, es decir, desarrollable en serie de

potencias, en el intervalo (−1, 1). Esto significa que en dicho intervalo la función
f es igual a una serie

f(r) = a0 + a1r + a2r
2 + ...
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En realidad se trata de la serie de Taylor de f centrada en cero y se calcula
mediante la fórmula

f(r) =
∞∑

n=0

fn)(0)
n!

rn.

En nuestro caso podemos hacer algunas manipulaciones simples para calcular
los primeros coeficientes. En efecto, buscamos una serie que cumpla

(
a0 + a1r + a2r

2 + ...
) (

a0 + a1r + a2r
2 + ...

)
=

1
1− r2

. (1)

La manera de efectuar el producto de las series es ir multiplicando los
términos que nos den potencia cero de r, después los que nos den potencia
1, y aśı suceśıvamente. En realidad se pueden ordenar los términos de cualquier
otra manera debido a que el resultado es una serie absolutamente convergente.
El segundo miembro es muy conocido,

1
1− r2

= 1 + r2 + r4 + ...

válido en (−1, 1). Como a0 = f(0) = 1, identificando coeficientes en (1) vamos
obteniendo el resto de los coeficientes, por ejemplo para obtener los primeros

2a0a1 = 0 ⇒ a1 = 0

2a0a2 + a2
1 = 1 ⇒ a2 =

1
2

2(a0a3 + a1a2) = 0 ⇒ a3 = 0

2(a0a4 + a1a3) + a2
2 = 1 ⇒ a4 =

3
8

etcétera. Aśı que los primeros términos de la serie son

f(r) = 1 +
1
2
r2 +

3
8
r4 + ...

Aplicándolo a nuestro caso y despreciando términos de orden mayores que
2, se tiene

mγ =
m√

1− v2

c2

= m(1 +
1
2

v2

c2
) = m +

1
2
m

v2

c2
.

Se llama masa relativista a la cantidad

mr = mγ = m +
1
c2

(
1
2
mv2

)

y como se ve excede a la masa en reposo en 1
c2 su enerǵıa cinética. Observando

el segundo término, Einstein definió la enerǵıa total de la part́ıcula como

E = mc2γ.
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De esta ecuación se observa que se necesita infinita enerǵıa para que la
part́ıcula alcance la velocidad de la luz. Por otra parte, cuando la part́ıcula está
en reposo aparece la famosa ecuación de Einstein que establece la equivalencia
entre masa y enerǵıa

E = mc2.
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