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El Grupo General Lineal.

Una aplicacién f : U — V entre dos espacios vectoriales es un isomorfismo
cuando es lineal y biyectiva. Si ademas U = V, entonces se llama automor-
fismo. Es fécil ver que el conjunto de todos los automorfismos de un espacio
vectorial V' tiene una estructura de grupo para la composicién. Se llama grupo
de los automorfismos de V, Aut(V).

Ejercicio 30 Probar que Aut(R™) tiene estructura de grupo.

Siguiendo el programa Erlangen de F. Klein, este grupo determina una ge-
ometria que es el objeto de estudio del Algebra lineal.

Proposicion 1 Sea f : R® — R"™ un automorfismo, entonces se tienen las
siguientes propiedades:

1. f(0) =0.
2. Si(v1,...,vp,) es una base, entonces (f(v1),..., f(vn)) es otra base.

3. SiV es un subespacio, entonces f(V) = {f(v) / v €V} es un subespacio
de la misma dimension.

4. 81U,V son subespacios, entonces f(U+V) = f(U)+ f(V)y f(UNV) =
FO)NFV).

Puesto que, fijada una base, las aplicaciones lineales estan representadas por
matrices, podemos estudiar el grupo Aut(R™) a partir de ellas.

Ejercicio 31 Usando las propiedades de los determinantes probar que, fijada
una base, existe una correspondencia biyectiva entre los automorfismos de R™ y
las matrices requlares.

Asi pues el conjunto de las matrices regulares de orden n forman un grupo
llamado grupo general lineal y se denota GL(n,R). Conviene conocer un



procedimiento operativo para calcular la inversa de una matriz. Si A = (a;;), y
A~! = (b;;), entonces

bij — (_1)i+jw
4]
Otro procedimiento, que evita tener que calcular determinantes, consiste
en resolver el sistema AA~! = I, tomando los elementos de A~! como las

incégnitas, y resolverlo por el método de eliminacién de Gauss-Jordan. Por
ejemplo, para invertir la matriz regular

2 -2 0
1 1 -2
-1 2 1

se plantea el sistema

2 =2 0 bi11 b1 bis 1 0 0
1 1 -2 bo1 by baz3 | =10 1 O
-1 2 1 b1 bza bs3 0 0 1
que desplegado seria
2b11 — 2b91 =1 2b19 — 2bao =0 2b13 — 2ba3 =0
bi1 +ba1 —2b31 =0 bio + bag — 2032 =1 bi3 + bz — 2b33 = 0
—b11 +2b21 + 031 =0 —b12 + 2ba2 +b32 =0 — b1z + 2ba3 + b33 =1

ahora hay que despejar los coeficientes b;; y para ello podemos trabajar con cada
bloque de ecuaciones puesto que comparten los coeficientes. Las operaciones que
podemos hacer son

1. Multiplicar una ecuacién por un niimero no nulo.

2. Sumar a una ecuacién, miembro a miembro, una combinacién lineal del
resto de ecuaciones.

Necesitamos repetir estas operaciones hasta que la matriz de los coeficientes
sea la identidad. Puesto que son operaciones que se basan en los coeficientes,
podemos hacerlo prescindiendo de las incégnitas b;;, y ademds podemos hacer
los tres bloques simultdneamente.

Debemos usar repetidamente los pasos 1 y 2 sobre las filas de la matriz

1 0 0
1 1 -2 01 0
-1 2 1 0 0 1
para convertirla en otra que tenga en el primer bloque la identidad. Entonces la

matriz que queda en el segundo bloque es precisamente la inversa que buscamos.
Vamos a hacerlo paso a paso.



2 -2 0 100 1 0 1 10 1
1 1 —2010|=[11-2010]|=
~1 1 00 1 12 1 00 1
10 1 1 0 1 10 1 1 1
01 -3 -1 1 —1|=f01 -3 -1 1 —1]=
02 2 1 0 2 00 8 3 -2 4
1o 1 1 0 1 1 o0 2 2 2
01 -3 -1 1 -1 501()% §2§
0o 1 § -§ % 001§ -§ %

Supongamos que A es la matriz de la aplicacién lineal f : R®™ — R"™ en
la base B. Podemos saber cudl es la matriz A’ de f en otra base B’ sabiendo
la matriz del cambio de base P de B a B’. En efecto, todo vector u € R"
de componentes x en B y x’ en B’, tiene sus componentes relacionadas por
2’ = Pz. En particular la imagen de u por f, tiene componentes Az en la base
By Az’ = APx en B, por tanto A’Px = PAz para todo z, de donde se
obtiene

A= PAP™L.

Obsérvese en particular que |A'| = |[PAP~!| = |P||A||P~!| = |A], es decir,
el determinante de la matriz que representa a f es invariante frente a un cambio
de bases.



